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RESUMO :

O resultado principal desta dissertacdo e que a

permutagao ciclica & > ¥ 48 T = LuageV0:):%0::3

pode ser expressa na forma §"8"§P3? por permutagdes { e

g de Z , sempre que m #p ou n # q



ABSTRACT

The main nesull of Lhis disserntation 4s thai the
cyelic permutation i > i+l o4 AL (PRWE s [T T . S
can be expressed in the form  £'g"fPg?  fon permutations

f and g 04§ 2 , whenever either m¥ p o4 nv.q.
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INTRODUGAO :

O nosso principal resultado, Teorema 3.10 que esté.
no Capitulo III , & o seguinte : Se m , n, pe q sao in-
teiros nao nulos tais que m # p ou n # ¢ , entdo existem
pemutagdées 4§ e g do conjunto ¢ de tddos os inteiros
tais que gmﬁngpéqlxl = x+] para todo inteiro «x . Isto
generaliza o resultado principal de [14] , e aplica-se ao
problema de daracterizar as palavras que sao universais pa-

ra grupos simdtricos infinitos. Veja [1, 3, 5, 14 , 15] .

A referida generalizagao & facil para o caso em que
m+p #0# n+tq mas aparentanente dificil para o caso m+p = 0 .
Assim a nossa real contribuigaoc @ o TEOREMA 3.8, em especial
seu LEMA 3.7, que demonstramos exaustivamente no Capitulo III
e para o qual oferecemos uma idéia nos Diagramas 4.5 do Apen-
dice, de uma possivel demonstragao, diferente daguela dada ao

TEOREMA 3.8 .

Tan bem estudamecs en geral o problema de solucionar,
para toda permutagdo § dos inteiros, a eguagao do tipo

y"x"yPx? - ¢

no grupo simétrico de Z . Em [1] encontra-se
a resposta do problema anilogo de solucionar eqﬁagﬁes do tipo

m._n . -
Yy X = 4§ , cujas técnicas procuramos empregar .

O Capitulo I contén as definicoOes, lemas e outros
preliminares percorrendo o resto da dissertagao, cujo resumo
aparece na Tabela 4.7 do Apéndice., O Capitulo II apresenta
una visio histdorica do assunto. O Capitulo IV reswme o tra-

balho e propoe problemas relacionados ainda en aberto.
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Apresentamos ainda, no Apéndice, a Tabela 4.6 2
onde aparece um indice dos lemnas, corolarios, proposi-
¢Oes e teoremas desta dissertagao, juntamente com sua

numeragao total, que pode auxiliar o trabalho de leitura,

por ocasiao de referéncias aos mesmos.

09



Capitulo I :

PRELIMINARES

Neste capitulo aparecem as definiqaes,notaQSes e lenas
basicos referentes ao assunto pesquisado nos demais capitulos

desta dissertagao.

Para conjuntos arbitrarios A e B , a expressao A-B
denota o conjunto {x : x¢A e xg B} . A cardinalidade do

conjunto A serd denotada por |A].

Como de costune, w denota o conjunto {0,7,2,3,...}
dos inteiros ndo negyativos; e 2 denota o conjunto de todos os
inteiros, ou seja ZI = w U {-n : ne v} . Para k€ w o simbolo
k denota o conjunto {n : k > nc¢ w} . E claro que |k| =k
Usaremos O simbolo }{0 para representar a cardinalidade de w

& 7/ ¢ : .
e o simbolo E\I para representar a cardinalidade dos reais.

Seja netw-l . Escreverenos h|m para significar que
m/n € 7 ; caso contrario escreveremnos nTm . Quando n|m , dize~
mos que n & divisor de m , ou que n & fator de m , ou ain-

da que m @& multiplo de n .

Seja xc¢c2 e seja it w-] . Por {xk eX pressamos o

Gnico elemento do conjunto {x+kt : ke Z} N % . E claro que

& I{xk - X .

Seja ¢ w-2 e seja D = {"i : de i} um subconjunto

de 7 can pelo menos um n; nao nulo . Entdo a expressao

(no,nl,...,nj) ou a xpressao mde D denota o maximo divisor
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comum entre os elementos de D ; e se n; f 0 para todo 4¢ 4
entao a expressao [no,nr,...,nj] ou a expressao mme U deno-
ta o minimo multiplo comum positivo entre os elementos de D

Desta forma, (”i’nj) = 1 significa que n; e n; sdo relati-

vamente primos entre si. Quando n€ w~2 , a expressio S(n) de-

nota o menor fator primo de n e a expressao M(n) denota o

inteiro positivo [Z,3,...,n] .

Seja X um conjunto arbitrdrio e seja 4§ C XxX | Uti-
lizaremos a expressao Dom(4) e Iml4) para denotar respecti-
vamente o dominio {X ¢ 3yeX e <X,Y>€c §} de 4 e a imagem
{y : 3xeX e <x,y>€¢ §} de § . Por Mndl§), expressamos
Dom(4§) U Im(4) . Quando A & um conjunto, a restricdo de § ao
conjunto A & denotada por §tA e significa (AxX) N { . por
§[A] , expressamos o conjunto {y : <x,y>€ § para algun x€C A},

E claro que f§[A] € Im(§] para todo conjunto A .

Seja § C XxX . Entdo § & dita conexa se e somen-
te se para cada par de elementos distintos X e Yy de Mnd(f) ,
ex iste uma seqllencia finita x = ZO’ZF""’Zj = Y tal que para

todo 4€ § , temos que {<Z;,2;,,><2;.4,2;>} N § 7 ¢ .

4
Quando X & um conjunto qualquer representamos por

P&I(X} o conjunto {§ : 4§ & fungdo com Mnd(f§) € X}; por XX

o conjunto {f§ : $¢€ Prt(X) e Dom(f§) = X} ; e por Sym(X] o con-

junto de todas as permutagdes de X , isto € Sym(X) significa

{§ = ¢ A w § € bijegao} . Notemos que Pait(X] € un monoi- .

de, que XX & um sulmonoide de Pat(X) e que Sym(X) & um sub-
X

grupo de X, com respeito & composig¢ao de fungoes. Dizemos ain-

da que Sym(X) & o grupo simétrico do conjunto X e costuma-
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remos , quando possivel, e pressd-lo tdo somente por Sy . O
grupo simétrico de real interesse nesta dissertagido €& o SZ de

todas as permutagdes dos inteiros .

Tambem utilizaremos os simbolos Pat , Myc ,e Sym

para representar respectivamente as classes {PrZ(X]) : X &

X - - g
conjunto} , {"X : X & conjunto} e {S, : X & conjuntol} .

Quando X & um conjunto arbitririo e quando § E'XXX
e g ¢ XxX , denotaremos simplesmente por 48 a canposig¢ao da
relacao binaria 4§ com a relagdao binaria ¢ . Assim, temos que
§g = {<x,y> : 3z€ X com <x,z2>€g e com <z,y>€ §} . Além dis-
so, se § e g s3ao fungoes, entdc 4g(x) = $(g(x])) sempre
que x€ Dom(g) enquanto que g(x)€ Dom(§) . Também a composi-
¢ao da relagao binaria § con ela propria sera denotada por
4§, enquanto que §" denotari a composigao n vezes consecu-
tivas desta relagao binaria, sempre que n€ w~] , Finalmente

utilizarenos o simbolo 60 para denotar 4dtX = {<x,x>: x€ X},

também chamado de ciclo trivial em X ou Il-cdiclo em X , Se
§ € XxxX entao 6_1 denota a relagcao inversa de § , isto é
6-] = {<x,y> : <y,x>€ §} , Claramente, quando §€ Sy , temos

que 66—1 # LdbX = 6-]6 .

Definigao 1.1 : Sejam § € XxX e g < XxX. Diremos
que § & isomorfica bigraficamente com g e anotamos {§ = g
se e somente se existe h GSX tal que

§ = {<hix),hly)> : <x,y>€g} .

Facilmente se vé que = & uma relacao de equivaléncia

de XxX e tamb@n que f§ = 4" sempre que § & uma permutagido.
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Lema 1.2 :Sejam § € XxX e g € xxX . Entao as se-
guintes afimagdes sao equivalentes :

l. § = g,

2. Existe heS, tal que g = hﬁh‘l,

3. Existe he S, tal que gh = hg
Demonstragao : [13 , corollary of theorem] .

Definicao 1.3 : Seja X um conjunto qualquer e seja
HC SX . Diremos que H & disjunto como permutagao, ou simples-
mente que H & dcp , se e somente se para cada {4,9} CH ti-
vermos que, para todo x€ X , f(x) = x ou g(x])] = x sempre

que § 7 g

Lema 1.4 : Seja H dep , e sejam § e g elementos

de H . Entao {3 = g4 .
Demonstragao : [15 , lema o8]

Quando X € um conjunto e {§ €S dizemos que § &

x I
um eicfec n3o trivial em X se e somente se existe x¢ X tal

que §(x) # x enguanto que {ly)] = y sempre que
yeX-{§%(x) : i€ Z} . Neste caso, a expressao | §|| denota o
comprimento deste ciclo, significando |{6L(x) I 5 2 Z}[. Clara-

mente, |§]| >7 .

Seja § um ciclo ndo trivial em X , para algum con=
junto X . Se |4l = kew , dizemos que § & un k-ciclo em
X e podemos expressa-lo, quando {§(x) # x , por
[ x 4(x) ﬁzlx) Ea_— 6h-](x) ), ou mais geramente por

13



{ #) A s i x Yl Pl see F b
para qualquer 4{¢ k . Quando no entanto | 4] = }{0 , dizemos que
§ € um ciclo infinito em X ou que § €& um w-ciclo em X e
podemos expressa-lo, quando {§(x) # x , na forma

(... §7%x) 677100 x $(x) $%(x) ... ). Em particular,
quando 0<kt w , o simbolo .ch denota o R-ciclo emn w repre-
sentado por (0 1 2 ... k-1) , e o sImbolo 4 usaremos

para denotar o w-ciclo em Z representado por

[ one =2 =T & 1 2 3 coed 5 ivtp &8 2Alx] = x4l para

Lena 1.5 : Seja X um conjunto e seja f{E€ SX . Entao
existe um tGnico conjunto C dep de ciclos nao triviais em X
tal que para cada X¢ X , temos que ¢(x) # x implica que exis-
te exatamente um ciclo g€ C com ¢$(x) = glx), mas se £(x) = x

entdo glx} = x para cada g€ C .
Demonstragao : [15 ; lema 1.5] i

Definigdo 1.6 : Seja X um conjunto e §€ Sy . Repre-
sentaremos o conjunto mencionado no Lema 1.5 por CX[é] e cha-
maremos cada ciclo g€ Cx(él de componente ciclica de § em X
E claro que gquando {§,9} <€ Sy , temos que § = 8 se e sanente
se Cxlﬁl = Cx(g) . Também se X e Y sao conjuntos distintos,

entdo Cy,(§) N Cylg) = ¢ sempre que €S, e g€ S, .

Exemplo 1.7 : Seja X =7 e Y = 1 ., Seja
§ = (0 17 2 4] (.3 6)¢€ S, . Ent3ao temos que

1 2 4),(3 6 )} . Seja também

(@
|~
o
1
i
<

g=(0 1 2 4) (3 6])¢€ S;. Entao temos que
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CZ(QJ ={(0 1 2 4),(3 6 )}, Apesar de C?(él e Cz{g)
serem igualmente representados, temos que o ciclo

{ 0 1 2 4 )¢ 07[5) significa a fungao detem inada por
{20,1%<1,;25,< 2,4:,<4,0>3<3,3>,<5,5>,<5,6>& ¢ enquanto que o ci-
el | 0 1 € 4 ) Cz{g) significa outra fungd3o diferente,
onde aparece, por exemplo, o par <9,9> , que nao aparece no ci-

ele |0 1 % 4)ec?(dl.

Seja {e¢ Sy Para algum conjunto X . Entdo {§ @& dita
uma thansposigao em X se e somente se § = ( x y ) pera
algm {x,y} € X , can x # y . Pelo teorema de Cauchy
[ 8 , pg.96] temos que se X & finito e g¢ Sy + e se
I],Iz,..,tn e i;,t%,..,t% sao transposigcOes em X tais aue
ot =g= Jﬁ;»t'z...ft!; , entdo pn+m & inteiro par. Dizemos que

uma pernutagao par se e sanente se n for inteiro par,

1

2.
g @
e neste caso entd3o tawbém m & inteiro par. Quando g & per-

mutagdo ndo par, dizemos que g & pemutagcdo Impar

Para X finito, AX denota o conjuntoc {§ : § e
permutagaoc par de X} . E possivel ver que toda transposicgao de
X & permutagdo Impar; que tanb&m o ciclo Cop € pemutagdo Im-
par; mas que o ciclo gy € permutagdo par senpre gque

new-] . Também & possivel ver que para {§,g} C Sy , temos que

fg € Ay se e somente se ou {§,g} € AX ou {{§,g} < Sy~Ay

Quando I<m€¢ w , denotaremos por Cx[ﬁ;m) O conjunto
{g : gecy(f) e [lgll=m} e por Cy(§;w) , o conjunto
{g + geCylg) e Hg|]=k{0} . Assin, temos que
Cx(ﬁ) = Cylfsw) y {Cx{ﬁ;il :1<{ €& w} sempre que {¢ Sy para

algum conjunto X

15



Por X4 denotamos o suporte de § em X , signifi-

cando o conjunto {x : §(x) # xe X} . Claramente X{ o S
Quando X{§ = X enguanto que § & um ciclo em X , diremos gue
§ & uma permutagdo ciclica de X . Quando X{§ # X , diremos
que x & ponto fix0 de § em X se e somente se x € X-X{§ .

Seja X un conjunto e §¢ SX . Se, para todo inteiro
n positico, tivermos que ﬁn# 4dtX , diremos que § tem ordem
infinita e representamos tal fato por oxd(§) = = , ou por
ord(4) = w ; caso contririo, oxd{4) denota min{in : 0<n€tw e
§"= 4dtX)Y . Bu particular, quando oxd({) €{1,2} , diremos que
4 €& wma 4Lnvolugdo de X .

Observacgcao 1.8 : Quando #§ ESX para algun conjunto
X e ond(f) = te¢ w-1 , entlo

1. §*- 6(xk para todo %x¢ Z ;

2. §"= " se e somente se £l im-n) .,

Lemna 1,9 : Seja [p,k) = 1 ., Entdo e iste pemutagao
a ciclica ge k  tal que gP = Cp »

Demonstragdo : [15 , lema 1.7] .

Tamb& em [15 , lema 1.8] , vemos que CE tem exa-
tamente [(m, k) ciclos em k , todos de comprimento k/(m,kR)

- 5 m
sempre que O<me¢w , E facil ver também que 4 tan e atamen-

te m componentes w-ciclicas em Z , e que 4" nio tem outro
cieclo ,
Na demonstragao do Lema 1.9 , Valente observou também
- - — m
que se § & permutagdo de X entdo |Cylf )|>|Cy(§)]| para
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0<mé w .

Lena 1.10 : Seja n um inteiro cam |n| # 1 . Entdo

nao existe pemutagcao h de I tal que %= & .

Demonstragao : Suponha que h"= 5 para algum hESz.

Entdo 1 = |C,(s)] = lcz{hnllg_lcz(hllj 1. Segue que [C,(h)]= 1,
ou seja que h @ pemutagdo ciclica de Z . Mas entdo Cz(h”} =
Czlhn;m} e ICZlhn;w]E = |n| . Assim, 1 = ]Czlé]|=|C2{hn;w'}| =
|n| , o que & uma contradigao, ja gque In|l # 1 . l

Habitualn ente denotamos por I um alfabeto finito
mas arbitrario {A,B8,C,...} . Nesta dissertacao, designaremos
por J:+ o semigrupo livre das palavras finitas geradas pela so-
letragao dos elementos de I , enquanto que 15f denotara o gru-

po livre das palavras finitas geradas por L . Assim temos que

1,-1

ABAACBe¢I ; enquanto que as"Tca "a Ted <~ i . claramente

+ + %
IC LS ¥ . Representaremos tais palavras pelas letras gregas
- ' + 5
minasculas. Quando {a,8} € ¥ , a concatenagao das palavras o
e B serda denotada por aBf e a palavra vazia designaremos por

+
¢ , can a propriedade que a¢ = a = ¢a para cada aEE .

Seja aEE e seja hne€ w=-l, A concatenagao N vezes

i - n n-1

consecutivas da palavra o sera representada por o = o o =
n-1 1 B 0 e e -

oo , onde « significa a e «a significa tambem a pala-

i -1 ;
vra vazia ¢ . Usaremos o simbolo « para designar a palavra

5 2 - i "]
inversa de o , isto & a palavra con a propriedade que @ & =

¢ = ax , e o simbolo a designara a palavra soletrada na or-

dem reversa de o , Claramente temos que (uB}"I= B-]m-I e que
-1_ -

) ¢ sempre que {a B} & F .

17



Exemplo 1.11 : Seja a = ABBB.= A83 e seja B = BZA-B .

5% ] -0
Entao «oB = ABSA enquanto que Ba = BEA ‘83 ; ainda

r

o

BBBA = B°A e 7= A%87%, pois ge7- BZAT%A%B7 L.
I L |

"

¢

Diremos gue a palavra nao vazia vy¢ f € segmento da
+
palavra a«€X quando « = uyA para algum {p,x} CI - . Se
y = ¢ , diremos que <y @€ segmento 3 esquerda de o ; Se A = ¢

diremos que vy & segmento 3 direita de «

Definigao 1.12 : Seja {a,A} E_f ; seja Ler e seja

-

0<ne w . Diremos que o par <1,Ln> € un L-bloco de a ou sim-
plesnente um bloco de o de comprimento n se e somente se
sao cumpridas as trés seguintes afirmacdes :

1. AL"™ & segmento 3 esquerda de ¢ ,

n+l

s AL nao & segmento 3 esguerda de «a ,

3. L nao & segmento.a direita de A .

< _
‘Intuitivamente podemos. estender estas definigbes para

palavras de grupo. Veja o seguinte

iy

Exemplo 1.13 : Seja o - ABZAC3A?B?

+
A"B"er . Vemos aqui
que A% & segmento simultaneamente a esquerda e a direita de

a , pois podemos escrever = ABzAcsAABZ . Temos também que

a
<¢,A> , <ABZ,A> e <ABZA03,A2> sao A-blocos de comprimentos

- i 2
um , um e dodis respectivamente, enqguanto <A,B°> e

<A82ACSA2,BZ> saoc B-blocos de canprimento dodis e <ABZA,C3>

€ o inico C(C-bloco , e & de comprimento thes .

Si=2p=1,5.,~3.2

Seja agora B8 = B"A "B "A°C "B°. Notemos aqui que

oy =i 3,2

BT A e B A sao segmentos a esquerda de B8 , enquanto que

18



Bz € segmento simultaneamente & esquerda e a direita de B8

Ll

Claramente estes sao apenas alguns dos muitos segymentos de B8

‘que poderiamos citar, entre eles, B8~ 1A% : 8~ 142 ; K7g3 " C-{

AZC_Z 7 AdsB ; etc... Os seis distintos blocos de B8 sao

. . LT e

A_EB_IASC_3,82> , respectivamente de

<¢:83> r <B

<83A 287745 ¢35 o <33

comprimentos tx2s4 , dois , um , cinco , thes e dodis .

Seja a €I soletrada na seguinte forna,

Ln(O)Ln(I}LH(Zl' .Ln(p)

s} s

, para algum {LG’LI’LZ""’L j I o :

e algum {n(L) : L€ p+]1} € ZI-1 . A gquantidade de letras LEZ

na palavra o serd denotada por ¢(L,o) , significando 2. nik)
RE 1

onde I ={k : L, = L} e o conprimento de o serd denotado por

% sl
|x| e significa %:0 |n(r)]. Por mde(e) denotaremos

mdc{q(LL,aJ : L€ pt]l}l sempre que q(Li,u) 40 para algum-
L€ p+t] . Nem sempre & definido mde(a) . Exemplo : Se ¢ & a

i

palavra ABA"IB“ entao q(A,a) = 0 = q(B,a] , e nao se define

mde(a) , neste caso .

Diremos que a & triviaf se e sanente se

mde(a) = 1 . Observe que a @& trivial se existe L€I tal

que IQ[L:Q}I =1 s

Una palavra o @& dita vulneravel se e somente se
eciste ke pt]  tal que mde(e) # mdelqll;, o) = k # L€ptl}
sempre que estes dolis mde sao definidos .

- +

NOs identificamos duas palavras & e B de I como

a = B8 nao somente quando possuem a mecma soletragdo, mas também

quando a = pA enquanto que B = uYYHIK para algum {p,y,k}gif.

19



Designaremos por tedug¢do de o , a palavra mais curta g tal
que a = B . Quando o & igualmente soletrada 3 sua redugao,
dizemos que o« & reduzida . O nimero de blocos da redugao de
o € denotado por opfx(a) e sera denominado de complexidade
de o . Claramente |aB|<|a|+|8] e eplxlopl<eplxi{o)+cplxis)
senpre que {a,B8} gz; . Quando {a,B} ET{ , entao vale a igual-

dade nas expressdces acima .

Quando {a,B8} E_g r diremos que a e cdclicamente
conjugada a B e anotanos ovB se e sanente se o = uA  en-
quanto que g = Ap para algun {yu,A} E_g . Facilmente se ve
que ~ & uma relagdo de equival@ncia de 4 . O conjunto
{B : Bva} das palavras ciclicanente conjugadas a o sera

denotado por o/~ .

Diremos que a palavra 8 # ¢ & #raiz da palavra

+
a€I- quando a = Bn para algum inteiro positivo n . A raiz
mais curta de o serd denotada por n(a) . Uma palavra o o

dita primitiva se e sanente se nw(a) = o .

Lema 1.14 : Seja ac¢ {A,B}t primitiva e de comple-
X idade 24+1>] . Entdo existe B¢ {A,B}t primitiva e ciclica-

mente conjugada a o tal que epfx(B) € {24, 24-1} .

Demonstragao : Claramente podenos escrever

o A0 gn(1)  enl2i-1) 4 nl24)

a para algun conjuntoc

P

{nlf) ¢+ §€ 2{+1} de inteiros ndao nulos . Seja A = g B

o= ant0lgnlll - grl2é-1) oo o, Ap =
An(?i)AnIOJBn(I)‘._Bn(ZL—I} ” AmBn(I}An(Z)...Bn(Zi-?} ——
m = n(2{)+n(0) . Desta forma, temos que anvg e além disso que
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cpdx(B) = 24 quando m # 0 , mas que cpfx(B) = 2i-1 quando

m = 0 . Portanto, em qualquer caso, temos que

epbulB) € T 24, 24=7) . Boora, 38 gque V@™ = W i)™, por vm
extensao Gbvia de [10 , pg. 196 , remark (vii)] , vemos gque se

o € primitiva, entdo g & primitiva, pois a8 .I

Defini¢dao 1.15 : Um homomorfismo £ : i » {A; B}
chama-se simpligica¢do se e somente se g[ E]E {A,B} U {9¢} .
Quando além disso, a palavra ¢(a) for primitiva, entao ambos
£ e E(a) chamam-se sdmplificagao primitfiva de a , sempre
que ot § . Obviamente, se o nao for primitiva, entao nao

existe simplificacdo primitiva de a .

Walter Taylor, ao ver a demonstragao do
[L4 , theorem 7] onde aparece a frase " It obuiously suffices o
+ ”
show that the theorem holds gon a€ {A,B} " duvidou que foi Sbvio es-

ta sificiéncia. Assim nasceu a nossa seguinte

Pergunta 1.16 : Sendo o qualquer palavra primitiva,

entdo existe simplificacao primitiva de o ?

Achamos que esta pergunta fica ainda em aberto, mas o
seguinte lena & uma resposta parcial, & igida para a nossa dis-

sertagao.

LEMA 1.17 : Seja at oA primitiva e de canple idade

menos que seis. Entdao « tem uma simplificagao primitiva..

DEMONSTRACAO : Obvianente podemos supor que cplx(a)>3.

Se existem duas letras distintas X e Y tais que X compare-
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ce em exatamente um bloco de o e tais que Y comparece en e-
xatamente um bloco de a , entdao o homomorfismo gerado pela
funcao I > {A,B} U {¢} definida por X = A, por Y - B, e
por U + ¢ sempre que Ue€¢I-~{X,Y} , obviamente & uma simplifi-
cagao primitiva de o . Se nenhuma letra comparece em menos
que dois blocos de « , entdo ja que o & de complexidade menos
que seis, é claro que o & uma palavra primitiva num alfabeto
de e atamente duas letras, e neste caso nada temos a demonstrar,
portanto, podenos supor que e iste exatamente uma letra L que
comparece em somente um bloco de o ; neste caso temnos que
amLxuaVb cvd para algum {x,a,b,c,d}C Z~1 e algum
{u,v}y cz~{L} , com U # V ., Para definirmos o hanomorfismo ge-
rado pela fungcdo - £~ {A,B} U {¢} , consideremos trés casos.
Caso : a+b+e+d # 0 ., Camn L A , com U +B , e com
V - B , obviamente temos uma simplificagao primitiva de a .
Caso : atc = 0 = b+*d . com L » ¢ , cam U+ A , e
can V > B , obviamente temos tambén uma simplificagdo primiti-
va de o .

Caso : a+¢ # 0 ., Can L - A, com U > B , e com

V > ¢ , tenos novamente wma simplifica¢do primitiva de o .l

Definicao 1.18 : Seja W C - e seja {a,B) - £
Escrevemnos «a.W.g para dizer que o & W-equivalenie a B , ou
seja que & iste seqliéncia finita a = MogrMgreees Wy = g tal que

para cada 4{¢ n , uma das seguintes condigoes e satisfeita :

Lo wgMiier
2. eiste e W tal gue ou Roay = BLA ou
Wy & Wpgpphe
Dizemos entao que a seqfiéncia HgsWpreeorty leva o

para g , via W .



Em [14 , proposition 2] & observado que se
+
z

wI < w2 E , entao .w}. e .wz. sao relagoes de equivaléncia
+ -
de I . Alem disso, temos que ~ = .¢.g.wi.g.w2.g; f. = ¥ x1 .

Obviamente tal observagdo & valida também para palavras de grupo.
Definimos tambén o/W = {8 : a.W.B} .

Definicao 1.19 : Seja o eI= r Seja G um senigrupo e
seja x€¢G . Diremos que a 4iepiesenta x em G , e anotamos
(a+x)G , se e somente se existe um homomorfismo H : g + G tal
que H(a) = x . Quando (a+x)G para todo x¢ G , diremos que o

e univernsal para G- , e anotamos at++G .

Seja M uma familia de semigrupos. Diremos que g &
M-universal se e somente se q¢+G para todo Ge¢ M . Além disso
se o € universal para todo elemento finito em M , diremos que

o © FM-univensal ; e se o e universal para todo elemento in-

finito em M , diremos que o & IM-undiversal .

Em [3 , proposition 1] temos gue cada palavra tri-
vial @ universal para todo grupo. Portanto o estudo da univer-
salidade para grupos fica interessante somente para palavras

nao triviais

0 seguinte lema & uma generalizagao natural de

[ 15 , corolario 3.11 1
+ 4
Lema 1.20 : Seja aﬁ>; , seja WCr e seja f{¢ SX
para algum conjunto X . Se existe homomorfismo #H = § > SX

tal que H(o) = § enguanto que H(u) = Ld+X para cada npelW ,
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entdo temos que (B+£)SX para cada B €¢a/W .
Demcnstragdo : [15 , lema 3.8 e lema 3.9] .

Apresentamos nc Apéndice, a Tabela 4.7 , onde apare-
ce un Indice dos simbolos usados e das expressdes técnicas cu-

jas origens estao na presente dissertacgao.
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Capitulo II :

HISTORICO

Ja antes de 1965, Jan Mycielski introduziu as nogdes

de JXearmos undversadls com a seguinte

Pergunta 2.1 : Que palavras s3o universais para gquais

Xx 2

monoides
A partir dal, uma seqliéncia de trabalhos publicadcs
por Isbell [6] em 1966 ; McNulty [7] em 1972 e Silberger
[ll} en 1973 , culminaram em 1974 com a denonstracao feita por
McNulty e Silberger da sejuinte generalizagao de um teorema

de Isbell :

Teorena 2,2 : "Sejam X infinito e J £z+~{¢} tal
qgue para {a,B} E J can o # B acontece gque, nem o € segmen-
to de g, nem existe u 7 ¢ tal que u & , ao mesmo tempo,
segmento a direita de o e segnento a esquerda de B . Seja
H: J » P&t (X) fungao arbitraria. Entao existe hanomorfismo

K: £ = Prt (X) tal que KtJ = H " [15 , teorema 2.5] .
Em [12] , Silberger apresenta seu central

Teorema 2.3 : Seja « Ef . Entdo o & P&i-universal
se e samente se (q+f4)Prt (Mnd(4§)) para toda fungcao § conexa

e injetiva.

Os principais corolarios do Teorema 2.3 sao os se-

guintes coroladrios 2.4 ate 2.7 .
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Corolario 2.4 : As palavras (AB'A , B{BA)H e
(BA)"A  s3o0 Pat -universais sempre que nét w .

Corolario 2.5 : As palavras A382 4%g"

B sao
Prt-universais .
Corolario 2.6 : A*BY & Pat-universal senpre que

X e Y s3ao inteiros impares positivos .

O seguinte & uma resposta a uma pergunta de Isbell.
Corolario 2.7 : As palavras AB”+IAB” e ABA"Tg

sdo Paf-universais sempre que J<n€¢ o .

Em 1977 , Ehrenfeucht e Silberger [4] estenderam um

resultado dos principais de 1Isbell [6] . estabelecendo o

Teorema 2.8 : Seja 1n um inteiro positivo cujo menor
. - - k kR+1 %
fator primo Impar @ P e suponha que 2 |n mas 2° [n. Entado
as seguintes duas afirmagoes sao equivalentes :

l. 2f2+?<p H
2, Para todo conjunto X finito e para toda fungao

§c 2% , & iste g¢ Xy e uma involucao h tal que 4§ = an .

Relacionados com o0 Teorema 2.8 , temos os resultados

principais de [5] :
Teorema 2.9 : Seja {m,n} € w-3 . Entao as segyuintes
trés afimnagOes sao equivalentes :

1. M(S(m))Tn e M(S(nw)im,
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2. A"B" & Myc-universal ,

3. A"B" & FsSym-~universal .

Corolario 2.10 : "Seja 4>! . Sejam L?’L2'°"’L&
letras distintas. Seja n(f)>] para todo § - Seja o a pala-

v 3
vra de comprimento .E: n(L{) , denotada por

_ enlEY nl2Y, al®) T | wiad
i I R R

a L
sao equivalentes :

. Entdo as seguintes trés afirmaces
l. Existem iteiros 4 e 4 tais que J<i<j<n e
tais que M(S(n()))Tn(f) e M(S(n(f)))Tn(s) ,
2. a & Myc-universal ,

3. « & FSym-universal ." [15 , corolirio 2.9]

Un resultado importante aparece no artigo [3] de

Ehrenfeucht , Fajtlowicz , Malitz e Mycielski , que & o

Teorema 2.11 : Seja aey . Suponha que a++SX para
algum conjunto infinito X . Entao também a++Sy para todo Y
tal que |V|3}{I i
2

Em [3] também & visto que alg® = ISym-universal .
2

Tendo-se em conta gue AZB nao & universal para S2 , temos a

Proposigac 2.12 : ISym-universalidade n3o implica na

Sym-universalidade .

Sobre palavras de grupo, ja em 1951 Ore mostrou em

[QJ e Bertram menciona em seu artigo [2] a seguinte

Proposigao 2.13 : Cada elemento do semigrupo Ay &

um comutador; isto &, se EAX para X finito qualquer, en-
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sanpre que

Teorema 2.16

{m,n}cw-1 .

-
-

A palavra

A”I BH.

e

ISym—universal,
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