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RESUMO :

O resultado principal desta dissertacdo e que a

permutagao ciclica & > ¥ 48 T = LuageV0:):%0::3

pode ser expressa na forma §"8"§P3? por permutagdes { e

g de Z , sempre que m #p ou n # q



ABSTRACT

The main nesull of Lhis disserntation 4s thai the
cyelic permutation i > i+l o4 AL (PRWE s [T T . S
can be expressed in the form  £'g"fPg?  fon permutations

f and g 04§ 2 , whenever either m¥ p o4 nv.q.
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INTRODUGAO :

O nosso principal resultado, Teorema 3.10 que esté.
no Capitulo III , & o seguinte : Se m , n, pe q sao in-
teiros nao nulos tais que m # p ou n # ¢ , entdo existem
pemutagdées 4§ e g do conjunto ¢ de tddos os inteiros
tais que gmﬁngpéqlxl = x+] para todo inteiro «x . Isto
generaliza o resultado principal de [14] , e aplica-se ao
problema de daracterizar as palavras que sao universais pa-

ra grupos simdtricos infinitos. Veja [1, 3, 5, 14 , 15] .

A referida generalizagao & facil para o caso em que
m+p #0# n+tq mas aparentanente dificil para o caso m+p = 0 .
Assim a nossa real contribuigaoc @ o TEOREMA 3.8, em especial
seu LEMA 3.7, que demonstramos exaustivamente no Capitulo III
e para o qual oferecemos uma idéia nos Diagramas 4.5 do Apen-
dice, de uma possivel demonstragao, diferente daguela dada ao

TEOREMA 3.8 .

Tan bem estudamecs en geral o problema de solucionar,
para toda permutagdo § dos inteiros, a eguagao do tipo

y"x"yPx? - ¢

no grupo simétrico de Z . Em [1] encontra-se
a resposta do problema anilogo de solucionar eqﬁagﬁes do tipo

m._n . -
Yy X = 4§ , cujas técnicas procuramos empregar .

O Capitulo I contén as definicoOes, lemas e outros
preliminares percorrendo o resto da dissertagao, cujo resumo
aparece na Tabela 4.7 do Apéndice., O Capitulo II apresenta
una visio histdorica do assunto. O Capitulo IV reswme o tra-

balho e propoe problemas relacionados ainda en aberto.
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Apresentamos ainda, no Apéndice, a Tabela 4.6 2
onde aparece um indice dos lemnas, corolarios, proposi-
¢Oes e teoremas desta dissertagao, juntamente com sua

numeragao total, que pode auxiliar o trabalho de leitura,

por ocasiao de referéncias aos mesmos.

09



Capitulo I :

PRELIMINARES

Neste capitulo aparecem as definiqaes,notaQSes e lenas
basicos referentes ao assunto pesquisado nos demais capitulos

desta dissertagao.

Para conjuntos arbitrarios A e B , a expressao A-B
denota o conjunto {x : x¢A e xg B} . A cardinalidade do

conjunto A serd denotada por |A].

Como de costune, w denota o conjunto {0,7,2,3,...}
dos inteiros ndo negyativos; e 2 denota o conjunto de todos os
inteiros, ou seja ZI = w U {-n : ne v} . Para k€ w o simbolo
k denota o conjunto {n : k > nc¢ w} . E claro que |k| =k
Usaremos O simbolo }{0 para representar a cardinalidade de w

& 7/ ¢ : .
e o simbolo E\I para representar a cardinalidade dos reais.

Seja netw-l . Escreverenos h|m para significar que
m/n € 7 ; caso contrario escreveremnos nTm . Quando n|m , dize~
mos que n & divisor de m , ou que n & fator de m , ou ain-

da que m @& multiplo de n .

Seja xc¢c2 e seja it w-] . Por {xk eX pressamos o

Gnico elemento do conjunto {x+kt : ke Z} N % . E claro que

& I{xk - X .

Seja ¢ w-2 e seja D = {"i : de i} um subconjunto

de 7 can pelo menos um n; nao nulo . Entdo a expressao

(no,nl,...,nj) ou a xpressao mde D denota o maximo divisor
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comum entre os elementos de D ; e se n; f 0 para todo 4¢ 4
entao a expressao [no,nr,...,nj] ou a expressao mme U deno-
ta o minimo multiplo comum positivo entre os elementos de D

Desta forma, (”i’nj) = 1 significa que n; e n; sdo relati-

vamente primos entre si. Quando n€ w~2 , a expressio S(n) de-

nota o menor fator primo de n e a expressao M(n) denota o

inteiro positivo [Z,3,...,n] .

Seja X um conjunto arbitrdrio e seja 4§ C XxX | Uti-
lizaremos a expressao Dom(4) e Iml4) para denotar respecti-
vamente o dominio {X ¢ 3yeX e <X,Y>€c §} de 4 e a imagem
{y : 3xeX e <x,y>€¢ §} de § . Por Mndl§), expressamos
Dom(4§) U Im(4) . Quando A & um conjunto, a restricdo de § ao
conjunto A & denotada por §tA e significa (AxX) N { . por
§[A] , expressamos o conjunto {y : <x,y>€ § para algun x€C A},

E claro que f§[A] € Im(§] para todo conjunto A .

Seja § C XxX . Entdo § & dita conexa se e somen-
te se para cada par de elementos distintos X e Yy de Mnd(f) ,
ex iste uma seqllencia finita x = ZO’ZF""’Zj = Y tal que para

todo 4€ § , temos que {<Z;,2;,,><2;.4,2;>} N § 7 ¢ .

4
Quando X & um conjunto qualquer representamos por

P&I(X} o conjunto {§ : 4§ & fungdo com Mnd(f§) € X}; por XX

o conjunto {f§ : $¢€ Prt(X) e Dom(f§) = X} ; e por Sym(X] o con-

junto de todas as permutagdes de X , isto € Sym(X) significa

{§ = ¢ A w § € bijegao} . Notemos que Pait(X] € un monoi- .

de, que XX & um sulmonoide de Pat(X) e que Sym(X) & um sub-
X

grupo de X, com respeito & composig¢ao de fungoes. Dizemos ain-

da que Sym(X) & o grupo simétrico do conjunto X e costuma-
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remos , quando possivel, e pressd-lo tdo somente por Sy . O
grupo simétrico de real interesse nesta dissertagido €& o SZ de

todas as permutagdes dos inteiros .

Tambem utilizaremos os simbolos Pat , Myc ,e Sym

para representar respectivamente as classes {PrZ(X]) : X &

X - - g
conjunto} , {"X : X & conjunto} e {S, : X & conjuntol} .

Quando X & um conjunto arbitririo e quando § E'XXX
e g ¢ XxX , denotaremos simplesmente por 48 a canposig¢ao da
relacao binaria 4§ com a relagdao binaria ¢ . Assim, temos que
§g = {<x,y> : 3z€ X com <x,z2>€g e com <z,y>€ §} . Além dis-
so, se § e g s3ao fungoes, entdc 4g(x) = $(g(x])) sempre
que x€ Dom(g) enquanto que g(x)€ Dom(§) . Também a composi-
¢ao da relagao binaria § con ela propria sera denotada por
4§, enquanto que §" denotari a composigao n vezes consecu-
tivas desta relagao binaria, sempre que n€ w~] , Finalmente

utilizarenos o simbolo 60 para denotar 4dtX = {<x,x>: x€ X},

também chamado de ciclo trivial em X ou Il-cdiclo em X , Se
§ € XxxX entao 6_1 denota a relagcao inversa de § , isto é
6-] = {<x,y> : <y,x>€ §} , Claramente, quando §€ Sy , temos

que 66—1 # LdbX = 6-]6 .

Definigao 1.1 : Sejam § € XxX e g < XxX. Diremos
que § & isomorfica bigraficamente com g e anotamos {§ = g
se e somente se existe h GSX tal que

§ = {<hix),hly)> : <x,y>€g} .

Facilmente se vé que = & uma relacao de equivaléncia

de XxX e tamb@n que f§ = 4" sempre que § & uma permutagido.
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Lema 1.2 :Sejam § € XxX e g € xxX . Entao as se-
guintes afimagdes sao equivalentes :

l. § = g,

2. Existe heS, tal que g = hﬁh‘l,

3. Existe he S, tal que gh = hg
Demonstragao : [13 , corollary of theorem] .

Definicao 1.3 : Seja X um conjunto qualquer e seja
HC SX . Diremos que H & disjunto como permutagao, ou simples-
mente que H & dcp , se e somente se para cada {4,9} CH ti-
vermos que, para todo x€ X , f(x) = x ou g(x])] = x sempre

que § 7 g

Lema 1.4 : Seja H dep , e sejam § e g elementos

de H . Entao {3 = g4 .
Demonstragao : [15 , lema o8]

Quando X € um conjunto e {§ €S dizemos que § &

x I
um eicfec n3o trivial em X se e somente se existe x¢ X tal

que §(x) # x enguanto que {ly)] = y sempre que
yeX-{§%(x) : i€ Z} . Neste caso, a expressao | §|| denota o
comprimento deste ciclo, significando |{6L(x) I 5 2 Z}[. Clara-

mente, |§]| >7 .

Seja § um ciclo ndo trivial em X , para algum con=
junto X . Se |4l = kew , dizemos que § & un k-ciclo em
X e podemos expressa-lo, quando {§(x) # x , por
[ x 4(x) ﬁzlx) Ea_— 6h-](x) ), ou mais geramente por

13



{ #) A s i x Yl Pl see F b
para qualquer 4{¢ k . Quando no entanto | 4] = }{0 , dizemos que
§ € um ciclo infinito em X ou que § €& um w-ciclo em X e
podemos expressa-lo, quando {§(x) # x , na forma

(... §7%x) 677100 x $(x) $%(x) ... ). Em particular,
quando 0<kt w , o simbolo .ch denota o R-ciclo emn w repre-
sentado por (0 1 2 ... k-1) , e o sImbolo 4 usaremos

para denotar o w-ciclo em Z representado por

[ one =2 =T & 1 2 3 coed 5 ivtp &8 2Alx] = x4l para

Lena 1.5 : Seja X um conjunto e seja f{E€ SX . Entao
existe um tGnico conjunto C dep de ciclos nao triviais em X
tal que para cada X¢ X , temos que ¢(x) # x implica que exis-
te exatamente um ciclo g€ C com ¢$(x) = glx), mas se £(x) = x

entdo glx} = x para cada g€ C .
Demonstragao : [15 ; lema 1.5] i

Definigdo 1.6 : Seja X um conjunto e §€ Sy . Repre-
sentaremos o conjunto mencionado no Lema 1.5 por CX[é] e cha-
maremos cada ciclo g€ Cx(él de componente ciclica de § em X
E claro que gquando {§,9} <€ Sy , temos que § = 8 se e sanente
se Cxlﬁl = Cx(g) . Também se X e Y sao conjuntos distintos,

entdo Cy,(§) N Cylg) = ¢ sempre que €S, e g€ S, .

Exemplo 1.7 : Seja X =7 e Y = 1 ., Seja
§ = (0 17 2 4] (.3 6)¢€ S, . Ent3ao temos que

1 2 4),(3 6 )} . Seja também

(@
|~
o
1
i
<

g=(0 1 2 4) (3 6])¢€ S;. Entao temos que
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CZ(QJ ={(0 1 2 4),(3 6 )}, Apesar de C?(él e Cz{g)
serem igualmente representados, temos que o ciclo

{ 0 1 2 4 )¢ 07[5) significa a fungao detem inada por
{20,1%<1,;25,< 2,4:,<4,0>3<3,3>,<5,5>,<5,6>& ¢ enquanto que o ci-
el | 0 1 € 4 ) Cz{g) significa outra fungd3o diferente,
onde aparece, por exemplo, o par <9,9> , que nao aparece no ci-

ele |0 1 % 4)ec?(dl.

Seja {e¢ Sy Para algum conjunto X . Entdo {§ @& dita
uma thansposigao em X se e somente se § = ( x y ) pera
algm {x,y} € X , can x # y . Pelo teorema de Cauchy
[ 8 , pg.96] temos que se X & finito e g¢ Sy + e se
I],Iz,..,tn e i;,t%,..,t% sao transposigcOes em X tais aue
ot =g= Jﬁ;»t'z...ft!; , entdo pn+m & inteiro par. Dizemos que

uma pernutagao par se e sanente se n for inteiro par,

1

2.
g @
e neste caso entd3o tawbém m & inteiro par. Quando g & per-

mutagdo ndo par, dizemos que g & pemutagcdo Impar

Para X finito, AX denota o conjuntoc {§ : § e
permutagaoc par de X} . E possivel ver que toda transposicgao de
X & permutagdo Impar; que tanb&m o ciclo Cop € pemutagdo Im-
par; mas que o ciclo gy € permutagdo par senpre gque

new-] . Também & possivel ver que para {§,g} C Sy , temos que

fg € Ay se e somente se ou {§,g} € AX ou {{§,g} < Sy~Ay

Quando I<m€¢ w , denotaremos por Cx[ﬁ;m) O conjunto
{g : gecy(f) e [lgll=m} e por Cy(§;w) , o conjunto
{g + geCylg) e Hg|]=k{0} . Assin, temos que
Cx(ﬁ) = Cylfsw) y {Cx{ﬁ;il :1<{ €& w} sempre que {¢ Sy para

algum conjunto X

15



Por X4 denotamos o suporte de § em X , signifi-

cando o conjunto {x : §(x) # xe X} . Claramente X{ o S
Quando X{§ = X enguanto que § & um ciclo em X , diremos gue
§ & uma permutagdo ciclica de X . Quando X{§ # X , diremos
que x & ponto fix0 de § em X se e somente se x € X-X{§ .

Seja X un conjunto e §¢ SX . Se, para todo inteiro
n positico, tivermos que ﬁn# 4dtX , diremos que § tem ordem
infinita e representamos tal fato por oxd(§) = = , ou por
ord(4) = w ; caso contririo, oxd{4) denota min{in : 0<n€tw e
§"= 4dtX)Y . Bu particular, quando oxd({) €{1,2} , diremos que
4 €& wma 4Lnvolugdo de X .

Observacgcao 1.8 : Quando #§ ESX para algun conjunto
X e ond(f) = te¢ w-1 , entlo

1. §*- 6(xk para todo %x¢ Z ;

2. §"= " se e somente se £l im-n) .,

Lemna 1,9 : Seja [p,k) = 1 ., Entdo e iste pemutagao
a ciclica ge k  tal que gP = Cp »

Demonstragdo : [15 , lema 1.7] .

Tamb& em [15 , lema 1.8] , vemos que CE tem exa-
tamente [(m, k) ciclos em k , todos de comprimento k/(m,kR)

- 5 m
sempre que O<me¢w , E facil ver também que 4 tan e atamen-

te m componentes w-ciclicas em Z , e que 4" nio tem outro
cieclo ,
Na demonstragao do Lema 1.9 , Valente observou também
- - — m
que se § & permutagdo de X entdo |Cylf )|>|Cy(§)]| para
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0<mé w .

Lena 1.10 : Seja n um inteiro cam |n| # 1 . Entdo

nao existe pemutagcao h de I tal que %= & .

Demonstragao : Suponha que h"= 5 para algum hESz.

Entdo 1 = |C,(s)] = lcz{hnllg_lcz(hllj 1. Segue que [C,(h)]= 1,
ou seja que h @ pemutagdo ciclica de Z . Mas entdo Cz(h”} =
Czlhn;m} e ICZlhn;w]E = |n| . Assim, 1 = ]Czlé]|=|C2{hn;w'}| =
|n| , o que & uma contradigao, ja gque In|l # 1 . l

Habitualn ente denotamos por I um alfabeto finito
mas arbitrario {A,B8,C,...} . Nesta dissertacao, designaremos
por J:+ o semigrupo livre das palavras finitas geradas pela so-
letragao dos elementos de I , enquanto que 15f denotara o gru-

po livre das palavras finitas geradas por L . Assim temos que

1,-1

ABAACBe¢I ; enquanto que as"Tca "a Ted <~ i . claramente

+ + %
IC LS ¥ . Representaremos tais palavras pelas letras gregas
- ' + 5
minasculas. Quando {a,8} € ¥ , a concatenagao das palavras o
e B serda denotada por aBf e a palavra vazia designaremos por

+
¢ , can a propriedade que a¢ = a = ¢a para cada aEE .

Seja aEE e seja hne€ w=-l, A concatenagao N vezes

i - n n-1

consecutivas da palavra o sera representada por o = o o =
n-1 1 B 0 e e -

oo , onde « significa a e «a significa tambem a pala-

i -1 ;
vra vazia ¢ . Usaremos o simbolo « para designar a palavra

5 2 - i "]
inversa de o , isto & a palavra con a propriedade que @ & =

¢ = ax , e o simbolo a designara a palavra soletrada na or-

dem reversa de o , Claramente temos que (uB}"I= B-]m-I e que
-1_ -

) ¢ sempre que {a B} & F .

17



Exemplo 1.11 : Seja a = ABBB.= A83 e seja B = BZA-B .

5% ] -0
Entao «oB = ABSA enquanto que Ba = BEA ‘83 ; ainda

r

o

BBBA = B°A e 7= A%87%, pois ge7- BZAT%A%B7 L.
I L |

"

¢

Diremos gue a palavra nao vazia vy¢ f € segmento da
+
palavra a«€X quando « = uyA para algum {p,x} CI - . Se
y = ¢ , diremos que <y @€ segmento 3 esquerda de o ; Se A = ¢

diremos que vy & segmento 3 direita de «

Definigao 1.12 : Seja {a,A} E_f ; seja Ler e seja

-

0<ne w . Diremos que o par <1,Ln> € un L-bloco de a ou sim-
plesnente um bloco de o de comprimento n se e somente se
sao cumpridas as trés seguintes afirmacdes :

1. AL"™ & segmento 3 esquerda de ¢ ,

n+l

s AL nao & segmento 3 esguerda de «a ,

3. L nao & segmento.a direita de A .

< _
‘Intuitivamente podemos. estender estas definigbes para

palavras de grupo. Veja o seguinte

iy

Exemplo 1.13 : Seja o - ABZAC3A?B?

+
A"B"er . Vemos aqui
que A% & segmento simultaneamente a esquerda e a direita de

a , pois podemos escrever = ABzAcsAABZ . Temos também que

a
<¢,A> , <ABZ,A> e <ABZA03,A2> sao A-blocos de comprimentos

- i 2
um , um e dodis respectivamente, enqguanto <A,B°> e

<A82ACSA2,BZ> saoc B-blocos de canprimento dodis e <ABZA,C3>

€ o inico C(C-bloco , e & de comprimento thes .

Si=2p=1,5.,~3.2

Seja agora B8 = B"A "B "A°C "B°. Notemos aqui que

oy =i 3,2

BT A e B A sao segmentos a esquerda de B8 , enquanto que

18



Bz € segmento simultaneamente & esquerda e a direita de B8

Ll

Claramente estes sao apenas alguns dos muitos segymentos de B8

‘que poderiamos citar, entre eles, B8~ 1A% : 8~ 142 ; K7g3 " C-{

AZC_Z 7 AdsB ; etc... Os seis distintos blocos de B8 sao

. . LT e

A_EB_IASC_3,82> , respectivamente de

<¢:83> r <B

<83A 287745 ¢35 o <33

comprimentos tx2s4 , dois , um , cinco , thes e dodis .

Seja a €I soletrada na seguinte forna,

Ln(O)Ln(I}LH(Zl' .Ln(p)

s} s

, para algum {LG’LI’LZ""’L j I o :

e algum {n(L) : L€ p+]1} € ZI-1 . A gquantidade de letras LEZ

na palavra o serd denotada por ¢(L,o) , significando 2. nik)
RE 1

onde I ={k : L, = L} e o conprimento de o serd denotado por

% sl
|x| e significa %:0 |n(r)]. Por mde(e) denotaremos

mdc{q(LL,aJ : L€ pt]l}l sempre que q(Li,u) 40 para algum-
L€ p+t] . Nem sempre & definido mde(a) . Exemplo : Se ¢ & a

i

palavra ABA"IB“ entao q(A,a) = 0 = q(B,a] , e nao se define

mde(a) , neste caso .

Diremos que a & triviaf se e sanente se

mde(a) = 1 . Observe que a @& trivial se existe L€I tal

que IQ[L:Q}I =1 s

Una palavra o @& dita vulneravel se e somente se
eciste ke pt]  tal que mde(e) # mdelqll;, o) = k # L€ptl}
sempre que estes dolis mde sao definidos .

- +

NOs identificamos duas palavras & e B de I como

a = B8 nao somente quando possuem a mecma soletragdo, mas também

quando a = pA enquanto que B = uYYHIK para algum {p,y,k}gif.

19



Designaremos por tedug¢do de o , a palavra mais curta g tal
que a = B . Quando o & igualmente soletrada 3 sua redugao,
dizemos que o« & reduzida . O nimero de blocos da redugao de
o € denotado por opfx(a) e sera denominado de complexidade
de o . Claramente |aB|<|a|+|8] e eplxlopl<eplxi{o)+cplxis)
senpre que {a,B8} gz; . Quando {a,B} ET{ , entao vale a igual-

dade nas expressdces acima .

Quando {a,B8} E_g r diremos que a e cdclicamente
conjugada a B e anotanos ovB se e sanente se o = uA  en-
quanto que g = Ap para algun {yu,A} E_g . Facilmente se ve
que ~ & uma relagdo de equival@ncia de 4 . O conjunto
{B : Bva} das palavras ciclicanente conjugadas a o sera

denotado por o/~ .

Diremos que a palavra 8 # ¢ & #raiz da palavra

+
a€I- quando a = Bn para algum inteiro positivo n . A raiz
mais curta de o serd denotada por n(a) . Uma palavra o o

dita primitiva se e sanente se nw(a) = o .

Lema 1.14 : Seja ac¢ {A,B}t primitiva e de comple-
X idade 24+1>] . Entdo existe B¢ {A,B}t primitiva e ciclica-

mente conjugada a o tal que epfx(B) € {24, 24-1} .

Demonstragao : Claramente podenos escrever

o A0 gn(1)  enl2i-1) 4 nl24)

a para algun conjuntoc

P

{nlf) ¢+ §€ 2{+1} de inteiros ndao nulos . Seja A = g B

o= ant0lgnlll - grl2é-1) oo o, Ap =
An(?i)AnIOJBn(I)‘._Bn(ZL—I} ” AmBn(I}An(Z)...Bn(Zi-?} ——
m = n(2{)+n(0) . Desta forma, temos que anvg e além disso que
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cpdx(B) = 24 quando m # 0 , mas que cpfx(B) = 2i-1 quando

m = 0 . Portanto, em qualquer caso, temos que

epbulB) € T 24, 24=7) . Boora, 38 gque V@™ = W i)™, por vm
extensao Gbvia de [10 , pg. 196 , remark (vii)] , vemos gque se

o € primitiva, entdo g & primitiva, pois a8 .I

Defini¢dao 1.15 : Um homomorfismo £ : i » {A; B}
chama-se simpligica¢do se e somente se g[ E]E {A,B} U {9¢} .
Quando além disso, a palavra ¢(a) for primitiva, entao ambos
£ e E(a) chamam-se sdmplificagao primitfiva de a , sempre
que ot § . Obviamente, se o nao for primitiva, entao nao

existe simplificacdo primitiva de a .

Walter Taylor, ao ver a demonstragao do
[L4 , theorem 7] onde aparece a frase " It obuiously suffices o
+ ”
show that the theorem holds gon a€ {A,B} " duvidou que foi Sbvio es-

ta sificiéncia. Assim nasceu a nossa seguinte

Pergunta 1.16 : Sendo o qualquer palavra primitiva,

entdo existe simplificacao primitiva de o ?

Achamos que esta pergunta fica ainda em aberto, mas o
seguinte lena & uma resposta parcial, & igida para a nossa dis-

sertagao.

LEMA 1.17 : Seja at oA primitiva e de canple idade

menos que seis. Entdao « tem uma simplificagao primitiva..

DEMONSTRACAO : Obvianente podemos supor que cplx(a)>3.

Se existem duas letras distintas X e Y tais que X compare-
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ce em exatamente um bloco de o e tais que Y comparece en e-
xatamente um bloco de a , entdao o homomorfismo gerado pela
funcao I > {A,B} U {¢} definida por X = A, por Y - B, e
por U + ¢ sempre que Ue€¢I-~{X,Y} , obviamente & uma simplifi-
cagao primitiva de o . Se nenhuma letra comparece em menos
que dois blocos de « , entdo ja que o & de complexidade menos
que seis, é claro que o & uma palavra primitiva num alfabeto
de e atamente duas letras, e neste caso nada temos a demonstrar,
portanto, podenos supor que e iste exatamente uma letra L que
comparece em somente um bloco de o ; neste caso temnos que
amLxuaVb cvd para algum {x,a,b,c,d}C Z~1 e algum
{u,v}y cz~{L} , com U # V ., Para definirmos o hanomorfismo ge-
rado pela fungcdo - £~ {A,B} U {¢} , consideremos trés casos.
Caso : a+b+e+d # 0 ., Camn L A , com U +B , e com
V - B , obviamente temos uma simplificagao primitiva de a .
Caso : atc = 0 = b+*d . com L » ¢ , cam U+ A , e
can V > B , obviamente temos tambén uma simplificagdo primiti-
va de o .

Caso : a+¢ # 0 ., Can L - A, com U > B , e com

V > ¢ , tenos novamente wma simplifica¢do primitiva de o .l

Definicao 1.18 : Seja W C - e seja {a,B) - £
Escrevemnos «a.W.g para dizer que o & W-equivalenie a B , ou
seja que & iste seqliéncia finita a = MogrMgreees Wy = g tal que

para cada 4{¢ n , uma das seguintes condigoes e satisfeita :

Lo wgMiier
2. eiste e W tal gue ou Roay = BLA ou
Wy & Wpgpphe
Dizemos entao que a seqfiéncia HgsWpreeorty leva o

para g , via W .



Em [14 , proposition 2] & observado que se
+
z

wI < w2 E , entao .w}. e .wz. sao relagoes de equivaléncia
+ -
de I . Alem disso, temos que ~ = .¢.g.wi.g.w2.g; f. = ¥ x1 .

Obviamente tal observagdo & valida também para palavras de grupo.
Definimos tambén o/W = {8 : a.W.B} .

Definicao 1.19 : Seja o eI= r Seja G um senigrupo e
seja x€¢G . Diremos que a 4iepiesenta x em G , e anotamos
(a+x)G , se e somente se existe um homomorfismo H : g + G tal
que H(a) = x . Quando (a+x)G para todo x¢ G , diremos que o

e univernsal para G- , e anotamos at++G .

Seja M uma familia de semigrupos. Diremos que g &
M-universal se e somente se q¢+G para todo Ge¢ M . Além disso
se o € universal para todo elemento finito em M , diremos que

o © FM-univensal ; e se o e universal para todo elemento in-

finito em M , diremos que o & IM-undiversal .

Em [3 , proposition 1] temos gue cada palavra tri-
vial @ universal para todo grupo. Portanto o estudo da univer-
salidade para grupos fica interessante somente para palavras

nao triviais

0 seguinte lema & uma generalizagao natural de

[ 15 , corolario 3.11 1
+ 4
Lema 1.20 : Seja aﬁ>; , seja WCr e seja f{¢ SX
para algum conjunto X . Se existe homomorfismo #H = § > SX

tal que H(o) = § enguanto que H(u) = Ld+X para cada npelW ,
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entdo temos que (B+£)SX para cada B €¢a/W .
Demcnstragdo : [15 , lema 3.8 e lema 3.9] .

Apresentamos nc Apéndice, a Tabela 4.7 , onde apare-
ce un Indice dos simbolos usados e das expressdes técnicas cu-

jas origens estao na presente dissertacgao.
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Capitulo II :

HISTORICO

Ja antes de 1965, Jan Mycielski introduziu as nogdes

de JXearmos undversadls com a seguinte

Pergunta 2.1 : Que palavras s3o universais para gquais

Xx 2

monoides
A partir dal, uma seqliéncia de trabalhos publicadcs
por Isbell [6] em 1966 ; McNulty [7] em 1972 e Silberger
[ll} en 1973 , culminaram em 1974 com a denonstracao feita por
McNulty e Silberger da sejuinte generalizagao de um teorema

de Isbell :

Teorena 2,2 : "Sejam X infinito e J £z+~{¢} tal
qgue para {a,B} E J can o # B acontece gque, nem o € segmen-
to de g, nem existe u 7 ¢ tal que u & , ao mesmo tempo,
segmento a direita de o e segnento a esquerda de B . Seja
H: J » P&t (X) fungao arbitraria. Entao existe hanomorfismo

K: £ = Prt (X) tal que KtJ = H " [15 , teorema 2.5] .
Em [12] , Silberger apresenta seu central

Teorema 2.3 : Seja « Ef . Entdo o & P&i-universal
se e samente se (q+f4)Prt (Mnd(4§)) para toda fungcao § conexa

e injetiva.

Os principais corolarios do Teorema 2.3 sao os se-

guintes coroladrios 2.4 ate 2.7 .
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Corolario 2.4 : As palavras (AB'A , B{BA)H e
(BA)"A  s3o0 Pat -universais sempre que nét w .

Corolario 2.5 : As palavras A382 4%g"

B sao
Prt-universais .
Corolario 2.6 : A*BY & Pat-universal senpre que

X e Y s3ao inteiros impares positivos .

O seguinte & uma resposta a uma pergunta de Isbell.
Corolario 2.7 : As palavras AB”+IAB” e ABA"Tg

sdo Paf-universais sempre que J<n€¢ o .

Em 1977 , Ehrenfeucht e Silberger [4] estenderam um

resultado dos principais de 1Isbell [6] . estabelecendo o

Teorema 2.8 : Seja 1n um inteiro positivo cujo menor
. - - k kR+1 %
fator primo Impar @ P e suponha que 2 |n mas 2° [n. Entado
as seguintes duas afirmagoes sao equivalentes :

l. 2f2+?<p H
2, Para todo conjunto X finito e para toda fungao

§c 2% , & iste g¢ Xy e uma involucao h tal que 4§ = an .

Relacionados com o0 Teorema 2.8 , temos os resultados

principais de [5] :
Teorema 2.9 : Seja {m,n} € w-3 . Entao as segyuintes
trés afimnagOes sao equivalentes :

1. M(S(m))Tn e M(S(nw)im,
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2. A"B" & Myc-universal ,

3. A"B" & FsSym-~universal .

Corolario 2.10 : "Seja 4>! . Sejam L?’L2'°"’L&
letras distintas. Seja n(f)>] para todo § - Seja o a pala-

v 3
vra de comprimento .E: n(L{) , denotada por

_ enlEY nl2Y, al®) T | wiad
i I R R

a L
sao equivalentes :

. Entdo as seguintes trés afirmaces
l. Existem iteiros 4 e 4 tais que J<i<j<n e
tais que M(S(n()))Tn(f) e M(S(n(f)))Tn(s) ,
2. a & Myc-universal ,

3. « & FSym-universal ." [15 , corolirio 2.9]

Un resultado importante aparece no artigo [3] de

Ehrenfeucht , Fajtlowicz , Malitz e Mycielski , que & o

Teorema 2.11 : Seja aey . Suponha que a++SX para
algum conjunto infinito X . Entao também a++Sy para todo Y
tal que |V|3}{I i
2

Em [3] também & visto que alg® = ISym-universal .
2

Tendo-se em conta gue AZB nao & universal para S2 , temos a

Proposigac 2.12 : ISym-universalidade n3o implica na

Sym-universalidade .

Sobre palavras de grupo, ja em 1951 Ore mostrou em

[QJ e Bertram menciona em seu artigo [2] a seguinte

Proposigao 2.13 : Cada elemento do semigrupo Ay &

um comutador; isto &, se EAX para X finito qualquer, en-
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tao { = gxy'?x"I para algum {x,y}gsx .

Mais recentemente Silberger exibiu permutagbes x e
y formadas por componentes ciclicas infinitas em SZ tais que
-1 -1 ;
yxy x = ¢,, sempre que k¢ w-] . Veja o Diagrana 4.la do

Apéndice.
Em [15] , Valente estabeleceu o

Teorema 2.14 : Seja {m{i},h(i)}gm—l para todo
4e{1,2,...,k-1} . Seja m(k)>0<n(k) e seja a palavra
= Am(IJBn(I}AmIQ}Bn(Q[-_ Am{k)B”{h) cdm exatamente um m(AL)

impar e exatamente um n(j) Impar., Entdo o & Sym-universal.

Bem recentemente, Silberger e Valente an [14] 7

demonstraram © seguinte

Teorema 2.15 : Seja o uma palavra de semigrupo,

primitiva e de complexidade menos que seis. Entao {a+é)Sz .

A extensao do Teorema 2.15 para palavras de grupo
€ a nossa principal contribuicao na presente dissertacdo. Veija

o nosso Capitulo III .

En 1981, Arante em [l1] comentou com exemplos,a re-
presentacao de &4 para palavras de senigrupo, conforme o

Teorema 2.15 ; alén de estabelecer o0s seguintes teoremas :

Mon

Teorema 2.16 : A palavra A B & ISym-universal,

senpre que {m,n}cw~-1 .
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Teorema 2.17 : Seja G:Am(I)BnlI)Am(ZjBn‘z)Am(3)B”(3]

com {m(i),n(£)}cw~] sempre que € {1,2,3} ,e tal que m(3)

ndo seja multiplo de (m(1),m(2)) . Entdo (avs)S, .

Teorema 2.18 : Se a @& palavra vulnerivel de semi-

grupo entio (a+é)SZ

Arante também observou que as palavras ASBZAZBAB
Forn Lyl » 4 g
e ABA"B"AB sdac as mais curtas conhecidas palavras de seni=-
grupo que ainda nao estd estabelecida a sua capacidade em rela-

gdo d representatividade de 4 em S, .

Os autores mencionados neste capltulo costuman per-

guntar; algunas vezes mais geralmente gque outras

Sl 2 o &l

Pergunta 2,19 : Se a ¢ {AB"A"BAB,A"BA"B AB,(AZBZ}Z

A

entao (a+é)Sz ?

+ - -
Pergunta 2.20 : Se ¢ # a€X nao e da forma o = BYB

para B # ¢ , entao o e ISym-universal ?

Pergunta 2.21 : Se 1(a) = A"B"APBY  entdo wlo) &

ISym-universal ?
Pergunta 2.22 : a(a) & ISym-universal ?

Pergunta 2.23 : Toda palavra de grupo, primitiva é

Sym-universal ?
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Capitulo III :
A"E"APB? REPRESENTA 4 SE E SOMENTE SE

m#p OU nivq

Nossc principal teorema deste capitulo @ o seu titulo.
N6s o estabeleceremos em duas partes., Estamos supondo sempre que

0f {m,n,p,q} CZ , e que <m,n> # <p,q> .

Na primeira parte, trata-se do caso em que
m+p # 0 # 1+q , € termina no TEOREMA 3.6 , que & una generaliza-
¢ao natural do principal teorema de [14] , cujo resultado es-

tendemos para palavras de grupo.

Na segunda parte, trata-se do casc em gque m+p = ( ou
que n+q = 0 . O seu ponto culminante € o TEOREMA 3.8 ,nossa

principal contribuicao,

Definicao 3.1 : Seja h uma pemutagao de 7 . Dire-
mos que h & Jintercalavel se e somente se C,lh;k) & ou va-

zio ou infinito sempre que I<k.

Lena 3.2 : Seja h um elemento intercalavel de Sy
com Cz(hl = CZ{h;h} para algum k>] . Seja 0 # p€ Z . Entao

existe elemento intercalavel a de Sz tal que al = n .

Demonstragao : Inicialmente suporenos p>(0. Sem perder

a generalidade, podemos supor que CZ(h) = {hi : L& w} onde

h,é = (k4 R4A+1 ... ki+k-1) . BAgora, para cada 4 ¢ uw , seja

H: = h._. h_ . PO . Observe que h = h.= TW' H .
i 7 "pi Tpi+i psi+p-1 ) % IT iy j

4=0 =0
Seja agora, para cada jftw , O pk-ciclo
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aj= (pjk pik+k pfr+2kR ... PpfRtpk-k pshk+1 pih+k+] pib+2k+1

Ll pj"‘a‘*ph-h'*]‘ 2 e o 8w jgj'f?.*'k_} pjm'f'zh—} ¢ g 3 pjk+pk_1) .
Com isto, temos que a? = Hj . Mas o conjunto {aj :fe w} @

dep . Assim podemos definir a pemutagao intercalavel a de 2
por Cz(a] ¥ {aj : ¢ w} . E claro que ap=T-T a? =]_Tm H, = h.
§=0 f=0 19
O caso en que R :}<O se faz analogamente.
Finalmente, suporemos p<0 . Seja =-p = m>0 . Entao
et iste elemento intercalavel b de S tal que b" = h . Seja

z
a = b—? . Assim, aP = b7P= p™ = p ,E

Bn casos particulares, podemos construir a permutacgéo

intercaldvel a de 7 de outras maneiras mais convenientes :

Nota 3.2.1 : Seja (k,p) = ! . Entao pelo Lema 1.9 ,
temos gue existe permutacgao a., de I tal que aﬁ = h, ja

I °° 2T o T
que |h.]| = kR . Seja a = @, . Assim a’= a? =) | h.sh.
& 4= g=ll * =0

Nota 3.2,2 : Lembrando gue cg tem exatamente (p,Xx)
componentes ciclicas de counprimento x/(p,x), podemos construir
a permutagao intercalavel a de I com Xx=-ciclos no lugar de
|pk|-ciclos, quando h for convenientemente composta por campo-
nentes ciclicas de comprimento ® = X/(p,X) . Apresentamos no
Apéndice, o Diagrama 4.2, ilustrando um & emplo, can R = 3,

p=e-§ & xXx= 1.

Corolario 3.3 : Se h @ permutacdo intercalavel de Z

entao existe act Sz tal que aP = 4 sempre que 0 # pt Z .

Demonstragao : Seja h =T;T h, , onde para cada k>]

tal que Cz(h;hl = ¢ , consideremos hk = 4dtZ , e para cada
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k>1 tal que Cz{h;h) # ¢ , consideremos hh com
CZ(hk) = Cz{h;k) , que & infinito, pois h & intercalavel. As-
sim, pelo Lema 3.2, temos para cada k>] , que e iste a, € S2
tal que ai = hllz e tal que {a, : k>1} e dep . Definindo
a =T*Tm a, . temos que aP =] 1° aﬁ = H °
k=2 k=2
O resultado seguinte & um caso partucular de

[14 , lema 4] . A idéia da nossa demonstragao dele aparece no

Diagrama 4.3 do Apéndice .

Lema 3.4 : Seja {t,u} € w~Z . Entdo existen permuta-
¢bes intercaldveis F e 6 de I com C,(F) = C,(F;4) e cam

CZ(G) = CZ{G;u) tais que 4 = GF

Demonstragao : Seja T = t+u-3 . Observemos que

T>2+2-3 = 1 . Para cada hkew , Seja Fh o t=ciclo

(RT QT:H veo RT+4t-2 =-kR-1) em 2 , e seja G}z o u=-ciclo
(kRT+2-1 RkT+%t ... kT+T =-k~1} em 2 . Observemcs gue ambos 0Os
conjuntos {F!2 Rt wl @ {Gk : k€& w} sao dcp . Portanto as
permutagdes F e G de 7 podem ser e serao definidas por
CZ(F) = {Fh : k& w} e por CZ(G) = {Gh t hew} . E Obvio que F
e G sao intercéléveis. Afirmamos gque 4 = GF . A fim de esta-

belecer isto, escolhenos x ¢ Z . HA trés casos a considerar.

Caso : x<-] .Ent3o existe inteiro k>0 tal que

x = -k-1 . Segue que F(x) = F(-k-1) = Fk(—h-f) = kT e tambeénm
que G(RT) = G((kR-1)T+T) = Gk_l((h—F)T+T) = =~ (k-1)~-1 = =k = x+1,
Caso ¢ x = -1 . Entao F(x) = FD(~I) = 0 . E claro

que 0f£ 121G , e portanto que G(0) = 0 ~1+41 = x+1
Caso : x>-1 . Entd3o, pelo algoritmo da divisao de Eu-

clides, existe <k,y>€ wx] tal que x = kT+y . HA trés sub-ca-
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sos a considerar agora.
| Sub-caso : 0<y<t-3 . Entao F(x) = F(RT+y) = Fk(hT+g)
= kT+y+1 . Observe agora, da definicdo dos u-ciclos Gh em Z
que para todo V¢ w temos que v ¢ 26 se e somente se
(uke 12s Ly lipwnmyd =1, T 0) o MEE 498 Hhe I<y+1<t-2 , temos que
yr1 ¢ {£-1,4,...,7-1,7,0} . Segue que kT+y+! ¢ 26 . Inferimos
portanto que G (kT+y+l1) = kT+y+l = x+1 .,
Sub-caso : Y = -2 . Ent3o F(x) = F(kT+y) =
Fp(RT+2-2) = -k-1 , e também G (-k-1) = Gh(—!z~13 = RT+4-1 = x+],
Sub-caso : Z-l<y<T-1 ., Orservamos agora gue para todo
V€ w , temos que ve€IF se e somente se (vl € £-T1 . Mas j& que
2-1<y<T-1 , temos que ¢ f £-1 . Segue que kT+yg 2ZF e entdo

gue GF(x) = GF (kT+y) = G (RT+y) = Gb(h7+y) = RT+y+l = x+1 ,

Em todos os casos e sub-casos, vimos gue

GF (x) = x+1 = & () 'E

A demonstracao do seguinte resultado & fundamentalmen-
mente baseada na denonstragao apresentada em [14 , teorema 6]

para semigrupo .

Corolario 3.5 : Sejam m,n,x e Y inteiros ndo nulos
com X>|m| e can y>]nl . Entaoc existem elementos intercaliveis
§ e g de S; com oxd(§) = x , com o0rd(g) = y e tais que
ném

Demonstracao : Notemos que ambos os inteiros

z

|x/(m,x)| e u = |y/(n,y)| s8o maiores que 1 . Portanto,
pelo Lema 3.4 , temos que e isten permuta¢des intercalaveis F
e G de ZI tais que CZ(F) — CZ(F;i} , que CZ(G) £ CZ(G;uJ

e que 4 = GF . Com base na Nota 3.2.2 , intecalemos conveni-

33



entemente t-ciclos de F em ¢ , agrupados de (m,x) em

(m,x) , para obter a permutagao intercalavel 4 de Z tal que
5@: F . Claramente Cz(ﬁ) = Cz(ﬁjx) , © portanto ord(§) = x =
]x/{m,x)|(m,x) . Analogamente, agrupemos 0s u-ciclos de G em
Z de (n,y) em (n,y) para intercala-los convenientemente e
obter g eSz tal que g”= G e tal que ohd(g) = y =
ly/(n,y) | (n,y) . Assim, j& temos § e g , elementos interca-

laveis de S2 tais que ond{(§) = x , que oxrd(g) = y e tais

que & = GF = g"4" .

TEOREMA 3.6 : Sejam m,n,p e ¢ inteiros com
m+p # 0 # ntq ecom m # p ou n # ¢ . Entdo a palavra

a = A"B"APBY representa a permutagdo ciclica ¢ de 2 em S2 .

Demonstragdo : O Corolarioc 3.5 nog garante gque atsd

claramente representa 4 em senpre que {4,f} € Z-1 . En-

¥
tio podemos supor que m,n,p e ¢ sdo inteiros n3c nules. Ja
gque claramente |p| # [m| ou |g| ¢ |n| , entdo pelo Lema 1.20
podemos supor sem perder a generalidade gue |¢|>|n|>0 . Seja,

desta forma W = {Bq} . Entao u.w.Am+p8” . Pelo Corolario 3.5

temos que ex istem pemutacbes 4§ e g de I com ord(§) =

lg|>|n] , com ord(g) = |m+p|+1>|m+p| e tais que 4 = gt rght |
Ja que oxrdlg) = |q| implica que {%= idrZ , segue pelo
Lema 1.20 que {a+é)Sz .E

O TEOREMA 3.6 nos diz que toda palavra o = AMghaPgd

primitiva e de complex idade quatro representa 4 em Sz sem-
pre que m+p # 9 # ntq . Veremos no TEOREMA 3.8 que tam bém a
palavra ARgmy-fgn representa & en S, , sempre que

7

{myn,k} C Z~1 . Com isto teremos entdo que toda palavra pri-
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mitiva de complexidade guatro no alfabeto de duas letras repre-—
senta 4 em SZ + Para estabelecer © TEOREMA 3,8 , veraios

inicialmente o seu lema, que @ o fundamental deste capitulo.

LEMA 3.7 : Sejam

l. <te w ,

i CprCysans © do,d?,... duas séqﬁéncias infinitas
e injetivas de inteiros , |

3. 60’61”" € Gpr8yse-e duas segliéncias infinitas
e injetivas de t-ciclos em 7 , e

4, pct e g4 dois inteiros positivos

tais que

5. {QL P LEe w N {al,i rdew = ¢y

6. ambos os conjuntos {§, : L€ o} e {g, : it w}

4

n
——
[
e

s 25; n 48 ; para cada J¢uw .

g |
8. Zﬁj+1 N 1g; = {dj} para cada {€ w

2 9 Zéi N Zgj = ¢ senpre que ¢ w e que

B ﬁP' {a.+,): di= QE(CL} para cada L& w s
g as permutagoes de Z definidas por
cz(é} " {6L : L6 w}l e por Cz(g) = {g& : Lt v} + Entao existe

permutacdo intercalavel h de Z tal que g = hﬁhhl .

PLANO DA DEMONSTRACAO : Definimos o conjunto
1le T & 5~{0,p,£—q,(p~qk} 5
Ja que £>4 , temos que D # ¢ . Portanto podemos
escolher ¢¢ P . Assim, para cada J4i¢ w , definimos
_ g4
12. a. o 6 (C.‘{:) F

4

)
13¢ b/{: e g (C‘{:} r
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34, xX. = 5q+e(ci) e

A
- p-e
15. g, = g7 %e )

Definimos também os conjuntos
16. E = E"'{ 013.’.}3:{9'*@%} v
17. X, :{ai’bi’ci’di’xi’gi} " para cada 4Lt w , €

18. UL ” {6“(QL) : HE E} W {Qﬁ(bif : ¢ E} para

cada L€ w.

Demonstraremos depois as sejuintes seis afirmagoes :

19. |X,| = 6 para cada 4Lictuw ,

20 Rz i 2
Xi

i ¢ sempre que {4,4} Cw com L ¥ § ,

3 |{6p(co),gp(bo)} U Uil = 2+2|E| para cada it w,

22. V. N Vj = ¢ sempre que {4,5} C w , can 4L ¥ 4,

1]

23. V, N Xj ¢ senpre que {4,f} cw, e
24. {5p(co),gp(hﬂ)} N X, = ¢ sempre que A€ w .
Uma vez demonstradas estas afirmagoes, mostrarenos
como podemos definir a permutagao h de 1 por

Cz(h) =-Cz(h;3) U Cz(h;f) =Y u ¥V, onde

Yo Ulmy ey bl + Lewr u lix, d, y;) ¢ L€ w} e onde
v

(06" e,) g™ lb ) ¢ <nise Exed U {(4Ple,) gPlbglly
pois veremos gue o conjunto ¥ U V & dep .

Como 1t»4 , veremos que E # ¢ e portanto que
Cz(h;f) & infinito. Veremos também que claramente Cz(h;S) e
infinito, e entdoc que h & intercalével,

Finalmente afirmamos gque

25, g = héh_l .

Deste modo, a demonstracdo do LEMA 3.7 acabara, de-
pois ‘que ficarem provadas as afirmacoes de 3.7.19 a 3.7.25 ,
baseadas nas hipdteses de 3.7.1 a 3.7.10 , nas definigoes de

3.7.11 a 3.7.18 e ainda na definicao de C,(h) para estabe-

lecer a Ultima afirmagao 3.7.25 .



Apresentamos, no Apéndice, o Diagrama 4.4 y que ilus-

tra tais fungdes § , g e h .
DEMONSTRACAO de 3.7 :

Demonstragao de 3.7.19 : Escolhemos arbitrariamente
4€ w « Por 3.7.10 temos que d& = gq[ai} r @ por 3,.7.13 ‘te-=

mos que ¢, = gelbi) - Segue que d; = gq+a{bil ”

Por 3.7.4 temos gue (0<g<{ . J&a que e¢€¢D , temos
gque (<e<t . Segue que 0<g+e<2f ., Mas ¢ €D implica também
que e 7 L-q ; assim temos que ¢+e # £ . Os fatos gte ¥ £ e

0<gq+e<2f garantem gque qu+e . Portanto podemos concluir gue

- - 4':‘ = q -
¢, # dL y Jja que (O<g<zt e que d,é g [cij ;7 que e, ? bi 2
= = e . 2 5 11¢
ja que (<e<t e gue ¢, = 4 (bé] ;i e que di # bi y Ja que
te -
ITq+e e que di = gq [bij . Em resuvmo, I{bz’ci’di}l = 3,

J& que, por 3.7.7 e 3.7.8 e 3.7.12 a 3.7.14
temos que {ai,ai,xi}X{di,b&} € szxZQ{ , e que ¢, f£1{b,,d.}
pois f{bi’ci’di}] = 3, segue agora por 3.7.7 que

{ai,c’(”xi} m {bi;d’é} - ¢ -

Argumentaremos agora, num esbogo anilogo aos para-

+
grafos anteriores. Por 3.7.14 temos que Ky ® ﬁq 2(01}

7 & 2O

3.7.12 temos que ¢, = é_efai) . Portanto temos que

Xg * 5q(ai} . Dal e facil ver que X # c; + Jja que ITq+G;

que ¢, # a,, jad que 0O<e<Z; e que X, 7 a4, 3a que O<q<%
Inferimos que [{ai’ci’xi}i = 8 . Portanto

Ha;,c.ox;0b;d 3] = 5, 33 que lage,x 3N {b;,d;} = ¢ e
que |{bi’d£}| = 2 ., Para acabar a demonstracao de 3.7.19 , bas-
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ta mostrar gue @ ¥ {430 5X.;0- ,
strar que J, fF{a;C Xy 0:5d,

Bor 3,7.6 tengs gue Zgj+] n Zgi B » POF BedsD

temos que Zéi M ZQL+I = ¢ « Mas por 3.7.7 e 3.7.15 tenocs

que Y. € 29L+1 . Também tauos que {ai'b{’ci’di’xi}gzéi U 28, .
pois {at’ai’x£}x{b{’di} c Zéiszi . Portanto temos que

ty;} N Lag,b e ,d;,x) Clg,,; N (28, u 2§;) =

(2g,,; N 29 U (23, N 26 = ¢ U ¢ = ¢. A afirmagao

3.7.19 fica provada .

Denonstracdo de 3.7.20 : Escolhemos 4 e 4 inteiros
nio negativos com 4 # j§ . Ja vimos que

b

{a u’cv’dv’xu} € 24, U 19, para cada veE gy . Assim temos gue

{a,‘{-(,b-,c};,d"yx-'} m {aj’b

U,

¥ X 3G aalayX o} €1Z8y W Zgi)rw(zﬁj U g ;)

RO R S | A J
= (Zéi M Zgj)kJ(Zgi N %4;) , pois por 3.7.6 temos gue

Zﬁi mn Zéj = ¢ = Zg{i M Zgj .Sem perder a generalidade, podemos

supor que 4< 4 . Entfo por 3.7.2 e 3.7.5 e por 3.7.7 a

3.7.9 , tenos que Zﬁj M Z'g/é = {di} se e somente se 4 = ALt] .

Segue que {ai,bi,ci,di,xi}rﬁ{aj,b.,a,,d.,x.} = ¢ se 4 F A4+]

LASE A G
iy g% gt & D043 =

mas que {ai’b"ci’di’xi}rw s b

L i+1204+12C 470

b d

L+I’CL+I'

Agora meostraremos que diﬁf{ai+1’

fl * A g

Por 3.7.5 temos gue di # € pp

- - p b -
Por 3.7.l0 ‘temos gque di = 4 (ci+1} & por J.7.12

temos que ¢ = ﬁ"e(a ) . Segue que d. = 5p"e(a. ) . Ja

L+ A+ 1 AL L]

que <e,p>€¢ Dx (2~D) temos que 0< |e-pl<t , e assim que Tp-e -

Segue agora que di # Q41
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Por 3.7.10 temos gque d’é & 6P(Cj+;) e por 3.7.14

. (-q-e
temos que bsoq * 4 (XL+I XL+I)

Ja que <e,{p»qk> ¢Dx(£-D) temos que tT(p»qk—e. Mas obvia-

) . Segue que di = 4P

mente x[p—q-a se e somente se II(P‘Qk‘Q . Segue que

tlp-q-¢ , e entiao que d;, # %;,.4

Tanben por 3.7.7 e 3.7.13 tenos que bi+? €29, ,1"

Segue por 3.7.6 que bL+V€ Zg{ . Mas por 3.7.8 temos que

iie ZQL . Segue gue di # bi+1 i

Por 3.7.2 temos que di # d£+I . Portanto pelos qua-

tro paragrafos anteriores, inferimos como foi proposto, que

d

diﬁ’{a. b . Portanto, cano ja foi observado

IR TLI LT TL TR D,

d

que {ai’bi’ci’di’xi} N {a; 10 %41

4+I’b{+l’ci+l’ } € {di} ’

concluimos que esta intersecgao & vazia .

Agora temos em geral que
lag,bie,dx 3 N {aj’bjicj'dj'xj} = ¢ pois L # 4§ . Portan-
to para acabar a demonstracao de 3.7.20 , basta mostrar que

Notemos por 3.7.7 & 3.7.L5 que Y, € ZQL+I . Lemn=-
branos também que {bj’dj} ¢ sz . Se 4 # i+l , entao por 3.7.6

temos que 29i+1 M Zgi =¢ € portanto que gi 7 bj . Mas por

Pib.

3.7.15 e 3.7.13 temos que gi = gp"e(a Fal

vl = 8 ) . Por-

tanto, ja que («<pct Segue que Y, # bi+1 . Bm geral Y, # bj'

Por 3.7:15 e 3.7.10 temos que y{ = gp-e{

] =

Lembrando que #t[p-e-q . inferimos que Y # di+?'

ﬂ,(',+]|
prgsg
g (di+1} i

Por outro lado, para 4 # ({+1 , tenos gque <yi’dj>e zgi+?ngf '
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e segque entao por 3.7.6 gue Y4 i di . Em gualquer caso, temos

que 4, # dj ‘

Pelos dois paragrafos anteriores, temos que

1
yig’{bj'dj‘ »

Afirmamos gue tambem gixf{aj,cj,xj} . Lembrandec que

Z4 .
M 61

Y; € 28 ¢ observamos gue {yi}rw{aj,cj,xj} C 29,4

pois {aj,cj,xj} C Zéj . Ha trés casos a considerar.
TRy g ; !
Caso : j.— i+1 . Entao {JL} M {aj,cj,xj}g{ci+TJ ‘
5

Mas ja que Y, = g e que i[p-e , inferimos que

4

y, * ¢;,q . Portanto gi}f{aj,cj,

ATl
xj} quando { = 4+1 ,
i+2 . Entao {

Caso & § .t 0 {aj’c"xj}g{di+l} .

i i

Mas lembrando gue yi;{{b d inferimos gque Y: 7 d

; 3 } :
AFT X ] 4 L+l "

Portanto yiﬁl{aj'cj’xj} quando 4§ = £*27 ,
Caso : f£ {4+1,4+2} . Entdo 1g,,, N zgj = ¢ e por-
tanto giff{aj,cj,xj} também no caso final, quando

JE Li+1,i+2} .

Recolhendo os fatos, temos agora que

yif’{bj,dj}LJ{aj,cj,xj} . Para acabar nossa demonstragao de

3.7.20 , basta mostrar que Y, ¢ yi - Mas <yi,yj>e Zg£+3XZgj+1
e 28, D Zgj-+I = ¢, pois 4i+1 # j+1 . A afirmagao 3.7.20
fica provada.

Demonstracao de 3.7.21 : Seja arbitrariamente
; Z 2
<u,v,i> € E"xw , Entao por 3.7.7 temos gue 6u(ci)&'zéi r €

v .
por 3.7.13 temos gque g (b;) ¢ Zg. . Portanto temos que

-

{6u(ai)}rﬂ{gu(bi)}§ Zﬁi (3 Zgi = {ai} . Mas 6u(ci] 7 Ci , Ja

que O<uc<ft . Assim temos que 5u(ci) # gv(bi) . Imn particular,

40



temos que 5h(ci) # gn(bi) sempre gque A€ E

Do paragrafo anterior inferimos que
{6n(ci) 3 n.eE}rw{g&(bi) : L€ E} = ¢ . Tambem, ja que E & L
que c.c If, e que §; € componente f-ciclica de § em I,
e claro que |{6k(ai) : e E}Y| o= |E| . Semelhantemente, temos
que |{g&(bi) : ne E}| = |E| , jJ& que por 3,7.13 temos que
bLE ZQL ; € gue g; € canponente .imciclica de g em 2 .

Segue que |V .| = Z|E] .
Certamente Vi B {ﬁ&(ai) : rE E}LJ[g&(biJ : 4 € E) =
LJ{{éi(Qi),gi(bi)} : 2 ¢t} . A segunda forma do conjunto é a

mais infomativa para os nossos fins.

Lenwbramos gque <5p(co),9p(bﬁ)>£ ZﬁOxZQG e que

e

Zﬁﬂ e 290 = {QO} . Mas, ja gue (<p<t , segue que 5'0{@_0)

Portanto 6p(c0) # gp(bo) "

Para acabar a nossa demonstragao de 3.7.21 , falta

ainda mostrar que {5p(c0),gp(bo)}rﬁ Ui = ¢

Ja vimos que <6p(c0)’6u(ai)>e Zﬁongi : B gne
250 i Zéi = ¢ senpre que L # 0 . Mas ja que <u,p>¢Ex(£-E),
temos que 5p{c0) # 5u(c0). Portanto 5p(co} # éu(ci} sempre

gque L€ w .

Semelhantemente, <gp(b0),gu(bi)> GZgongi . Tanbém se

i

i # 0 entao 23, N 29, 4 , € portanto gp(ba) 7 gu(bi), Mas
ja que <y,p>t Ex(£~E} , temos que gp(bo) # gU(bO). Em resumo,

gp(bo) # gU(bLJ sempre que [ ¢ w .
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Lan bramos que <ﬂp(c0),gu(bi)>e 250):2_@"é e que
260 N 290 = {ca} . Assim, lembrando que 6P(CO) # Cp v inferi-
mos que 5p(co) # gU{bo) + Mas por 3.7.9 temos que
Zéo N ZQL = ¢ quando 4 # 0 . Portanto, 5p(c0) # gv(bi) quan-~

do 4 # 0 ., Em geral, temos que 4P QU)Efgu(bh) : RE 0} .

Finalmente notemos gque <9p(b0}'éu(ci}>e 1g,%2§, - Ha
trés casos a considerar,

Caso : 4 = U . Vimos que 5u(c0) 4 ¢, . Portanto, ia

¢
que {gp(bo)}(ﬁiﬁu(co)} Cg, n 2§, = {co} , temos que
gp(bo) # 5u(ci) no caso en que L = 0 .

Caso : &4 = 1 . Por 3.7.8 temos que 1Ig, N Zéi ={d0}
por 3.7.13 e 3.7.10 temos que gp{bo) = gp_e(ao} = gP'Q‘Q(dO)-
Mas cano ja foi visto gque Z[p-e-¢ , inferimos que gp(bu)g dy
Portanto {gp(bﬂ)}rﬁ{éu(ci}} €lg, n 1§, = {dﬂ} implica gque
gp(bo) # 5u(ci) no caso em que J{ =1 .

Caso : 4>] . Por 3.7.9 temos que ZQU N Zéi = ¢ .
Portanto {gp(bﬂ)}(ﬁ{ﬂu(ci)}'s 4 , € concluimos que

gp(bo) # 6u(ci) no caso também guando 4>] . Em resumo, temos

que gP(b,) g4 le,) + kEw} .

Juntando os fatos, concluimos que

Z foi arbitrariamen-

{ép(co),gp(bo)}ﬂ V.= ¢, 38 que <u,u>cE
te escolhido. J3 gue tamb@&n 4{¢ o foi arbitrario, a afirmagao

3.7+21 LTica prevada.

Demonstragio de 3.7.22 : Por 3.7.7 e por 3.7.13 te-
mos gque Ui*g Zéi U Zgi sempre que A€¢ w ., Escolhemos
{4,/ € w cam & # 4 . Entao V, N Uj C

(2§, U Zg )N (2§, v Ig) = (Zf; N Ig) ulZd; N 2g,) » 33 que
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3.7.3 e 3.7.6 nos dao que 4, N Zéj = ¢® 2. O Zgj .

Sem perder a generalidade, podemos supor que A< .
Entao ja temos que l/"é M Uj c Zéj N ZQL , ja que 3.7.9 nos
da que Zéi M Zgj = ¢ .

Por 3.7.8 temos que Zéi+] N Zg/ﬂ = {di} . Mas lem~

it

branos que Zﬁj M Zg’é ¢ se 4>4+] . Seyue que

n

u{é N Uj E{di} para { i+1 , mas qgue Ui N V. = ¢ para

i
§>{+1 . Resta-nos portanto, para deronstrar J.7.22 , mostrar que

diﬁfvi N V., ; - Para isto, basta mostrar que dijfvi ;

Por 3.7.8 temos que di& 2§,,7 © entao por 3.7.6 ,
, r i :
que digfzéi . Segue que diﬁ?{é (ai) : A€ E}, pois

,L -
{67 (e,) = neE} C 2§, .

Por 3.7.10 e 3.7.13 temos que di = gq(ci) =

QQ*Q(bi) . Mas (q-!-e,keiﬁf . Portanto dif{g“(bi) : n€ E} .

Os dois Ultimos paragrafos nos garantem que diﬁ’vi e

portanto fica a afimagao 3.7.22 demonstrada.

Demonstragao de 3,7.23 : Seja <#a,4,f>¢ Exmz v POT
3.7.7 temos que 5&(ai)e 2§, . Por 3.7.7 , 3.7.12 e 3.7.14
tenos que {aj,cj,xj} € Zﬁj . Segue por 3.7.6 que
" : : ;
6.(ai)ﬁ'{aj,cj,xj} no caso em que AL # §

Ja que <#x,e>¢ Ex(£~E) , temos que 6&(QL) # ﬁe(aiJ '
e portanto por 3.7.12 que 5¢(ci) # a; .

Ja que O<xa<t , temos que §
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Ja que <n,{q+ak>e Ex(1~E) , temos que

n +e ' ; - R
4 (ci) # ﬁq (ci) ;, @ portanto por 3.7.14 que § (ci) 7 Xioe

51

r
Em resumo, § (CL)Af{aL’C"xL} . J

_ N,
‘ tendo que § {ci)ﬁ‘{aj,a.,x-}

A

para 4 # j , temos finalmente que 5n{a£}£’{aj,cj,xj} para

qualquer {4,5} € o .

Ja vinos que 6&(Ci)e Zéi ¢ Bor: 3.7.7 © por 3.7:13
e 3.7.10 , temos que {b{’dj} C Zgj . Ha trés casos a consi-
rar.

Caso : 4 = § . Entao {5n(ci)}r\{bj,dj} C

y 5 02 © L

251 N ZQj = {ci} . Portanto, ja que § (CL) Foeg temos que
" , D e
6 (ci)ﬁ’{bj,dj; quando 4 = § .

Caso : 4 = j+1 . Entdo {5h(a£)}rw{bj,d{} c td; .
Mas ja que <x,p>¢ Ex(£-E) , temos gue ﬁn(ai) # ép(aii , €
portanto por 3.7.10 que 5n(ci) # dj . Segue que
6&(c-)£'{b;,d,} guando L = jf+1 .

4 g 3
Caso : if£{4,§+1} . Entdo {5*(ci)}r1{bj,d.} B

J

Zﬁi A Zgj = ¢ . Portanto, em geral, goncluimos que
ﬁk(ci)z {bj'dj} para qualguer que seja {4,5} € w . Segue fi-

n
nalmente que § {ci)ﬂl{aj’cj’xj’bj’dj} .

Kyora, por 3.7.7 e 3.7.15 , tenos que
<5n(ci),gj>& 25¢*294+1 . Novamente consideraremos trés casos.
Caso : i = j+1 . Entdo {é&(ci)}rﬁ{gj} %

h n
{e;} . Mas § (ci) # ¢, . Segue que 4 {ci) 7 yj

]

quando 4 = f+1 .
Caso ¢ 4 = §+2 . Entio {5&(ai)}rﬁ{gj} C
26& N 29j+1 = {dj+1} . Trés paridrafos atrads, vimos que
. Segue due

ﬁn(ai)f {du : Ve w} o Em particular 6n(ai) # dj+1

6&(ai) # gj quando 4L = f+2 .
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Caso : L£{ j+1,4+2} . Entao {6&(ci)}f1{yj} C
2%,

i M Zg.+? = ¢ .'Em geral, portanto, temos que 6&(3LJ Y.

J J
para qualquer que seja {4,f} C w . Resumindo, temos até este

s ; i B
ponto que § (C{}ﬂ-xj para qualquer gue seja {4,j} Cu .,

A fim de acabar a demonstragao de 3.7.23 , falta mos-
- }L -
trar que também ¢ {bi)tij . O argunento & bastante similar ao

terminado no pardgrafo anterior.

Por 3.7.7 , 3.7.106 e 3.7.13 € £facil ver que

Segue por 3.7.6 gue

-

A
{g (bi)}X{bj’aj’dj} C ZngZQJ
% ;
B, 8 o B ekl ; :
g (b;) K1 j,cj,dj} se 4L ¢ §
Ja que 0O<i<i , temos que gn(bi) £ bi =
Ja que <#4,e> ¢ Ex(I~E) , temos que gk(bi) 4 Qe(bi) ;

e portanto, por 3.7.13 temos que g&(bi) 7 Cioe

Ja& que <1,(q+e£>e Ex (£~E) , temos que
gk(bL) 7 9q+efbi) . Mag por 3.7.10 e 3.7.13 temos que
_ .4 _ aGte 3 . ~
di g* (c;) g (bi) . Portanto g (bi’ # d, . Em resumo des

tes trés paragrafos, temos que g&(bi}f {bi’ci’di} . Assim vi-

mos que g&(bi)ﬁftg,cj,dj} para qualquer que seja {4,§} € v .

BO® Be¥e? ; 3ueTudl 4 3.7:13 B 3.7.14 tonos gue
n oy
{g (b&)}x{aj’xj} < ZQszéj . Para mostrar que ¢ (bi)k'{aj'xj} i
ha trés casos a considerar.
Caso : § = 4 . Entdo {g&(bi}}rd{aj,xj} =4
Zgi N Zﬁj = {CL} . Ja que gn(bi)k’{bj,cj,dj} para gqgualguer

j€ w , temos en particular que gn(bi) 4 ey o Portanto
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n ; 5
a (bi}ﬁ’{aj,xj} quando 4§ = 4 .
) 2wz A | . TS L,y 3
Caso : § = 4+1 , Entdac {g (UL)J{j{aj,xj} c

28 :

;0 Zﬁj = {di} . Mas também temos, em particular, qﬁe

b8 ez 4 ; ;
g (bi) i d, . Portanto g {oi)z'{aj,xj} quandoe o = 4+l .
Caso : &£ {i+1,4i} . Entao {g&(bi)}rw{aj,xj} c
5 ; Ly ; -
Zgi N Zﬁj = ¢ . Portanto g \bi)x‘{aj,xj} sempre que
{i{,§} € v . Juntando este fato com o j& obtido quatro paragra-
- A
S ¥ g (b .) . . 2 ; 1
fos atras, temos que g (bL,ﬁ'{bJ,cj,dJ,aj,xj} , para gqualquer

que seja {4,f} C u .

Por-3,7,7 » 3.7:d3 B 715 temos gue
)L o o i P - ; —
<g (bi)’gj>ﬁ Zgingj+l . Portanto se £ # j+1 , entao

" il . _ = 5 & n g I
{g (bi)}rw{dj; o3 Zgé N 218, ¢ : isto & g {bi) 7 gj guando

L # 441

J& que <n,p>¢ Ex(£~E) , temos que g"(b,) # g"(b,) .

Mas, por 3.7.15 e 3.7.1l3 temos que y. = gp'e(a, ) =

F] i+1

gp(bj+?) . Segue que g&(bi) 7 gp(bj+IJ ® iy quando L = §+1!

Assim temog que gn(bi) # yj para gualguer gue seja {4,7} € u;
e portanto finalmente que g&(bi)j‘xj . A afirmagdo 3.7.23 fi-

ca provada.

Demonstracdo de 3.7.24 : Seja Ai¢ w . Por 3.7.7 ,

€ 24,724,

2 . P
3.7.12 ‘e 3.7.14 temos que {§ (QG)}X{‘IL’CL’X,{}

Segue poxr 3.7.6 que Pe ) Bl X Huands & £ 0
0 LS

Ja que <e,p>¢ Dx(£-D) , temos que 5p(co) 7 6c(aa)

e portanto por 3.7.12 dque 6p(c0} Foay
Ja que 0O<p<t , temos que 5p(co) # Cy -
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Varias vezes observamos gque i[p-¢-e . Segue gue
Xg ? 6p-q—e(xa) . Mas por 3.7.14 temos gue 6p(c0) = 6P-Q"Q(x0)_
Segue que 6p(ca) # x, « Em resumo destes trés paradgrafos, temos
que 5p(ao),€{a0,c0,xo} . Assim vimos que 6p(a0)£’{ai’ci’xii

para qualquer que seja 4 €w .

P Seled ¢ 378 8 3.7.13 2 facll de ver gue
P b3 P
{4 (co)}X{bi’di} 9 ZéQxngi « En particular, (4§ (co)}rw{bo,do} <
_ . Ry S0 P : ¢
Zéo N 290 = {cof . Mas Ja que (ao) 7 c, + temos que
P =
{4 (co)}fﬁ{bo,do} ¢ o

Por outro lado, se (>0 , temos que
{ﬁp(co)}rﬁ{bi,dii c 260 N Zgi = ¢ . Com isto, vimos gque
5p(ao)£ {bi’di} para qualgquer que seja /L€ w . Juntando este
fato com o obtido dois par&rafos atras, tenos que

6p(a0)£,{ai’ci’xi’bi'di} para todo {€ w .

Por 3.7.7 e 3,7:15 tenos que
<P (e ),y ;2€ 18 4%18 ¢ - Entao {6p{c0)}Fﬁ{yL}'£
= a P 5
250 N ZQL+I ¢ e portanto { (co) # y, Ppara qualguer gue

seja i€ w . Finalmente, temos agora que 6p(c0)£ Xi para gual-

quer que seja LEw .

A fim ‘de acabar a demonstragao da afirmacao 3.7.24 ,

falta mostrar analogamente que também g""’(ba);g’)(/é para L€ w .

Lenbrando que {gp(bﬂ)}x{bi’ai’di} - ZQOXZQL , tenos

por 3.7.6 que gp(bo)ﬁ’{bi,ai,di} quando 4 ¥ 0 .
Ja que O<p<it tenos que gp(ba) # bo

47



Ja que <e,p>¢ Dx(2~D) temos que gp(bo) 7/ ge(ba) e
portanto, por 3.9.08 . gque gp(bo) # Cy

Ja que Z%[p-e-q¢ , temos que gp-a—q(do) ? d, . Mas,
por 3.7.13 e 3.7:10 ; teiogs gue gp(bo) = gp-e(aa} &
gp-e-q(do) . Sgyue que gp(bo) # do . EIn resumo, temos também
que gp(bo)ﬁ'{bo,co,do} . Portanto gp(ba)xf{bi,ci,di} para

qualquer L€ w .

Lembramos agora que {gp(ba}}x{ai,xi} = ZQszéi 5
Para mostrar que gp(bo)xf{a{,xi} , considerenos trés casos.
e P «.} C
Caso AL 0 « Entao {g {DO}}rw{ai,xi} c
28, N Zﬁé = {¢,} . Mas ja vimos, dois parirafos atras, que
gp(bo)g’{bi,a{,di} para qualquer JL¢ w . Em particular, temos
que gp(bo) # ¢, « Segue que gp(bo)f’{ai,xi} quando £ = 0 .
5 WOk o= o P r C
Caso : 4 1 . Entao {g (baJ}r\lai,xi} <
- & P i
Zgo A Zéi {do} . Mas temos também que g (bO) # do ; pois
P P
lanbramos que g (ba)z’{bo,ao,do} . Segue que g (bo)x{{ai,xi}
quando 4 =1 . |
.' b p k]
Caso : A>] . Entac (g (bO)}rj{ai’xif C
- P
Zgo A 254 ¢ . Sedue que g (bo)ﬁ’{ai,xi} para qualquer gue
seja 4{¢w . Juntando este fato com o anteriormente obtido, ja

temos entao que gp(bo}x'{bi,ci,d a,,x;} . para qualguer {¢ o .

’é!
Finalmente lembrando que <gp{b0),gi>e 290X29L+T
. . P . i
que Zgo M Zgi+1 = ¢ , Venos que g (bo) £ Y, para qualquer
que seja At w « Com isto, concluimos gque gp(bo}ﬁ )(/é para
qualquer que seja 4{€¢w , © entao a afirmagao 3.7.24 fica

provada.
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Como proposto anteriormente estamos agora em condigoes

de construir a permutagio h intercalavel de Z .

A afirmacao 3.7.l1l9 nos garante que tanto
(a’i ai bi) como (xi di yi} sao 3-ciclos em ¢ e gue a

familia {(a;, ¢, bi)’(xi d’é y.)} é dep para qualquer que

seja L€ w .

Com mais a afirmagdo 3.7.20 , tenos que tambén a fa-

314 ; ; S d,. Y . . ; DY &

milia {(a, c; bi},(aj ¢, bj),uc'L i g&),(xj dj gj, e
dep para qualquer que seja {4,f} C w .

Definindo agora a familia
= - F - - 8 R ~ 4~ ~ Ty
y {(ai e, bi) : A€ w}l W {(xi di gi) : {€ w} ,fica oObvio
pelos pardgrafos anteriores que Y & uma fanilia dcp de

3-giclos em Z 4

Definindo tambén '‘a familia
¥z 9 (6p(c0) gp(bo))} U {(éﬁ(ci) gn(%” : <n,i>€e Exw} , fica
igualmente 6bvio por 3.7.21 e 3.7.22 gue V & una familia

dep de 2-ciclios em 7 .

Mora por 3.7.23 e 3.7.24 , tenos finalmente que
também YUV & dcp e portanto podemos definir a permutagao h
de Z por

Cz(h) = Cz{h;B) U cz(h;z) 4
onde

CZ(h;B) = K e Cz(h;Z) = I

Segue facilmente de 3.7.19 e 3.7.20 gque o conjun-
to Yy = Cz(h;B) e infinito.
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Igualmente, no conjunto V = Cz(h;Z) , tenos exata-
mente um Z-ciclo (ék(aiJ g&(bi}) en Z para cada par
<h,i>€ Exw . Ja que £>4 implica que E # ¢ , segue que.tambén

Cz(h;Z) e infinito.

Os dois Ultimos paragrafos estabelecem que h &

intercalavel.

Agora, para ajudar a demonstracdo da afirmagao 3.7.25

definimos o0s sejuintes conjuntos :

25.1 : A = {§"(c)) + <n,i>cExa} yl P (el
25.2 ¢ B = {g“(bi) 2 <n,ive ExaluigPib)t e
28,8y X

U{xi 2 LEwa) .

Entao notemos os seguintes fatos Oobvios :
25.4 + ht(AUB) € involugao de AyUB e

25.5 : hijA] € B S 7g e h[B] CAC 4.

Agora por 3.7.7 , 3.7.8 e 3.,7.9 & facil ver que
If N 28 ={e; s 4¢ w}LJ{dL : L€ w} CX . Jd que BC Ig , te-
nmos gque 2§ M BC 24 N 2Zg € X ., Mas por 3.,7.17 , 3.7.18 ,
3.7.23 e 3.7.24  temos que XMNA = ¢ = BNX , Seyue que

If§ N B=2f§ N BN XCB N X = ¢ . Semelhantenente, vemos

1t

que 2g-Nn A ¢ . Portanto notemos também que

25.6 : §tB = LAdtB e gtA = LidtA .

Lembrando ainda que {aj,xj}x{bj,yj} C l§{xI1g sempre
que f€tw , venos que {aj,xj} N 2Zg € 21§ N Ig =
LJ{{ci’di} : L€ w} ., Mas por 3.7.19 e 3.7.20 temos gue

{aj,xj,bj,gj}rﬁ LJ{{CL’dL} : L€ w} = ¢ sempre que J€ w . Segue
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portanto que {a‘,xi} M Zg = ¢ e semelhantemente que

J
{bj?gj} M 2§ = ¢ , sempre que 4 ¢ w . Portanto, notemos ain-

da que

L

25.7 & (b=, (dt{b.,y. S
5 5HJJJ} &t{jyj} e

AR 83 = Al vy X
g:{aj,xj} r{czj,xj}

Ja que para cada 4 ¢ w , temos que 6& € uma canpo-

7

nente f-ciclica da permutacao 4§ em Z , segue que z¢€l4g
implica que z = § (CL) para algum <#,4 >¢ fxw . Consideremos
0s seguintes cinco casos .

Caso : 1€ E = £~{0,e,p,(q+ek} o Enkas 2 = ﬁn{ci)e A .
n

Caso : # = 0 . Entao 2z = (eg) = ey X
- i e
- i = = i = . — . B i
Caso ¢ . Entao 2z $ (QL) 4 (CL) a,ct X
o n P
H = & E‘ = P = £ y = - -
Caso n p ntao z 4 (CL} 4 (cL} d&_] ExX ,

quando (>0 e 2z = ﬁp(ao) €A quando 4 = 0 . Em qualquer situ-
aclo, z = § (CL)E AuX quando 1 = p .

Caso ¢ £ = [gq+e) . Entao z = 6&(Q.) = 417%.) =
A A L
Em resumo, vimos gque emn qualquer caso, z¢ 14 implica
que z€eAUX . Senelhantemente & facil ver que y ¢ Zg implica
que Yy ecBUX . Segue que

25:8 3 26 CAUKX e ig C BuX.

Finalmente afirmmamos que
25,9 & Para todo st,i% € Ixe , tenos gue

u o uolk
h{ (Ci) = g (bi) ;
Para estabelecer 25.9 , seja «<u,4L{>¢ Ixyw . Claramente
(uk& £ . Consideremos 0s segyuintes cinco casos.

Caso : (uk& E . Entao (ﬁu(ai) g”(bi))e Cz(h;Z} X
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Segue que héu(cj) = gu(bi). para (uke E -
Caso : [uk = 0 , Entao hﬁu{c{) = h(ai) . Mas
(a, ¢, bi)ﬁ Cz(h;B} . Sejue que h(ci) = bi = gu(bi) . Por-

L

tanto héu(ci) gu(bi) para (uk £ @ .

& u e
Caso : {u) = ¢ + Entao hf (c.) = h{"(ec.) = h{a.
( /lt a i) (L,’LJ 6 \C‘L) h\ ’{')

i

Mas (ai ci bi)é Cz(h;B) . Segue que h(ai) = ge(bi) =

gu{bi) . Portanto héu(ci) = gu(bi) para (u% = e ,

Caso {uk = p . Entio héu{co) = hép(co) . Mas
(6p(c0) Qp(bo))E Cz(h;Z) . Segue que hﬁp(ao) = gp(bu) =
Qu(bo) « Portanto hﬁu(ai} = gu{biJ quando <{uk,i> = <p,0> ,
Tambén ,  para 4>0 , temos que hﬁu(ai) = hﬁp(ai) = h(di—l) :

Mas (X, Y9 € CZ(h;3} . Segue que h(divf) =y &

-1 i1

p-e = Al _ LU A .
g (Ci) 3 (bLJ g (bL) . Portanto hf (Ci) g (bL) sempre
que {u£'= P .

Caso : (u% = {q+e£ « Entao héu(ci) = h5q+e(qi) %

h(x;) . Mas (x, d,é y;)e Cz(h;3) . Segue que h(xi) Bl

gu(b'{.) £ambam

n

q o A iEe _ . 2
g (ci) . g (bi) g (bL} . Portanto h{ (CL}

Lle)

guando (uk = {q+e£ , € assim fica provada 25.9 .
Demonstragao de 3.7.25 : Consideremos x€ Z nos se-

guintes quatro casos.

Caso 3 x£2f U Zg . Entao f(x) = x = g(x) . Isto
implica que h(x) = x . Segue que hﬁh_l(x} = x = g(x) , para

% 26 W) I8

¢ Caso : x €A , Entao x€ AUB e por 25.4 temos gue
h_l(x) = h(x) . Jda que x€A , a afimagdo 25.5 da que
h(x) € B e entao por 25.6 temos que {§h(x) = h(x) . Segue que

hﬁh_f(x) = hgh(x) = hh(x) = hzix) . Ja que x€A CAUB , a
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afirmagao 25.4 da que hz{x) = X . Mas x€& A tambén implica
por 25,6 gque x = g(x) . Segue que hZ(XJ = x = g{x) . Portan-
to.vimos que héhﬁl(x} = g{x) guando xc¢cA .
Caso : %€ B . Entao x = gu(bi} para algum
<Vv,4> ¢ (Exw) ui<p,0s} . Ja que
A n 8] .
{7 ) g7, (4P ey 8P(by)) C e thi2) para todo

<n,i>€ Exw , temos que h_IgU(bL}

ﬁu(ci) . Segue que
hin™! () - heh™'g" (b,) = h§” () = hf'"Vie,) . Mas 25.9 aa

que h51+v(ci) = QI+U(bi} . Portanto hjh"?

) = wg! TV
A
I+v B v i ; -1
g (b{} = gg (bi} = g(x) . Concluimos que hfh ' (x) = g(x) pa-

ra xeB .

Caso : x¢ X . Consideremos agqui seis sub-casos.
Sub-caso : x = a;, para algum 4 € w . Entao héhwy(x)=

- o ;
hih (QL) . Mas ja que (ai e ; bé) eCz(h;S} , temos que

F 1
h_J(ai) = bi e que h(bij = a; . Por 25.7 temos que
5(bif = b, e que a, = g(ai) . Segue que héh"l(a&) = h§(b,) =
& = C{’{-’ .

Sub=-caso : x = bi para algum (¢ » . Entdo hgh‘l(x)=
W -
L3 M [~ L gl
h§h (bi) as ja que (ai ¢, bi)t Cz(h,s) , temos que
h"}(b,) = ¢, » Por 25.9 temos que [f4(c.) = g(b.) . Segue que
£ i L A

-1
h§h™" (b )

n

hfle,) = glb,) = glx) . Portanto hgh™ !l (x) = g

quando yx = bi .

Sub-caso : % = ¢, para algun {€w ., Entac hﬁh_I(x}=

héhﬂlfgi) . Mas ja que (ai ¢, bL)E Cz(h;SJ , temos que
-1

h o (e.) = @y . Por 25.9 temos que h51+e(c,) &

T+e
A 4 4

(545 . Segue
-1 _ 3 e - lT+e _ o Jte -
que hfh (Ci) = hé(ai) = h{4 (ci) = h{ {CL) = g (bi) -

9g%(b,) = gle,) = g(x) . Portanto hfh™'(x) - g(x) quando
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Sub-caso : X = dé para algum 4€¢€ w . Ent3o héh"}(x)=

-] i
h§h " (d;) . Mas ja que (X, d{ Yy;) € Co(h;3) , temos que

-] < : B T+g+e _ J+g+e
h (di) = X, . Por 25.9 temos que h{ (CL) = g {bi) ‘

Segue que hﬁh_I(di) = hé{xi) = hﬁ5q+e(cij = h5}+q+e(c;)

gI+q+e{bi) = 99q+a(bi) = ggq(a.) = g{di) = g(x) . Portanto

i
hﬁh"}(x)_z g(x) gquando «x = di ¥

Sub~-caso : x = X, para alguﬁ i{€¢w . Entao héh_r(x)=
hﬁh_I(xi) . Mas (XL di gi)e Cz(h;S) . Segue que h (Xy) * Y,

e que h(yi) = X, . Por 25.7 temos que 5(gi) = Y, e que
- - - = I - = = v =
X, = g(xi) . Segue agora que h{h (xi) = hﬁ(giJ = h(gi) X,

g(xi) = g(x) . Portanto, temos que hﬁh_}(x) = g(x) quando

Sub~caso : x = y. para algumn L€ w . Entdo hﬁhplix)=

4

hﬁh"l(gi) . Mas ja que (xi di gi)e Cz(h;3) temos que

hhr(yi) = di . Por 25,9 temos que h6?+p(ci+f) e g1+p{bL+IJ
Segue que hﬁh_l(gi) = hé(di) = hﬁﬁp(ci+7) = h51+p{ci+1}
p—e(

1+ ; .
g p(bLH) = ggp(b£+11 = g4 Cipp) = 8lyy) = glx) . Portanto
hﬁh"](x) = g(x) também quando x = 4¢

Assim vimos que héh-T(x) = g{x) quando x¢ X .

Ja que 25.8 diz que I§ € AuX e que g C ByX ,
temos que 1§ Uy 2g C AyBuX . Assim, pelos quatro casos acima,

ficou provada a afirmagao 3.7.25 , gue comnprova o LEMA 3,7 .E

TEOREMA 3.8 : Seja {m,n,k} € ZI-] . Entdo existen per-

mutagoes a e § de I tais que 4 = ahﬁna"hﬁm %

DEMONSTRAGAO : Seja 4<tc¢w , tal que (m,£)=1=(n,%) .

Entao %€ w~-? e por Lema 3.4 temos que existem permutagtes F
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g G de 71 com CZ(F) = Cz(F;I) e com szGJ = CZ{G;i) tais
que 4 = GF . Além disso, pela Demonstracao do Lema 3.4 , lem-
branos que tais permutagces F e G foram definidas por

CZ(F) = {Fi : L€ w} e por CZ(G) = {Gi : 4{¢ w} , onde para cada

AE W o Fi = (AT al#l AT+Z ..e LT#d~2 =4~1) e

GL = (UT#L~1 ALT+L AT+L+1 soa AT#T =~i~1) ceom T = 21-3 .

Ja que (m,%t)=1=(n,%) , temos pelo Lema 1.9 que exis-
tem pemnutagOes 4 e g de I tais que 6m = o e g” = G .
Com isto, temos agora que 4 = GF = gnﬁm . Claranente estas per-

mutagoes 4 e g podem ser escolhidas de forma que

Cz(é) = Cz(é;i) e que C,(g) = Cz(g;I) . E claro que podemos

estipular tembém que 52 = Fi e gue QE = G, para cada 4{€uw ,
e que Zﬁi = ZFL e que Zgi = 1G., para cada tal 4 .

Faremos uma listagem de fatos para assegurar que as

permutacoes § e g de I satisfazen as hipOteses do LEMA 3.7,
Por nossa escclha inicial para £ , lembramos gue
1. 4<%t w

Seja e, = -L-1 e dL = ({+]1)T para cada 4{¢ w , on-

de T = 2£-3 . Segue que

2. CprCyyene € dO'd}"" sao duas seqiliéncias infi-

nitas e injetivas de inteiros.
i

Na Denonstracio do Lema 3.4 foram et ibidas permutagoes

F e G determinadas pelas seqliéncias FG’F]"" a GO’GI""
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infinitas e injetivas de ' ft-ciclos em Z ., E claro, pelas nos-

sas estipulagOes na construgdo das permutagdes § e g que

3. $psfgreee e 8,+9y,++- sao duas seqliéncias infi-

nitas e injetivas de JZ-ciclos em Z .,

Sejam p = {mk e q = (—nk . Entdo, 3ja que

(m,£)=1=(n, L) , temos gue
4. p<t e ¢<1 sao dois inteiros positivos.

Ja que, para todo A€ w , temos gue e, = -A-1Fw e
que di = (£+1)Te w , segue que
i B alef f st FUE -
5. {e; : L¢ w}FWLdi 2 L€ wl $ .
Na Demonstragdo do Lema 3.4 foi observade que ambos
os conjuntos {F. : L€ w} e {Gi : L€ w} eram dcp , Mas para

£

[ ¢ - =30 SR -
cada 4 ¢ w , temos que Zﬁi ZFL e Zgi Z\a,é . Segue entao gue
6. ambos o0s conjuntos {6{ : L€ 0w} e {g; : ie w}

sao dep .

Olhando os Z-ciclos citados, vemos que para cada

j€w , temos que Zﬁj = ZFj- = AT, T+, 0 e, JT+L-2} UL -5=1}F e

que Zgj = ZGj = {fT+2-1,4T+2,...,4T+T}U{~-4-1} . Nota-se que

T Zﬁj mn Zgj = {-4-1} = {cj} para cada 4J€ w .

Igualmente vemos que 26j+1 = ZFj+? =

{(f+ )T, (f+1)T+1, 000, (§+1)T+2-2} U{-§-2} . Lembrando gue
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Zgj = {fT+L-1,4T+2, .00, (§#1)TYUu{=-§-1} , notamos também que

8. 4.,

N Zgj F{{§¥1)T]) = {dj} para cada §€ w .,
Mas também & facil ver, das nossas construgdes de {

e de g , que

9. Zéi N Zgj = ¢ sempre que J€¢w e que

L et o F21 3

Agora seja 4 € w . Lembrando que p = (mk , que

m 5 e
6L+? = Fi+1 e que ¢, *= -4~-2 , temos entac que 5E+3(ai+1)

m E i g s e G g s
6L+I(ai+1) = FL+I(CL+I) FL+I( 4-2) . Pela definicao do Z-ci
clo Fi+? = (LT+T  AT+T+1 ... AT+T+4-2 ~4i-2) , vemos gue
Fi+](-i-2) = LT+T = (L+1)T . Mas (L+1)T = ci’é . Portanto vimos
que 6E+J{C{+I) = ({+1)T = di . Semelhantemente, pelos fatos

= - h = SRR . b= Q' = -n -
q = | H} r 8, Gi e ¢, -1, temos que gitci) 8; (Ci)
G;:] (c_’{.'} = G;I(—,{—?J . Pela definigao do t=-ciclo G‘{: , vemos
que GEI(—L—?) = LT+T . Segug que gz(ci) = GET{_Lw]) = AT+T =

(£+¥1)T = di . Resumindo, temos que

P = = a9 (

Por 3.81 a 3.8.10 , vemos que as permutagoes § e
g construidas nesta demonstracao satisfazem as hipdteses do
- LEMA 3.7. Entao pelo LEMA 3.7 temos que existe pemutagao h
intercalavel de Z tal que g = hgﬁhhI . Portanto, ja temos que
4 = GF = gnﬂm ¥ (héh_l)ném = hénhniﬁm . Mas ja que h & inter-
calavel e que 0 # k¢ Z , temos pelo Corolario 3.3 que existé

pemutacao a de 7 tal que afz = h . Assim, temos finalmen-
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-1 ,nm kv =<km
te que & = hﬁ”i = a § a .E
: Outra tentativa de demonstragao do TEOREMA 3.8 , sem

a necessidade do LEMA 3,7 , se ilustra sem demonstragio, nos

Diagramas 4.5 do Apéndice.

Para finalmente estabelecer o proposto no titulo des-

te capitulo, falta ver agora o

Teorena 3,9 : Se m = p e n = ¢ entao a = A"B"APRY

niao representa 4 em Sy

Denonstracao : Seja m = p e n = ¢ ., Entio

a = A""APRT - (AmBH)Z . Suponha agora que {a+é)52 . Entao
” . M

e istem permutacoes § e g de Z tais que 4 = (g Qn)z .

Seja 5mgn = h . Assim temos que h° = 3 r © que pelo Lema 1.10

é um absurdo.g

Veremos agora uma generalizacao mais ampla do nosso

resultado, que & o

Teorema 3.10 : Seja o uma palavra primitiva de com-

plex idade menos que seis. Entao (ats)S, .

Demonstragao : Obviamente, pelo LEMA 1.17 & suficien-

te considerar « € {A,B}f . Além disso, pelo Lema 1.14 temos que

+ . -
toda palavra em {A,B}- primitiva de complex idade 24+1>]1 &
ciclicamente conjuada a outra palavra primitiva de complex ida=

de 24 ou 24i-1 ., Conclui-se, pelo Lema 1.20 que & suficiente

considerar palavras da forma A‘BY com {4,5} € Z-1 e da for-
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ma A"B"APBY  com {myn,p,q} €71-1 ecom m #p ou ni¢ q.
Entiao por [5 ¢ theorem 4.3] e pelos TEOREMAS 3.6 e 3.8

i

fica o Teorema 3.10 provado.E
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Capitulo IV :

COMENTARIOCS GERAIS E PERGUNTAS

A pergunta geral, de D. M. Silberger, & a seguinte

Pergunta 4.1 : Toda palavra primitiva € ISym-univer-

sal ?

Procuramos, sem sucesso total, estabelecer uma res-
posta afirmativa para palavras de cauplexidade quatro., Noss2
pesquisa nisto tentou aplicar as técnicas empregadas em [1] ,

[14] e [15] .

Listanos neste capitulo, sem demonstrag6es; nossos
principais resultados parciais a respeito da questao da TSym-

-yunivercsalidade de palavras de canplexidade guatro. Também

listamos as nossas conjecturas e algumas perguntas relevantes.

Nos acreditamos que pedenos demonstrar as afimagoes

4,2 atée 4.7 gue seguen.

Afirmacao 4.2 : Se an(m+u) #§ 0 entao a palavra
AmBnAuBQHU

2
v

representa 4 enm SZ , sempre que k¢ w-] e
que {m,n,u,v} < 7 .

Alén disso,

1. Se um dos inteiros k,n ou mtu for Impar entao
(u+ch13M para algun subconjunto M finito de 2 .

2. Se ambos os inteiros n e m+u forem Impares en-

tao (a+ch}S£ .
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Afirmagac 4.3 : Se k & inteiro Impar positivo entdo

existe {x,yF C Sk com yxy”IxHE = ¢, , com Yy sendo involu-

gao de k e x sendo uma permutagdo ciclica de k de coupri-

mento (k+1)/2 .

ey w~] entao a eguagio yxynlx"? = ey
tem solugdo em S, onde x & permutagdo intercaldvel de I
tal que Z-Zx @& infinito e tal que Cz(x) = Cz(x;h) , € onde

é~h Veja o Diagrama 4.1b do Apéndice. Pode=-se concluir

y >
k.m -~k -m
X

gue tambén a equagao ¥ X Y = 2 tem solugao em S,

R

sempre que {k,m} € Z-1 .

Afirmagdo 4.4 : Se n{m+p) # 0 entdc a cquagdo
ynxmgnphxp = ¢, tem solugao em S, .

Obviamente, se (i,k) = 1 ou se (mtp,k) = 1 entdo
esta equacao tem solucao também em S, » pois se (n, k) = 1

i : _ b
ou se (m+p,k) = 1 entdo (mde(a),k) = i ,onde o = A''B"A"P"gP

Afimacdo 4.5 : Se m # 0 entdo as palavras a da

I representam ¢ em S, , sempre que ke w-l .

forma AMBAIMB~ 4
R Z )

Além disso,

-

l. se ' & Impar e (m,k)=1=(n,k) entdo

MpsNp=1
(A"BA™B +ck)3£ .
2, Se os inteiros k,m,n e p forem impares, entio

M0, Np=P
(A"B"A"B +ck)5E 4

Afirmagaoc 4.6 : Seja k = 2t+]! para algun fEw , €
seja m tal que (m,%+1) = ] . Seja B = A"BPATBTP | Nestas
condigoes temos que

l. Se p for Impar entao (Bve,)S, o

2. se p|1 entao (gﬁpch)s!2 i -

3. Se (p,R)=1 entao (ZmBpA'mB”m,c‘_1,2)S!a .
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Afirmacao 4,7 : Se para todo Fk ¢ w-] temos que
(amk)s2 , entao (a+5}32 desde que § tenha infinitos pontos

fixos e que (u+é)32 i

8]

As afirmagbes 4.8 e 4.9 que seguem s3o apenas

sas conjecturas.

eja o = A"BPA"BP com (m,t)- 1 =

™

Conjectura 4.8 : S
(n,2) para algum £>] e seja k = 212 (£-1)+1 para algum x>0.
Entao (a+ck18h desde que se cumpra uma das condig¢Oes

1. (p,8) = T

2o P =1 i l43)%2]) ,

3- (p, il:.’."ﬂ"L) = I ]

it

Iy

4, (p,4r+17)

5. (p,2n+]) 1 e plalz-2) .

Conjectura 4.9 : Seja 1 C y e seja {5£ = LEl}l ©
conjunto das componentes ciclicas finitas de {¢ SX para algum
subconjunto X de inteiros. Suponha que para cada JL¢ I , exis=

ta ML) € X, cam |M(L){<§{O tal que (u+6ibM(L))S Assim

M) ®
se  (avs)s, entdo (a+4)S, desde que ¢ tenha nominimo
§: . (M| = |x§,1) pontos fixos.

Em particular vimos que

Proposicao 4.10 : (AZBBA_ZBB+C2)SZ .

-4 b1

BA'B +c4)SZ "

Proposicao 4.11 (A
Nao ousamos adivinhar as respostas as perguntas 4.12

até 4.15 , aparentemente em aberto, que agora listamos.
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Pergunta 4,12 : (AmBAnB_T+ch)Sh para que f{k,m,nt 2

(sugerida pela Afirmacdo 4.5)

o s
Pergunta 4.13 : (A"BPA™"B p+ch)8h para que

{k,p,m} 2 (sugerida pela Afimacgao 4.6)

+ =
Pergunta 4.14 : (A"BPAT"B p+ak)S- sempre que P

3
=
")

e 4.11)

Pergunta 4.15 : Seja @ de complaxidade mais que trés
e suponha que (a+ak)32 para todo k¢ w~] _| Entlo (a+é}Sz im -

plica que a++32 2

Finalmente, concluimos o capitulo com as particulares
perguntas, que en especial muito trabalhamos, sen total & ito,
por nao se enquadrar nas técnicas até aqui desenvolvidas; wa, a
PERGUNTA 4.16 para ciclos finitos, e outra, a PERGUNTA 4.17 para

ciclos infinitos,

5 3 3
PERGUNTA 4,16 : Pode X Y Xy ser uma transposigao,
quando {X,4} € S, ?
Para responder afirmativamente, basta mostrar que

xgysxy = (0 1) tem solugdo <X,y>¢ Szz .

PERGUNTA 4.17 : Para cada {m,n,1} C Z-] com 1>3 e
com (m,%)=1=(n,t) serao todos os "vértices" dos poligonos de
lado ,¥ dos Diagramas 4.5 do Apéndice, "nameados" por exata-

mente un inteiro ?
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Diagramas 4,1 :
-] =1
g = i1l
WXy X QH

Inicialmente Silberger exibiu permutagdes x e y de
Z , conforme mencionado na pagina 28 , tais que yxyﬂlx"1= Cop
para k€ w~] . Tais permutagles aparecem na Figura la , onde
podemos ver que x (--») @& conposta por exatamente 4k com-
¢4h)

ponentes w-ciclicas en Z ( que pode ser x = e gue

y (—=) & composta por exatamente 2k componentes w-ciclicas

em I . Para esta figura, tomanos cano exemple, k = 2 . Assim,
yxy-]x“] =0y = (¢ 1! 2 3) . Veja a Figura la na pagina se-
guinte.

Mais tarde, conseguimos generalizar este resultltado,

achando permutagdes de Z tais que a mesma equagao também

-] =1

era valida para ¢, 4quando ntw~] ; isto e yxy x = = By

como mencionamos na pagina 61 . Tais permuta¢Oes aparecem na
Figura lb , onde podemos ver que x (--=) tem uma infinidade
de pontos fixos, e & intercalavel, enquanto que ¢ (—= ) &

composta por exatamente n componentes w-ciclicas em Z (que

"My ., Para esta figura, tomamos cono exemplo,

tanbém n = 4 . Assim, gxy"};—f =e, = (0 1 2 3) .Vejaa

pode ser y = 4

Figura 1lb na pagina 67 .
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Nesta figura temos as seguintes convengoes :

-4

"restantes”®

Os inteiros

Observe que

- .‘OII.I l‘cOlll.’.ﬁ.Ulll -.'.O

L]

- =#0-—+0-=+0-—+0

O
1
] i
i '
I
I 9]
15
s |
2 * F ﬁ H
n Ow% — ==& - ==Qwr = ==a() = ==
|
1
_ i

1

|

|
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Diagrama 4.2

"Intercalagao de ciclos"

Conforme mencionamos na pagima 31 , seja
ew %0 ¥ 434 -CHyie. F 4318 18 TEYP1Z . 13 149
(15 16 17)(1§ 19 20)(21 22 23) ... €S,. Notemos que h
@ intercalavel e que C,(h) = CZ(h;§} - Suponha que queremos

obter g¢ Sz ‘tal que g“g = k-,

Uma das maneiras de obter tal permutagao g & agru-
par os 3-ciclos de h em Z , de § em & e intercala-los.
Asgin, s8e:. g, = (0 3 &' 9 12 15 18 21 1 4 1 10 1%

16 19 " 22 2 .8 & ¥t dec i1 20 I3YQRe AT 0 i TPhews
24 e que gi = h .,

-1,=8§
(g* ) = 92 = h .

entao notemos que g, ¢ $; + que oad(a,)
£

Basta agora fazer g = g;] para que g

Se, no entanto, adicionalmente estipularmos gue que-
remos ac¢t SZ tal que a'g = h enguanto que oad(a) = 12 , de-

vemos entdo agrupar os 3-ciclos de h em Z , de 4 em 4 e

]

intercala-los convenientemente, pois (-%,12) 4 enquanto gue

12/(-8,12) =+ 12/4 = 3.. Assin,. se a, = {0 -3 & 9- 2 5 3%
o4 g ez 15 1821 4 17 20023 13 1618 27)
(24 27 30...34)... entéo_notanos qae 8. ¢ SZ , que ord(a,)=12

e que ,af = h . Basta agora fazer a = a;l para que a Fw i

E claro que também oxd(a) = 12 ,
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Diagrama 4.3 :

n é = G F L1

Conforme mencionamos na pagina 32 , apresentamos aqui

as permutagoes F (--» ) e G (—») de Z tais que

ond(F) = £ = 4 e que 0xd(G) = u = 5 ; e ainda que

um caso particular de [14 ? diagram] .
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Diagrama 4.4 :

" g i hﬁh-I "

Conforme mencionamos na pagina 37 , apresentamos um
esbogo das permutagées 4§ , g e h de Z , todas intercalaveis
tais que g = hﬁh-I . Veja a Figura 4 , na pagina seguinte.

Len branos aqui, que :

¢, (4)

Cz(ﬁ;t} com £>4

'CZ(g) = Czig;»t) = {gi i LE w}

Zéi N g, = {GL} para 4€w

Zﬁj- N g, = {di} para . = 4+1]
p i & i ;

] (C£+]) = di g (ci) para 4 € w

e ) 3

e X €

a, 4 {c&) para L€ w
he e gﬂe(c.) para L€ w

A i

_ /Q*e . ‘
X, 6: ("'4‘.} para L€ w
e gp-a{ci+1) para 4L€uw

i R
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Diagramas 4.5 :

" Outra opgao p/ TEOREMA 3.8 "

Confome mencionamos nas paginas 8 , 58 e 63 ,
apresentamos aqui nossa tentativa de demonstragao do TEOREMA 3.8
atravéz de um exemplo, com m = 4 e n = 2 , mas "independen-

k.2 -k_4

te" do LEMA 3.7 ., Assim veremos que a equagao Y X Yy X .= &

tem solugao em S, para todo k inteiro n3o nulo.

Podenos escolher £ = 5 , ja que (4,5)=1=(2,5) e que
5>3 . Entao construimos uma séqﬁéncia de pentagonos (£=5), cujos
lados representan as setas indicando as fungOes F (—+») e
G (—=) ,e cujos vértices esperamos representar 0s inteiros que

2.4

dar3o "nomes" aos vértices segundo a relagdo G”Fm(x) = G"F (x)=

4(x) = x+1 , da seguinte maneira :

Inicialmente, todo vértice & ®"semn nome". Veja a Figu-
ra 5a na pagina seguinte. Comecemos por colocar "0" em qual=

quer vértice. Agora, a partir de "0" , seguindo 4 setas de

F (=-+=) e en seguida 2 setas de G {(—=) , cheganos a un
vértice que o "denominaremos" de "1" , isto @ GZF4(G) = 1
Continuando, a partir de "1™ , seguindo novamente 4

setas de F e a seguir mais 2 setas de G , cheganos a outro

- . 4
vértice que o "denominaremos" de "2" , ou seja GZF (1) = 2

Senelhantenente, a partir de "Z" ,com F4 e u

chegaremos a outro vértice que o "denominaremos" de " 3" , en-

t80 GTFPig) 2 8 5 SEGwee

)



[GZF4(x) = x+1 _ -e-m F

—_— G

O = vértices "sem nome"

() iy
o
C@’@@ %.6? C@@

@*--.*—“Th—.*—"—r-— -

. ”\ -'\ ,A
| ‘I 4
-~ '/ J
: O

oA / \
i ) ]
S Figura 5b .

1
-

-
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Desta forma, todos os inteiros n3ao negativos dio
"nomes" a Vértiées; e acreditanos.que assim nenhum vértice rece-
.ba mais que um tal "nane". Acreditamos tambémn que sobfarﬁo un a
infinidade de vértices convenientemente localizados, ainda "sem

nane",

Agora concluiremos o preenchimento dos vértices dos
pentagonos can os inteiros negativos. Naturalmente, ja que F

e G supostamente serao permutacoes de 2 , temos de GZF4 = A

que 3™ gl . Assim os "nomes" ser3o agora dados pela
relagao P = e,
Comegando novamente de "0" , seguindo de ré 2?2 setas

de G (—m) e en seguida também de ré, 4 setas de F (===),
cheganos miraculosamente a um vértice ™sem nome" , que o "deno-

minarenos de "-1" . Veja a Figura 5b na pxyina anterior.

Semelhantemente, a partir de "-1", seguindo de ré ?
setas de G e tamben de ré 4 setas de F , chegamos a outro
i = ~2 -4
vertice e o "chamaremos" de "-2" , Dai, camn G a F- , che-

: gamos-a - "=53" . erss .

Claranente; justapondo as figuras 5a e 5b , tere-

mos cada vértice preenchidos por exatamente um inteiro, e con-

segllentemente conseguinos {F,G} - Sz tal que GZF4 = 4 .

Mas observemos que

F=10 -1 -2 -3 -4)(2 -7 -§ -9 -310){4 -13 -14 -15 -16)...
G= (-6 1 -5 2 -4)(-12 3 =11 4 -10)(-18 5 =17 6 -16)...
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Em geral podemos destacar as seqliéncias QO’CI"" e

*do,dl,,.. das intersec¢des entre os suportes de F e de G d

e r——J respectivamente. Ags-

sim, a pemutagao h intercalavel de I pode ser determinada

pela seta \\\\\ camo segue

identificados pelos tracos

Fe (= = a5 d00dy -‘.-xI Cqliddy =g, eip) wee
| | T
j ' 4
G2d= = wy glley = &y eylley = gy eyl
Isto &
ho=oool==)oiilx, dy y,lix; d ypllx, d, g )..l- -)...

E possivel ver que G = il W Segue gque

6" = wF"h~! . Assim, temos qué 4 = B = g TeR

Mas can t>3 , claramente teremos uma infinidade de
Z2-ciclos de h em Z ; e ja tendo também uma infinidade de -
J-ciclos de h em 2 ; inferimosIQue h @ intercaldvel. Assim,

existe a ESZ tal que ah = h 'sempre gqgue R # 0 . Entdo

I

Veja a PERGUNTA 4.17 na pagina 63 .
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Tabela_4.6 :

" Indice das numeragdes

Conforme mencionamos na pagina 9 , apresentamos aqui

um indice da totalidade das numeragles desta dissertagao.

Definicao 1.1 uuswapg 12 1 Coroglirio 2l nissnePg 28
Lema 12 vvewvis 13 | COPOLATIO Dol e oy v, 20
Definicao 148 cesnains 13 | Corelatit 2B snuiiew 48
Lema 1id cewanes 43 | Corolario 2e7 wuus wus 20
Lema 1.8 snenass L4 | Peorema 2eB snnsine 28
Definigao 1.6 .vcece. 14 | Teorema 28 e s 26
Exemplo N (PRSP Corolério 0 5 . » BT 27
Observagao 1.8 ssevsns 16 | TaOTEra 2L vesuve 27
Lema 1.9 sseeees 16 | Proposicao 2add: ni e i 27
Lema L0 wwesen 71 Propasicas 2:13 secsine 27
Exemplo, 1,11 iewesn 18 | TeOrena 218 swwvnwe 20
Definicao 1il2 vescen 18 | Teorena 35 i e 28
EXeﬁplo 1.13 cawses 18 ] Teorema 218 saasine 2R
Lema 1.14 ....4ss 20 | Teorema 2:17 se0vaee 29
Definicao 1,15 . .isas 21 | Teorema 2.18 sisnas 29
Pergunta LwlB senwivs 21 | Perginta 248 siuenwn €8
LEMA 1:17 .iesesw 21 | Pergunta 2:880 wassse 29
Definicgao LelB: s sunew 22 | Pexrgurta Lkl wnn s - 29
Definigao 1:19 esuaw 23 | Pergunta 232 wuinve 29
Lema | 12D s senn 23 | Patgunts Bold wmwnnw Ad
Pergunta 2.l ssesaes 251 DEfinicac Bl s vus 30
Teorema 202 ansnsen 22 | Lema Bl Smniien 5 N
Teorema B3 saneenw 42 ] NOota Sudad anasw Ak
(continua)
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Nota
Corolario
Lema
Corolario
TEOREMA

- LEMA
Hipotese
HipOtese
Hipotese
HipOtese
Condicgao
Condigao
Condicao
Condigao
Condigao
Condigao
Definicao
Definicao
Definicao
Definigao
Definigao
Definicdo
Definigao
Definicao
Afirmaggo
Afirmacao
Afirmagao
Afirmacao
Afirmacao

Afirmacao

(continuagao)

3-2-'2 aﬁipg
W -

LI A

3.4

BTl v
5 05 i
= I 0% & K
TN S
37413 wuws
- T i 1
R 0 1 .
3. P36 v
3, 12T sune
B BIB owen
3.7.19 e
5 Wl s
= B - (N
3 ToB® e
3.7.23

3'.7.24 R

I
31
k.3
33
34
35

35

35
38
35
o0
35
35
35
35
35
35
35
35
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36
36

Afirmacao
Definigdo
Definicdo
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Nota .
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Nota

Nota
Observacao
Afirmagao
TEOREMA
Teorema
Teorana
Pergunta
Afirmacao

Afirmagao

Afirmacao

Afirnacao
Afirmacdo
Afirmacao
Conjectura
Conjectura
Proposigao
Proposigao
Pengﬁnta
Pergunta
Pergunta
Pergunta
PERGUNTA

PERGUNTA

) 3-?¢25 .-pg

25k

L IR I ]

29:8

LI B A ]

257

LI B O B

25.8

- s e 800

25.'9

L I B ]

Ja ¥

-------

4,2

- 8 8 8 8 8
-------
-------

-------

4.9

4.10

4.11 a8 0 88

4.12

. 8 8 8

4,13

4.14

s &880

4.15

* & s 8 " 8

4.16

& ® 8 8 e

4.17
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50
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50
50
50
50
51
51
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54
58
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60
60
61
61
61
61
62
62
62
62
62
63
63
63
63

63

63
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Tabela 4.7

" Thdice de simbolos "

Conforme mencionamos na pagina 8 e tambén na 24 ,

apresentamos agui, na ordem em que foram definidos, os simbolos

utilizados nesta dissertacgao.

SIMBOLO £ SIGNIFICADO P~ L
A-B S 2 REAR & REB) . iniesvivansesdaniusess A0 = B
[A| 2 cardinalifade e A e senaaeaekeie palnsieE 10 - 8
W g inteliros pao neTabtivor. . csesscasies e b A, s
Z S intelros sisscescccascctccccsnase snnwsdeew 40 = Lk
k EdA 1 RORE R] . sssevisninsisvsads Sennsgnsaen L0 w1
&:0 = cardinalidade dos enumeraveis ..esescces s BN T3
-}%] 2 cardinalidade dos reals .iiiasiccscnnas ey 40 = 14
n|m SR & fator A& M ssaheasvusceas seasaseswes 10 = 1D
nlm = m npao e miltiplo de N ..:cees s sevaseaee 40 = 16
{{x}} = £ N {x+ht ¢ RE€Z} .oveesnvcosacsssssseses 10 =19
mde 2 mAximo SiviEor CONOM - isssvsesws s e sswis ou LG = 24
(a, b) = mde entre a e B, i A ahA R eessesssces 10 = 24
[a, b] =mme entre a4 € b siessesevevssssvsseves 11l = 2
mme z minimo multiplo canum ...cccee- s dad bnanes 4l =2
S(n) = menor fator prind de R - wwssseweee sos g ves Ld = D
M(n) S el 2, 8, i, Y aasiae = sih R it et R e 11 - 6
Dom(§) S AMANIO. BE A wwn a6 i ee oerneveveaE snes L1 = 9
Im(4) 2 magem G- f  Semes s e ns anmeneasiite i % E 11 - 9
Mnd(§) 3 Domif) W Imlig) sserasesvaenans G S as L = E1
§tA :yesbrican de § a A speesensnsis PP « 11 = 13
F[A] £ EElE]l 3 RE A sunenseraas svmns cw e sl ol = 1.4

(continua)
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PrtiX)

Sx=3gm{xl

Prt

clcdo
[16]]
k-ciclo

(a b c d)

Cy tf)
(x y)
Cylgsm)
X4

ponto fixo
ond(4)=n

e My

th

I

i

H

Hi

Hi

i

(continuacao)

Xelacao CONEXA “isessescsss o wue s
{6 : § & fungBo com  Mndlf) C X} .......
{§ ¢+ ¢ Prt(X) com Dom(§) = X} .. .u.uu...
4 ¢ & B poomoteels a8 X oiesesaio. .
{PRL(X) 2 X & conjuntol seeeeeeeeeeosen..
{XX : X & conjunto} S U Y RS TEY
{SX. X B BERTHEIEST i cnmnaiesine RNt

composigao ae § wmom @ ey SR
00 59 1 wivmetenes 5 § § § SRR £

660..
relagao identidade ...
relagao inversa

isomorfismo bigrafico

6 (n

vezes] ..

disjunto como permutacgao

---------

componente ciclica da permutacio

comprimento do ciclo $

ciclo de comprimento kR

as>bw+c +d >a
k-ciclo

permutagao sucessora X =+ X+I

(0 1

2 LI

canponentes ciclicas de

alfabeto
palavras de semigrupo

palavras de grupo

{A,B,C,...,L,U,V}

(continua)

kR-11

LI B I I R T I T I T T R IR

§ en X

transposigao X <=y

{6+ § & pemutacio par de X}

componentes M-ciclicas de 4 em

suporte de 4 e X siiiesussies

é[x) = xE Xﬁ-xé ...... ® % 2 8 » m 8w s e L
n ' Ny AL :

§ = identidade # §~ para OG<i<n

....................

....................

---------

LR I I O B I O B R N B R W)
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(continuagao)

concatenacido das palavras e € B8 .....pg 17

af =

an - S aQQ...0 {n wvezes) Lieea vosnsewawresesve bl
s ¢ palavra vazia § siaihessasesdEviEEines § s 17,
e S PALAVED IDVETSE wussiseseesewervennsasiess o et
a = gsoletracio reversd dé & sescescereassnsnvs L7
segmento = trecho da soletragéo de palavras ...ece... 18
bLoco = segmento maximo da forma b camenis S e D
q(L,a) = quantidade de L em o .eceescen = SR S 19
|a| S oOnprimanto 8 6  ..ssdesdiessssesesseiinies 19
mde (o) smdefqgll,a) @ LE Z} secemsnwnnoninssaniesns e R
& divtal & Idelall- = T wdsnnnes s sismsnmie sl s s snmnesiss 19
vulneravel = mdela) # mde{q(L,a) ¢ L€ Z~={B}} .+.cveeees 19
a = B = g = uYY-]l E B % HA i cemawes s s ae ek 19
sieduedo &« = g mals curta tal que @ = B cesesescsaale s 20
eplxlal = complexidade de o = n® de blocOs ...e.... 20
anvB . T a F A € B f AHd eessese P R aiaen 20
al/n £ {8 & 68BF " .isusnsihenisren s aniesy s i 8 6 Ee e 20
raiz o = 8 , quando 3" =g .e Nl cisecesesscvsne 29
mla) = raiz mais curta de «a (T, NI -
i v oL BRSBTS PR pa————_— 20
MiMpLAgieah =8 5 T+ LA, B} U L4) sensessvessions vy B
a.W.B = o & W-equivalente a B8 ..... PR RS S e TR R 22
o/l R R T Y S — S PRI .
(avx]G =z & representa X em G ; Hlal = X  sssuass 23
avvG E_(a+le para todo x¢ G o S R
M-unmiversal = a++G sempre que QE Mo wessweg ve vinwsisery 43

_ FM-undivexn.

at+X quando XeM e X @ finito ..cees. 23
IM-univer,= a++Y quando YeM e Y & infinito ..... 23

intercalavels Cx{é;m) B o . d o0 INEEMED L wewwdives 30
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