Geometria Analitica Professor Jilio César Tomio

PRODUTO ESCALAR
Definicao Algébrica do Produto Escalar:

Considerando o espaco R e os vetores # = (Xy, Y1, Z1) € W= (X3, Y2, Z2), chamamos de Produto Escalar de % ew, o

numero real dado por:

u'ﬁ/'le.XZ + Y1.Y2 + Z1.2;

Observagoes:

e O produto escalar também é conhecido como produto interno (ou ainda multiplicacao interna) e pode ser indicado por
U-w, Uow ou <L7,Vv> (I8-se: u escalar W). A notacdo # X W para o produto escalar ja estd em desuso, e a

utilizaremos mais adiante para representar o produto vetorial.
e Observe que: % -wW=W-u (propriedade comutativa).

« Para o caso de se trabalhar somente no plano, ou seja, no R?, apenas suprime-se a coordenada “z”.

Definicao Geométrica do Produto Escalar:

Considerando os vetores % = (X, Y1, Z1) € W= (X, Y2, Z,) ndo nulos e “0” o dngulo entre eles, entdo o Produto Escalar de
1 e W pode ser escrito por: C

w

N -

u

ii-w = |ii]|w].cos® | (com0 < 0 < 1800).

Angulo entre dois vetores:

0 angulo entre dois vetores é definido como sendo o menor angulo que um vetor deve girar ao encontro do outro vetor para
que se tornarem colineares. Desta forma, utilizaremos o angulo 8 com a seguinte variagdo: 0 < 6 < 180°.

Da igualdade o -w = |L7 || 171/|. cos 0, vista anteriormente, temos:

w

u . . N . ~
cos 0=—-— como sendo a formula a partir da qual se calcula o angulo © entre dois vetores ndo nulos.
il ]

— — ~ —»A—>
Se O for o angulo entre os vetores # e W, entdo podemos escrever 6 = (u,w)

Normalmente, encontraremos os angulos em duas unidades: o grau (°) e o radiano (rad).
A conversao entre as unidades pode ser feita através de uma regra de trés simples e direta: 180° —» T rad

Lembretes:

- Uma volta completa possui 360° ou 27t rad.
- As calculadoras cientificas trabalham com os angulos em trés unidades: DEG (grau), RAD (radiano) e GRAD (grados).

e A seguir, tem-se as possiveis situagdes no estudo do angulo 0 e do produto escalar de dois vetores ndo nulos:

o “ - g - 0 =0° = % e W sao paralelos (equiversos) s0°=1 = % -w>0
Loayw
0
- u f:\ w = 0 =180° = u e W sdo paralelos (contraversos) cos180°0=-1 = u-w<0
Loaiyw
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@ = 90° (dngulo reto) = u e W sdo perpendiculares (# L W)

w
c0s90°=0 = u-w=0
u
w . S
0 <6 <90°(anguloagudo) = cos6>0 = wu-w>0
0

u
- 900 < @ < 180° (4ngulo obtuso) = cos® <0 = - -W<0
w 0

u

Observacoes:

¢ Nulidade do produto escalar:
u-w=0, se:

i) Um dos vetores for nulo;
ii) Os dois vetores forem ortogonais (perpendiculares) entre si, ou seja, 6 = 90° [Lembre-se que: cos 90° = 0].

A partir disso podemos escrever: i - 0=0 e 0:i=0 ; e particularmente: ;j = ] k=i-k=0.

Vale lembrar os versores (base canonica) dos eixos cartesianos: i= (1,0,0), ] =(0,1,00e k=(0,0,1).

« Em particular, o vetor nulo (0) é perpendicular a qualquer outro vetor e escrevemos: 0 1 Vi .

Enfatizando:

Para os vetores 7 0 e W # 0 temosque #-w=0 < u L W (o produto escalar é zero para vetores ortogonais).

EXEMPLOS:

1) Dados os vetores 4 =37 + 8k e W= (4, \/E, - 5) determine o valor de w1 .

2) Mostre que, para qualquer que seja o vetor i , teremos: a)u-u =|ul’ b) i-0=0
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3) Sendo |2 |=2, | Ww|=3 e 120° o dngulo entre os vetores # e W, calcule u - w.

4) Provar que o triangulo de vértices A(2, 3, 1), B(2, 1, -1) e C(2, 2, -2) é retangulo em B.

—_—

5) Calcule o dngulo entre os vetores V = (2, 1, -1) e AB, sabendo que A(3, 1, -2) e B(4, 0,— 4).

6) Determine um vetor ortogonal aos vetores v, = (1, -1,0) e v, = (1,0, 1).

31



Geometria Analitica Professor Jilio César Tomio

EXERCICIOS — Produto Escalar
1) Mostrar que os pares de vetores dados sdo ortogonais: a)v=(1,-2,3)e w=(4,5,2) b) ie }

2) Dados os vetores % = (1, 1,0) e w= (0, 1, 0), calcule o valor de # - W pelas definicdes algébrica e geométrica.
Sugestdo: faca uma representacdo no R* para auxiliar o calculo de # - W através da defini¢do geométrica.

3) Seja o triangulo de vértices A(-1, -2, 4), B(— 4, -2, 0) e C(3, -2, 1). Determinar o angulo interno aos vértices B e A.

_ —

4) Os pontos A, B, C sdo vértices de um triangulo eq(ilatero com lado de 10cm. Calcule o produto escalar entre AB e AC.
5) Verificar se existe angulo reto no triangulo ABC, sendo A(2, 1, 3), B(3, 3, 5) e C(0, 4, 1).
6) Calcular “n” para que seja de 30° o angulo entre os vetores # = (1, n, 2) e ] .

7) Dados os vetores d = (2, 1, m), b = (m+2, -5, 2) e ¢ = (2m, 8, m), determinar o valor de “m” para que o vetor a + b
seja ortogonal ao vetor ¢ —d .

8) Determinar os angulos internos do triangulo de vértices A(2, 1, 3), B(1, 0, -1) e C(-1, 2, 1).

9) Sabendo que o angulo entre dois vetores % = (2, 1, -1) e V = (1, =1, m+2) é /3, determinar “m".
10) Provar que os pontos A(5, 1, 5), B(4, 3, 2) e C(-3, =2, 1) sdo vértices de um tridngulo retangulo.

11) Qual o valor de “m” para que os vetores @ =mi+5j -4k e b=(m+1)i+2j+4k sejam ortogonais?
12) Determinar o vetor W, paralelo ao vetor #% = (2, -1, 3), de modo que W+ = —42.

13) Determinar um vetor unitério ortogonal ao vetor v = (2, -1, 1).

14) Os lados de um tridngulo retangulo ABC (reto em A) medem 5, 12 e 13. Calcular AB- AC+ BA-BC + CA-CB.

15) Determinar o vetor v, sabendo que |V | =5, V é ortogonal ao eixo Oz, V-W =6 e W=2j+3K.

16) Determinar o vetor Vv, ortogonal ao eixo Oz, que satisfaz as condigdes V-V, =10 e V-V, =-5,sendo V, = (2, 3, -1)
e V,=(1,-1,2).

17) Determine o menor angulo formado entre duas diagonais de um mesmo cubo. Sugestdo: desenhe um cubo no R3,

© Teste sua atengdo e organizacio com o exercicio 18!

18) Dados os vetores 7% = (1, a,-2a-1), vV = (a, a-1,1) e w=(a, -1, 1), determine “a” tal que % -V = (ﬁ + \7)' w.

6§3> 19) Calcular o mddulo dos vetores 1 +V e % -V, sabendoque |%i| =4, |V | =3 equeoanguloentre # e V
€ de 600,

RESPOSTAS - RESPOSTAS - RESPOSTAS — RESPOSTAS - RESPOSTAS — RESPOSTAS - RESPOSTAS
1) Utilize 0 produto escalarl ~ 2) G-w=1 3)B=450e A=900 4)50 5)A  6)+J15  7){-6,3}

8)A = arccos 5. =519, B=arc cos¥2 =570 ¢ C=arc cosA=72° 9)-4 10)BA-BC=0  11){-3,2}

11

12) (-6,3,-9)  13) Um deles é ( 0, ——, — 14) 169 15) (4, 3, 0) ou (- 4, 3, 0) 16)(-1, 4, 0)
V2" \2

17) Aprox. 700 18)a =2 19) V37 e V13

Para refletir: Bem melhor arriscar coisas grandiosas mesmo expondo-se a derrota, do que formar fila com os pobres de espirito, os quais
vivem nessa penumbra cinzenta, e ndo conhecem nem vitoria, nem derrota. (Theodore Roosevelt)
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