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Capitulo 1

MATRIZES E SISTEMAS

1.1 Tipos de matrizes

Definigao: Chama-se matriz de ordem m X n a uma tabela de m - n elementos
dispostos em m linhas e n colunas:

ail A12 eeeennn A1n

a1 a22 ... agn
A =

Am1 Am2  ceeeennn Amn,

Notagao: Costumamos denotar as matrizes por letras latinas maiisculas: A,
B, C, ...

Matriz coluna: E a matriz de ordem m x 1.
1

2

3
A:[l]lxli B =

W N

ax1 999
| 1000 |

1000x 1
Matriz linha: E a matriz de ordem 1 x n.

Exemplo 1 :

A=[],,, D=[-1 -2 -3 —4 -5 —6 -7 —10]
Matriz nula: E a matriz A = [a;]
1<j<n.

1x8

mxn onde Aij = 0,paral <7< me

Exemplo 2 :



o O O
o O O
o O O
o O O

; N=10]

o O OO
o O OO

0 0 0 0

Observagdo: Denotaremos freqiientemente a matriz nula por 0.
Matriz quadrada: E a matriz de ordem n X n.

aix - Gin
A =
Gnl e Ann

Os elementos da forma a;; costituem a diagonal principal
Os elementos a;; em que 7+ j = n + 1 constituem a diagonal secundéria.

3 3
Exemplo 3 : A=[0],,,, B:[3 3}

Matriz diagonal: Matriz diagonal é a matriz quadrada A = [a;;] onde
a;; =0 para i # j:

ai1 0 e O 0
0 0
A:
0 : - .0
| 0 0 -+ 0 ann |

Notagao: diag(A) ={a11, - ,ann}

Exemplo 4 : A=10],,, , B:[g g}

Matriz identidade: E a matriz diagonal I onde diag(I) = {1,---,1}.
Notagao: I,, representa a matriz identidade de ordem n.

Exemplo 5 :
10 --- 0
01 0 0
1 0
[2{0 1} » Ti00 =
0 0 0
0 0 0 1



Matriz transposta: Dada uma matriz A = [a,;]

outra matriz AT = [b;;]

nxm’

mX

AT ¢ denominada a transposta de A.

ail a2
a1 a2
A= .
| Gm1  Om2
Exemplo 6
1 2 3
11 12 13
A= 21 22 23
31 32 33
| 41 42 43
D= [ -1 -2 -3

24
34
44

—4

A1n ail
A2n a12
. = AT =] |
Amn mxn (50
5 1 11 21
15 2 12 22
25 | = AT =13 13 23
35 4 14 24
45 5 15 25
-5 —6 ]1><6 = D' =

31
32
33
34
35
-1
-2
-3
—4
)
—6

41
42
43
44
45

6x1

> podemos obter uma
cujas linhas s@o as colunas de A, isto &, b;; = a;;.

Matriz simétrica: Uma matriz quadrada S = [a;;] é simétrica se ST = §

Exemplo 7 :
1 5 9]
S=1[15 3 81|, N = {(1) (1)}
9 8 7 |
Matriz anti-simétrica: Uma matriz quadrada A = [a;;] é anti-simétrica
se AT = —A.
[0 3 4
Exemplo8 : A=| -3 0 -6
| -4 6 0
Matriz triangular superior: A matriz quadrada A = [a;;] que tem os
elementos a;; = 0 para i > j é chamada matriz triagular superior.
5 4 7 9
0 3 -8 4 0 1
A= 00 —2 3 ) B = |: 0 0 :| 9 -[10000
00 0 6
Matriz triangular inferior: A matriz quadrada A = [a;;] que tem os

elementos a;; = 0 para 7 < j é chamada matriz triangular inferior.

Exemplo 9 :

nxm



5 0 0 0 10 00
4 3 0 O 02 00
B= 7T 4 =2 0|’ ¢= 0 0 2 0
91 2 6 0 0 0 2

1.2 Operagoes com matrizes

Adigao: Dados A = [ay],,, ., ¢ B = [bijl,,,, definimos A+ B por,

A+B = [aij +b”]

mXn

Propriedades:

i)A+B=B+ A

i) A+(B+C)=(A+B)+C

iii) A+0=A4

Multiplicagao por escalar: Seja A = [ay], ., € k um nimero real
definmos & - A por

kA = [k’ . aij]an
2 10 -4 =20

ExemplolO.—Q{1 _3]—{_2 6 ]

Propriedades:

i) k(A+ B)=kA+ kB
ii) (k1 + ko)A =kiA+ koA
iii) 0-A=0

iV) k‘l (k}QA) = (k)lkg)A

Multiplicacdo de Matrizes: Sejam A = [a;j]
mos A - B por AB = [c;j],, ., onde

e B = [b”] defini-

mXxn nxp’

n

Cij = E aikbkj = ailblj + ... + ambnj
k=1

Observe que o niumero de colunas de A deve ser igual ao nimero de linhas
de B.

Exemplo 11 :



2 1 1 1 2-141-0 2-(-1)+1-4 2 2
4 2 {0 4 ] =14-142-0 4-(-1)+2-4 | =|4 4
5 3 1., 2x2 5:143-0 5-(-1)+3-4 5 7
Propriedades da multiplicacao de matrizes:

i) AI=TA=A iv) (AB)C = A(BC)
ii) ABB+C)=AB+ AC v) (AB)T = BT AT
iii) (A+ B)C = AC + BC vi) 0A=A0=0

Propriedades da matriz transposta

i) (A+ B)T = AT + BT

ii) (AA)T = XAT | onde A é um niimerto real
iii) (AT)T = A

iv) (AB)T = BT AT

Matriz inversa: Dada uma matriz quadrada A = [a;;], se existir uma
matriz B que satisfaga AB = BA = I diz-se que B ¢ a inversa de A e denota-se
B por A~ ' ouseja, ATTA=AA" =1

Exemplo 12 :

[ L [2 =3

A‘[? 2]’ A _[—7 11]‘

Dizemos que uma matriz A é inversivel (ndo singular) se existe a matriz
inversa A~!, caso contrdrio dizemos que a matriz A é nao inversivel (singular).

Algumas propriedades importantes:

I) A é néo singular se o determinante de A é diferente de zero. A é singular
se determinante de A é igual a zero.

ii) Se A admite inversa (det A # 0) esta é tnica

iii) Se A é nao singular, sua inversa A~! também ¢, isto &, se det A # 0
entdo det A= # 0. A matriz inversa de A= é A.

iv) A matriz identidade I é nao singular (poisdetI =1)e I71 =1

v) Se a matriz A ¢ ndo singular, sua transposta AT também é. A matriz
inversa de AT ¢ (A~1H7T, isto ¢ , (AT)"! = (A™1)7T, dai concluimos que se
det A # 0 entdo det AT # 0.

vi) Se as matrizes A e B s@o nao singulares e de mesma ordem, o produto
AB ¢ uma matriz nio singular. Vale a relagdo (AB)~! = B~1A~L.

Exemplo 13 :

2 3 2 3 e
A[2 2}:>det[2 2}2¢Aenaosmgular

1 10 1 10 o
B—[l 10}:>det[1 10}—0:>Aes1ngular

Matriz ortogonal: Uma matriz M, quadrada, cuja inversa conicide com
sua transposta ¢ denominada matriz ortogonal. Portanto M é ortogonal se
M~1 = MT, ou seja,



MMT = M"M =1

|

Poténcia de uma matriz: Dada uma matriz quadrada A a matriz AP =

—
w‘&w\

|
oLl

Exemplo 14 : M = [

A-A-... - A é chamada poténcia p de A.
p vezes

Exemplo 15 :
12 s | 9 8 3 | 41 42
A[4 3}’14 [16 17}’A [84 83]

1.3 Matriz escalonada

Definicao: Uma matriz m x n é linha reduzida a forma escada, ou escalonada,
se:

a) O primeiro elemento nao nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha
tem todos os seus outros elementos iguais a zero.

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto ¢,. daque-
las que possuem pelo menos um elemento nao nulo)

d) Se as linhas 1, ..., p sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao

nulo da linha 7 ocorre na coluna k1, entao k1 < ko < ..... < k.
Exemplo 16 :
1 0 0 0
1) | 0 1 —1 0 [ nao é forma escada. Nao vale b).
|00 1 0
[0 2 1
2) | 1 0 =3 | ndo é forma escada. Nao vale a) e b).
|1 0 0
[0 1 -3 0 1
3)] 0 0 0 0 0 [ nao éforma escada. Nao vale c).
(000 -1 2
[0 1 =3 0 1
4)1 0 0 0 1 3 | éforma escada.
|00 0 00

Operacgoes elementares linha: Sao trés as operacoes elementares sobre
as linhas de uma matriz.
1°) Permuta da ¢ — ésima e j — ésima linha (L; < L;).

Exemplo 17 :



1 0 1 0
4 -1 |y~ Ls| -3 4
-3 4 4 -1
2°) Multiplicagao da i — ésima linha por um escalar ndo nulo k (L; — kL;).

Exemplo 18 .
1 0 1 0
4 —1 | Ly — —3Lsy | —12 3
-3 4 -3 4

3°) Substitui¢do da i — ésima linha pela i — ésima linha mais k vezes a
j — ésima linha (L; — L; + kL;)

Exemplo 19 :
1 0 1 0
4 -1 L3 — L3 + 2L1 4 -1
-3 4 -1 4

Se A e B sao matrizes m x n, dizemos que B é linha equivalente a A, se B
for obtida de A através de um numero finito de operacoes elementares sobre as
linhas de A. Notacdo A ~ B.

Exemplo 20 :
1 0 ] 10
4 —1 | élinha equivalente a | 0 1 | pois
| -3 4 ] 0 0
[ 1 0 ] 1 0 1 0
4 -1 L2 —>L2—4L1 0 —1 L3 —>L3+3L1 0 —1
-3 4 -3 4 0 4
1 0 1 0
L2 — 7L2 0 1 L3 — L3 - 4L2 0 1
0 4 0 0

Teorema: Toda matriz A de ordem m x n ¢ linha equivalente a uma tnica
matriz linha-reduzida a forma escada.

Exemplo 21 : Dada a matriz

2 1 3
A=1]14 5 6
31 -2
obtenha uma unica matriz B na forma escada linha equivalente a matriz A.
2 1 3 1 % % 1 % %
4 5 6 Ly — L1 4 5 6 Ly—Lo—4L; | 0 3 0
3 1 =2 31 - 3 1 -2
1 3 3
L5 3 13 3
L3—>L3—3L1 0 3 0 L2—> L2 0 1 0 L3—>L3+
0 -1 _13 0 —1 _13
2 2 2 2

1
3L



1 1 3 1 1 3 1 0 2
2 2 2 2 2
01 0 Ly——2Ls| 0 1 0 |Li—>Li—iL, [0 1 0
00 -1 0 0 1 0 0 1
1 00
Li—Li—3L3 [ 0 1 0
0 0 1

Exemplo 22 Dada a matriz A obtenha uma matriz na forma escada equiva-
lente a matriz dada.

1 00 0 101 0
1 010 010 1
aAly 10 1 Pl 101
10 0 -1 01 1 1

Posto de uma matriz: Dada uma matriz A, xn, seja By, x, a matriz linha
reduzida a forma escada, linha equivalente & matriz A. O posto de A, denotado
por p, é o nimero de linhas ndo nulas de B e a nulidade de A é n —p, onde n é
o numero de colunas de A e p é o posto de A.

Exemplo 23 : Encontrar o posto e a nulidade das matrizes:

1 2 1 0
a)A=1| -1 0 3 5
1 -2 1 1
1 0 0 -1
Solucdo: A matriz A é linha equivalente a matriz B = [ 0 1 0 1—;
0 0 1

|

portanto o posto de A ¢ 3 (o nimero de linhas nao nulas da matriz B) e a
nulidade é n—p =4—3 =1 (n é o numero de colunas da matriz A e p é o posto

de A)

b) A=

(e} O»\»—A@‘E

1
0
0
0

2 1 10
01 1
00 -3
00 O
Solugao posto de A = 3 e nulidade de A ¢ 0

o

=B =

0

1

0

0
Solucao: posto A =2 enulidadede A é3—-2=1

1

1

c) A= 9

3

2
0
1
1

O Onlm =

1.4 Calculo da inversa

Cadlculo da inversa por escalonamento: Para se determinar a matriz inversa
de uma matriz A, nao singular, através de operagoes elementares entre as linhas
da matriz fazemos o seguinte:

10



a) Coloca-se ao lado da matriz A a matriz I, separada por um trago vertical

tracejado.

b) Transforma-se por meio de operagoes elementares a matriz A na matriz I,
aplicando simultaneamente & matriz I colocada ao lado da matriz A as mesmas

operacoes elementares aplicadas & matriz A.

Exemplo 24 : Calcular inversa da matriz A = [ i :1)’ } por escalonamento.
2110L—>1L1%%0L—>L—4L
4 3 0 1|7 7243 0 17 !
1 1 1 0 1 0 2 1
2 2 _1 2 2
{0 1 =2 1}L1_’L1 2L2[0 1 -2 1

1.5 Determinantes

Definigao: Determinante de uma matriz A é um nimero real associado & matriz

A. Notagao: det A.
Denotamos também o determinante da matriz A,

ai @12 ot OGln-—1
a21 a22 crr G2np-—1
A =
p—-11 Gp—12
an1 an2 e Ap—1n
por
a11 a12 o Qln-—1
a21 @22 ot G2n-—1
det A =

Up—11 Qan—12

apl Apn2 e Gp—1n

Propriedades do determinante:

1) det A = det AT
2) det(AB) = det Adet B

Qp—1n

a/TLTL

Q1n
A2n

Un—1n

a’TLTL

3) Se a matriz A possui uma linha ou coluna nula entdo det A =0
4) Se a matriz A tem duas linhas ou colunas iguais entdo det A =0

11



5) Se na matriz A uma linha (ou coluna) é miltipla de outra linha (coluna)
entao det A =0

6) Trocando a posi¢ao de duas linhas (colunas) o derminante muda de sinal

7) Quando se multiplica uma linha (coluna) de uma matriz A por um nimero
k # 0 o determinante fica multiplicado por esse mesmo nimero.

8) O determinante de uma matriz A nao se altera quando se faz a seguinte
operacao entre linha: L; — L; + kLj;.

9) O determinante de uma matriz triangular superior ( ou inferior) é igual
ao produto do elementos da diagonal principal.

10) A partir de det(AB) = det Adet B temos

det(AA™!) =det] = det Adet A~ =1=det A = 21—

Cdlculo do determinante por triangulagao. Para se calcular o determi-

nante de uma matriz A usamos as operacoes elementares linha de modo a obter
uma matriz triangular superior (ou inferior) observando as propriedades do de-
terminante e fazendo as compensacoes necessarias.

2 -1 1
Exemplo 25 A=1| 2 0 -1
3 -1 0
2 -1 1
detA=|2 0 —1 | Ly «— L3 (Quando permutamos as linhas o deter-
3 -1 0
minante troca de sinal)
2 -1 1
(-1)detA = |3 —1 0 |L; — 3L;(Quando multiplicamos uma linha
2 0 -1
por um nimero o det. fica multiplicado pelo mesmo nimero)
1 =t 1

7 2
i(-1)detA=1]3 -1 0 Ly — Ly + (—3)L; (Esta operagdo nao al-
2 0 —1| Ls— Ls—2L,
tera o determinante)

1 =t 1
2 2
i(-1)detA=|0 5 (Esta operagao nao altera o
O 1 -2 L3 i L3 - 2L2
determinante)
1 =t 1
2 2
3(-1)detA = | 0 3 3 [(O determinante de uma matriz triangular
0 0 1

superior ¢ o produto dos elementos da diagonal principal)
1(-1)det A=1=detA=-1

Cadlculo do determinante por desenvolvimento de Laplace:

Regra de Chié

12



Se a matriz A é de ordem 2 x 2 entao:

d ail a2 | _
et = 011022 — 421012

a1 a2
5 1
det{2 3}—5*3—2*1—13

Regra de Sarrus
Se A é é& de ordem 3 x 3

ail a2 ai3 ail a2
aix a2 a3 N NS NS /!

A= a21 a2 G23 = a21 a22 a23 a21 a22
as1r asz2 ass / NS NS N

asy a3z a33 asi a3z

det A = (a11a22a33) + (a12a23031) + (a13a21a32) — (a31022013) — (a32023011) —
(azzaziaiz)

Desenvolvimento de Laplace

Para uma matriz de ordem n x n usamos o desenvolvimento de Laplace qué
é dado pela férmula.

n
det Aan = Z a,-j(fl)”j det AU
j=1
onde A;; ¢ a submatriz obtida a partir da matriz A eliminando-se a 7 — ésima
linha e a j — ésima coluna da matriz A. Se chamarmos A;; = (—1)""7 det A;;
entao

det Aan = Zaiinj

j=1
Exemplo 26 :
-1 2 3 -4
o
2 5 3 1

Vamos calcular o determinante da matriz fazendo o desenvolvimento pela
primeira linha (note que seria mais conveniente desenvolver pela segunda linha,
pois ela possui dois elementos nulos).

2.0 0 4 0 0
det A=—1(—1)"1| 2 =3 0 |+2(-1)*2| -1 =3 0
53 1 2 3 1
4 20 4 20
1313 | =1 2 0| +(—4)(-D)H] -1 2 -3
2 5 1 2 5 3
det A = (=1)(1)(=6) + 2(=1)(=12) 4 (3)(1)(10) + (=4)(=1)(78)

det A = 372.

13



1.6 Sexta lista de exercicios

1. Verifique se as afirmagoes abaixo sao VERDADEIRAS ou FALSAS.
Se forem verdadeiras, demonstre. Se forem falsas, dé um contra-exemplo.

) () Se uma matriz quadrada A for ortogonal entao det A = +1.
) () det(I+A)=1+detA
c) () Se A & uma matriz simétrica entdo A + AT também é simétrica.
) () Se Ae B sdo inversiveis entdo A + B também é.
) () Se A & uma matriz anti-simétrica de ordem 3, entdo det A =0
) ()

Se A é nao-inversivel e AB =0 entdo B =0

2r—1 0

Determine o valor de x para que A seja uma matriz simétrica.

2
2.SejaA={ 2 " }

3. Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica, ou seja, A = .S+ N onde
S é uma matriz simétrica e N é uma matriz anti-simétrica. Sugestao:
Determine S e N em fungdo da matriz A.

4. Suponha que A # 0 e AB = AC onde A, B,C sdo matrizes tais que a
multiplicacao esteja definida. Pergunta-se:

(a) B=C?

(b) Se existir uma matriz Y, tal que YA = I, onde I é a matriz identi-
dade, entdao B = C?

5. Mostre que a matriz

cosf) —sinf 0
M = | sinf cos@ 0
0 0 1

é uma matriz ortogonal.

6. Sejam P e () matrizes ortogonais de mesma ordem.

(a) PQ é uma matriz ortogonal? Justifique sua resposta.

(b) Quais os valores que det @ pode ter?

7. Dada uma matriz A de ordem m x n mostre que a matriz AAT é uma
matriz simétrica de ordem m x m. A matriz AT A é simétrica? Qual sua
ordem?

14



8. Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de casa: moderno,
mediterraneo e colonial. A quantidade empregada em cada tipo de casa é
dada pela matriz

Ferro Madeira Vidro Tinta Tijolo

Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

(a) Se ele vai construir 5,7 e 12 casas dos tipos moderno, mediterraneo
e colonial, respectivamente, quantas unidades de cada material serao
empregadas?

(b) Suponha agora que os pregos por unidade de ferro, madeira, vidro,
tinta e tijolo sejam respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 reais. Qual o
preco unitdrio de cada tipo de casa?

(¢) Qual o custo total do material empregado?

9. Calcule o determinante de A onde

(3 —1 5 0
0 2 1
(@) A=14 1 3
11 0

[ 3 0 0 0 O

19 18 0 0 0

(byA=| 6 ©# -5 0 0

4 V2 V3 0 0

| 8 3 5 6 -1
1 1 1

10. Mostre quedet| a b ¢ | =(a—b)(b—c)(c—a)

a’> b 2

11. Encontre A=, onde

(4 —1 2 =2
3 -1 0 O
@ A=1y, 5 1 ¢ |
0 7 1 1
(1 0 =z
by A=1]1 1 22
_2 2 22

15



12. Encontre os valores d k para os quais a matriz

é nao inversivel.

13. Existe alguma matriz "inversivel"X tal que X2 = 07 Justifique sua re-
sposta.

14. Encontre todos os valores de A para os quais a matriz A — Al tem inversa,
em que

0
0
1

W = NN
OO
N O OO

-1
15. Para a matriz A = (a;j)de ordem 2 definida por a;; = ¢ + j, calcular
f(t) =det(A — tly) e resolver a equagao do segundo grau f(¢) = 0.

16. Para a matriz definida por:

a b
=l
calcular f(t) = det(A—tIs) e resolver a equagao do segundo grau f(t) = 0.

1.7 Sistema de equacoes lineares

1.7.1 Introducao

Uma equagao linear é uma equagao da forma

a121 + asxo + azxrz + ...... + apT, = b

na qual a1, as, as, ...., a, Sa0 0s respectivos coeficientes das varidveies x1, T2, T3, ...., Tp
e b é o termo independente. Os numeros aq,as,as,....,a, € o termo indepen-
dente b geralmente sao nimeros conhecidos e as varidveis x1, T2, T3, ...., Ty SA0
as incognitas.

Os valores das varidveis que transformam uma equagdo linear em uma iden-
tidade, isto é, que satisfazem a equacao, constituem sua solucdo. Esses valores
sao denominados rafzes das equacoes lineares.

A um conjunto de equacgoes lineares se dd o nome de sistema de equagoes
lineares e tem a seguinte representacao:
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a11x1 + a12x2 + a13x3 + ...... + a1, = b1
a21%1 + G209 + ag3xs + ...... + aspx, = bs

Am1T1 + Qoo + 33 + ...... + Gynn = by

Os valores das varidveis que transformam simultaneamente as equagoes de
um sistema de equacgoOes lineares em uma identidade, isto €, que satisfazem a
equagao constituem sua solugao.

Diz-se que dois sistemas de equagoes lineares sao equivalentes quando ad-
mitem a mesma solucao.

Exemplo 27 Os sistemas

20+ 3y =11 10z — 2y =38
—r+y=-3 € —3x+5y=-"7

sao equivalentes pois possuem as mesmas solugoes, t =4 ey =1

Quanto as solucoes, trés casos podem ocorrer:

1) O sistema possui uma tnica solugao. Neste caso dizemos que os sistema
é compativel e determinado

2) O sistema possui infinitas solugdes. Neste caso dizemos que o sistema é
compativel e indeterminado.

3) O sistema néo possui nenhuma solugéo. Neste caso dizemos que o sistema
é incompativel.

1.7.2 Sistemas e matrizes.

Dado um sistema linear na forma,

a11x1 + a12T2 + a13x3 + ...... +aipr, = b1

a2121 + G222 + a23T3 + ...... + aonr, = b2
(1.1)

Am1X1 + oo + Am3x3 + ...... + GnTn = bm

podemos representa-lo matricialmente utilizando as notagoes da teoria de ma-
trizes da seguinte maneira:

Se
ail a12 A1n
a21 a22 G2n
A=
Aml Am2 - Omn
T1 by
T2 bo
X = B =
T bm
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podemos escrever o sistema (1.1) na forma matricial:

AX =B

onde A é a matriz dos coeficientes, B a matriz coluna dos termos indepen-
dentes e X é a matriz coluna das incégnitas.
Ao sistema (1.1) associamos a seguinte matriz:

a1 aig - Gip | by
a1 Qg2 - A2p | ba
am1 Am2 et Amn | bm

que chamamos matriz ampliada do sistema.
Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sao
equivalentes.

Dada a matriz ampliada do sistema de equagoes lineares consideramos a
matriz linha reduzida a forma escada obtida a partir da matriz ampliada do
sistema:

Teorema:

1) Um sistema de m equagdes e n incégnitas admite solugdo se, e somente
se, o posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.

2) Se as duas matrizes tem o mesmo posto p e p = n (ndmero de colunas da
matriz dos coeficientes, ou nimeros de varidveis) a solugéo é tnica.

3) Se as duas matrizes tem o mesmo posto e p # n podemos escolher n — p
incégnitas e as outras incégnitas serao dadas em fungao destas. O niimero n—p
é chamado grau de liberdade do sistema.

Resumo: Dado um sistema de m equagoes e n incégnitas seja A, a matriz
ampliada do sistema e seja A, a matriz linha equivalente a matriz A, onde
a matriz dos coeficientes estdo na forma escada. Seja p, o posto da matriz
ampliada e p. o posto da matriz dos coeficientes obtidos a partir da matriz A..

e Se p, # p. entdo o sistema é incompativel ( ndo possui solugio)

e Sep, = p. entdo o sistema é compativel (possui solugdo). Sejap = p, = pe,
se p = n entdo o sistema é compativel e determinado (possui uma tnica
solucdo). Se p < n o sistema é compativel e indeterminado (possui infini-
tas solugbes). Sempre que um sistema possuir infinitas solugoes deveremos
atribuir valores a algumas varidveis e determinar o valor das outras var-
idveis em fungao destas. O nimero de varidveis as quais deveremos atribuir
valor é o grau de liberdade do sistema, dado pelo nimero n — p.

1) Classificar e resolver o sistema:

|
o0

2x1 + x9 + 373
4xr1 + 229 + 223
21E1 + 5352 + 31’3 = —12

Il
>~
—~
=
[\)
~—
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Solucao:
Matriz Ampliada

2 1 3 | 8
Ag=14 2 2 | 4
2 5 3 | -12

Matriz linha equivalente a matriz ampliada, onde a parte da matriz dos
coeficientes estd na forma escada

100 | 2
Ac=1]0 10 | -5
001 3

De A, obtemos: p. =3, p, =3 en = 3.
P = pe = Po = 3 = sistema compativel
p = n = sistema compativel e determinado (possui uma tnica solugio)

A matriz A, é a matriz ampliada do seguinte sistema:

1‘1:2
.232:—5
.Z‘3:3

Como sistemas equivalentes tem a mesma solugao, a solugdo do sistema (1.2)

ZZ?1:2
$2:*5

2) Classificar e resolver o sistema:

4y 4+ 2z + 62 = —6
—4z—-2y+3x = =38
T+ 3z + 2y = -3
2r+4y+62z = —6
3x—2y—4z = —38 (1.3)
T+2y+3z = -3
2 4 6 | —6
A,=1|3 -2 -4 | -38
1 2 3 | -3
1 41
Lo TBZ | _9I
Ae == 0 ]. g ‘ g
0 0 O | 0
Neste caso temos:
n=3
Pa = 2

Pe=2=p=2

p < n =sistema compativel e indeterminado (infinitas solugoes)
grau de liberdade =n —p =1

O sistema (1.3) é equivalente ao sistema

19



r — iz = —42—1

{ y o+ B2

Para encontrar uma solu¢do (note que existem infinitas solugoes) devemos
atribuir valor a uma das varidveis (pois o grau de liberdade ¢ 1) e determinar as
outras. Note que fica mais facil se atribuirmos valor a varidvel z : Por exemplo
fazendo z =0 temose = = —% ey = % ( Poderfamos atribuir outro
valor qualquer a z, e para cada valor de z teremos os valores correspondentes
de x e y, dai temos infinitas solugdes)

3) Classificar e resolver o sistema:

6r —4y —2z = 3

TH+y+z = 1

3r—2y—2z =1

6 -4 -2 | 3

A, =11 1 1 | 1

3 -2 -1 | 1

1 0 1 e

ac|ot 10

e 5 10

000 | -2

Neste caso:

n=23
pc:2

Do = 3 = po # pe =>sistema incompativel (ndo possui solugao)

1.7.3 Solugao de um sistema por matriz inversa

Usando a notagao matricial para sistemas lineares temos

CX = B (supondo que existe C™1)
C~'CX = C7'B (observe que estamos multiplicando C~! pela esquerda)
IX = C'B
X = C'B

Logo para se determinar a solugao basta multiplicar a matriz inversa dos
coeficientes pela matriz dos termos independentes (pela esquerda, ja que a mul-
tiplicagdo de matrtizes ndo é comutativa). Se a matriz C nio tem inversa entao
ou o sistema nao possui solugdo ou possui infinitas solugoes.

Exemplo 28 :
—2x+3y—2 = 1
x—3y+z = 1
—x4+2y—2z = 1
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C=|1 =31 B=|1 X=1y
-1 2 -1 1 z
-1 -1 0

c'=|0 -1 -1
1 -1 -3

CX =B

X: —1

x -1 -1 0 1 -2

y|=]0 -1 -1 1| =] -2

z 1 -1 -3 1 -3

1.8 Sétima lista de exercicios

1. Resolva o sistema de equagoes, escrevendo a matriz ampliada do sistema
inicial e escrevendo o sistema final do qual se obterd a solucao do sistema

original:
2c —y+3z = 11
dr—3y+2z = 0
r+y+z = 6
3r+y+z = 4

T+y+3z=2
2. Considere o sitema linear ¢ x + 2y +4z =3 . Para que valores de a e b
r+3y+az=>
o sistema
(a) tem uma infinidade de solugdes?
(b) tem tnica solugao?

(c) é impossivel?

3. Reduza as matrizes & forma escada através de operagoes linhas:

(1 —2 3 -1
(ay | 2 -1 2 3
|3 1 2 3
[0 2 2
1 1 3
(b) 3 —4 2
|2 -3 1

4. Determine k para que o sistema admita solugao

—dr+3y = 2
Sr—4y = 0
20—y = k
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10.

11.

12.

Encontre todas as solugoes do sistema

T1 4+ 3rs + 223 +3x4 — Txs = 14
201 + 620 +x3 — 224+ D15 = —2
1’1+3LL’2 7333‘{“2:175 = 71

Apresente todos os possiveis resultados na discussao de um sistema néo-
homogéneo de 6 equacgoes lineares com 4 incégnitas.

Se A é uma matriz 3 X 5, quais sdo os possiveis valores da nulidade de A?
E se A for 4 x 27

Explique por que a nulidade de uma matriz nunca é negativa.

Chamamos de sistema homogéneo de n equagdese m incognitas aquele
sistema cujos termos independentes sao todos nulos.

(a) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?

(b) Encontre os valores de k € R, tais que o sistema homogéneo

20 —dy+2z = 0
r+y+z = 0
2z + k= =0

tenha uma solucgao distinta da solugao trivial.

Se det A = 0, entao o sistema homogéneo AX = 0 tem infinitas solugoes
? Justifique sua resposta.

Podemos resolver um sistema usando matriz inversa da seguinte forma:

AX = B
A7'AX = A°'B
X = A'B

Isto é 1til quando desejamos resolver varios sistemas lineares que possuem
a mesma matriz dos coeficientes.

1 2 -2
Usando a teoria acima resolva os sistema AX = Bonde A= | 2 5 —4
3 7 =5
e
1 -1 1000 111
a)B=|2|b)B= 3 c) 10 d) | 311
3 100 100 511

Resolva o sistema matricial D~'X = A onde D = diag(1,2,3,4,5,6)
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13.

14.

15.

16.

Cosrtura Cola

Capa Mole 1 non 2 non
Capa Dur 2 nin 4 nun
| Loz Snmn Snun

1 0 0 0 1 1

01 2 2 2 2

0 01 1 1 1
A= 0 00 1 -1 -1

0 000 1 0

0 000 O 1
Classifique o sistema e exiba uma solugao, caso ela exista:

20 4+4y+62z = —6

3r—2y—4z = -—38

r+2y+3z = =3

Uma editora publica um best-seller potencial com trés encadernagoes difer-
entes: capa mole, capa dura e encardenacao de luxo. cada exemplar ne-
cessita de um certo tempo para costura e cola conforme mostra a tabela
abaixo:

Se o local onde sao feitas as costuras fica disponivel 6 horas por dia e o
local onde se cola, 11 horas por dia, quantos livros de cada tipo devem
ser feitos por dia, de modo que os locais de trabalho sejam plenamente
utilizados?

Num grande acampamento militar ha 150 blindados dos tipos BM3, BM4 e
BMS5, isto é, equipados com 3, 4 e 5 canhodes do tipo MX9 respectivamente.
O total de canhdes disponiveis é igual a 530. A soma dos BM4 com os BM5
corresponde aos 2 / 3 dos BM3. Se para o inicio de uma manobra militar,
cada canhao carrega 12 projéteis, quantos projéteis serao necessdrios para
o grupo dos BM4 no inicio da operacao?

a) Em cada parte, use a informagao da tabela para determinar se o sistema
AX = B é possivel. Se for, determine o nimero de varidveis livres
da solugao geral. Justifique sua resposta.

(@) | (b) () | (d)
. | Tamanhode A | 3x3 | 9x5|4x4]|3x3
(a) i Posto de A 2 3 0 3
Posto de [A |B] 3 2 0 3

b) Para cada uma das matrizes da tabela acima determine se o sistema
homogéneo AX = B, é possivel. Indique a quantidade de solugées
para cada caso.
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1.9 Apéndice

1.9.1 Ca&lculo da inversa por adjunta

Dada uma matriz , lembramos que o cofator d;; do elemento a;; da matriz A é
o elemento (—1)"*7 det A4;;, onde A;; é a submatriz de A obtida extraindo-se a
i — ésima linha e a j — ésima coluna. Com estes cofatores forma-se uma nova
matriz A, denomindada matriz dos cofatores denotada por A. Portanto

A = [d;j]
onde dij = (—1)i+j det Aij
Exemplo 29 :
2 1 0
A= -3 1 4
1 6 5
_ _ 141 [ 1 4 — —
a1 =2=dy1 = (—1) det 6 5 —1*(—19)——19
— — 142 [ -3 4 ] — —
aia =1 =digs = (—1) det 1 5 =—1x (—19) =19
a3 = 0= diy = (~1)"Fdet | [0 ¢ | =1x(-19)= 19
— — 241 ) 1o ] — —
a1 = —3=do; = (—1) det 6 5 = —1x% (5) =-5
_ _ 242 [ 20 | __ —
20 =1 = dyo = (—1) det 1 517 1% (10) =10
a3 :4:>d23: (—1)2+3det ? é 2—1*(11) =-11
_ e ] U O] Sy -
a31—1:>d31—(71) det 1 4 —1*(4)—4
— — 342 [ 2 d — —
a32—6:>d32—(—1) det 3 4 ——1*(8)——8
azz =5 = dzz = (—1)3+3det 2_3 1 :| = 1*(5) =5
-19 19 -19
A=| -5 10 -11
4 -8 b5

Defini¢ao: Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz adjunta de
A a transposta da matriz dos cofatores de A e denotaremos adj A. Portanto adj
A=A"
Teorema: Uma matriz quadrada A admite inversa se e somente se det A # 0.
Neste caso
Al =

1 .
dot 4\ 244)
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1.9.2 Regra de Cramer

Um outro método de resolugao de sistemas lineares de ordem n x n é a Regra
de Cramer onde as solugoes do sistema linear sao calculadas usando o deter-
minante. Justamente por usar o determinante este método torna-se invidvel
computacionalmente, mas é bastante pratico em certas questoes tedricas.

a11x1 + a2 + a13x3 + + aipnxr, = b1
a211 + ag9xo + 233 + ...... + agpx, = bg
Ap1T1 + Ap2T2 + Gp3Ts + ...... + pnxn = by,

Na forma matricial este sistema é escrito da seguinte maneira:

a1l a2 - Gln T by
a1 G2 - Q2p T2 bo
an1 an2 e Ann Tn bn

Supondo que det C # 0 e portanto que C tenha inversa C~! obtemos

CX = B
c'cx = C'B (observe que estamos multiplicando C~! pela esquerda)
IX = C'B
X = C'B
usando a relagao
1
—1 .
= d,
¢ = GO
temos
— (adjC)B
det Y
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1 ail aiz - G1p

x2 1 g az; Q22 -+ Q2pn
= a
detC 'Y

Tn an1  an2 e Ann

x1 Dy Dayp -+ Dayy ) by

) 1 Dazy  Dagy -+ Dagy, bo
©detC | | : mo :
| Tn | Da,n Dayns --- Dayy, by,
[ 2 ] [ b1D11+  baDars +---+ byDaiy,
To 1 lea21+ bQDQQQ +---+ anazn
Do detC ) : i :
L Tn | | biDan boDayy - -- bnDayn
! (b1D11 + b2 Dayg + - - - + by Dayy,)
xr1 = —— a . a
1= qeio 1P 2 Dajo nDain
by a2 - ain
L et by az -+ a,
] = ——de
17 et
bn Gna  °  Gpn
by a2 -+ ain
by asa - ag,
det
bn Gna - Gnp
X1 =
aix aiz -+ Qip
a1 QA22 - Q2p
det
an1 an2 e Ann
Analogamente
ail - bl . ain
as; o+ by - aogy
det
ap1 - bn ce Qpn
€Ty =
ail a2 -+ Qin
a1 Q22 -+ A2p
det
an1 an2 Tt QAnpn
1=2,3,....,mn

Podemos escrever esta relagdo na forma
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T =
onde
a’ll PR bl DRI a/l'I’L
a21 DRI b2 DRI a/zn
Di = det
anl PRI bn PR a/nn
e
11 Q12 - Qi
az; Q22 - 42p
D = det
an1 an2 T Ann

Usando a Regra de Cramer podemos classificar um sistema n x n:

Se D # 0 entdo o sistema possui uma tnica solugdo (compativel e determi-
nado)

Se D =0 e algum dos D; # 0 entao o sistema é incompativel

Se D =0etodosos D; =0, parai=1,...,n entdo o sistema possui infinitas
solugoes. Note que nao podemos determinar o grau de liberdade pela Regra de
Cramer.

Exemplo 30 Resolver o sistema

TH+y=2
10z + 10y = 20
1 1
Ddet[lo 10]0
2 1
Dldet[20 10}0
1 2
nget[lo 20}0
Logo o sistema possui infinitas solugoes.
Exemplo 31 Resolver o sistema
20 +y—2=0
20 4+ 20y — 20z =1
z+y—2=0
2 1 -1
D=det| 20 20 —-20 [ =0
1 1 -1
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0 1 -1
Dy=det| 1 20 —-20 | =0

0o 1 -1
2 1 -1
Dy=det| 20 0 —20 | =20
1 1 -1
2 1 0
Ds=det| 20 20 1 | =-1
1 1 0
Como Dy =20 e D3 = —1 o sistema é incompativel
Exemplo 32 Resolva o sistema
z4+y—2=0
r—y—z=1
z4+y+z=1
1 1 -1
D=det| 1 -1 -1 |=-4
1 1 1
Logo o sistema tem uma unica solugao
0 1 -1
Di=det| 1 -1 -1 |=-4
1 1 1
1 0 —17
Dy=det| 1 1 -1 | =2
11 1 |
1 1 0
Ds=det| 1 -1 1 |=-2
1 1 1
A solugao é
Dy —4 ]
€T = —_— = — =
! D —4
Dy 2 -1
2T D T 4T
D -2 1
€T = —_— = — = -
3 Ds  —4 2

Exercicio: Usando a Regra de Cramer faca a classificacao de um sistema
homogéneo AX =0



Capitulo 2

ESPACOS VETORIATS

2.1 Introducao

Algebra linear é uma parte da Algebra que, por sua vez, ¢ um ramo da Matemética
na qual sao estudados matrizes, espacos vetoriais e transformacgoes lineares.
Todos esses itens servem para um estudo detalhado de sistemas lineares de
equacoes. B um fato histérico que a invencao da Algebra Linear ser um campo
abstrato da Matematica, ela tem um grande niimero de aplicagbes dentro e fora
da matemadtica.

Tanto a dlgebra Linear como a Geometria Analitica aplicam-se a vérias dreas,
em especial as Engenharias. Citamos, a seguir, alguma delas. E claro que
neste curso nao conseguiremos aborda-las todas. Contudo, nosso objetivo no
momento é que o estudante tome contato com o que representa o estado da arte
neste contexto.

Jogos de Estratégia: no jogo de roleta o jogador dé seu lance com uma
aposta e o cassino responde com o giro da roleta; o lucro para o jogador ou
para o cassino é determinado a partir destes dois movimentos. Esses sao os
ingredientes bdsicos de uma variedade de jogos que contém elementos tanto
de estratégia quanto de acaso. Os métodos matriciais podem ser usados para
desenvolver estratégias otimizadas para os jogadores.

Administrag¢io de Florestas: o administrador de uma plantacdo de 4r-
vores de Natal quer plantar e cortar as drvores de uma maneira tal que a con-
figuragdo da floresta permanega inalterada de um ano para outro. O admin-
istrador também procura maximizar os rendimentos, que dependem de nimero
e do tamanho das drvores cortadas. Técnicas matriciais podem quantificar este
problema e auxiliar o administrador a escolher uma programagao sustentével de
corte.

Computagio grifica: uma das aplicagdes mais titeis da computacao gra-
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fica é a do simulador de voo. As matrizes fornecem uma maneira conveniente
de lidar com a enorme quantidade de dados necessérios para construir e animar
os objetos tridimensionais usados por simuladores de voo para representar um
cendrio em movimento. Outras aplicagoes mais simples em computagao gréfica
s@o: vetores e matrizes — sdo utilizados em espagos de cores(RGB, HSV, etc), em
coordenadas e transformacoes geométricas em duas e trés dimensoes, em combi-
nagoes convexas e lineares de pontos( curvas e superficies spline), em represen-
tagdo compacta de sessOes coOnicas, etc.; coordenadas homogéneas e geometria
projetiva — utilizando comumente para representar consistentemente transfor-
magoes afins e processos de projegao( paralela, perspectiva, modelos de cAmera
virtual): nimeros complexos — em rotagdo no plano e também em processa-
mento de imagens, incluindo transformadas de co-seno, Fourier, etc.; quatérnios
— rotagao espaciais e implementagao de cinemética inversa( resolver problemas
de posicionamento de juntas articuladas).

Redes Elétricas: circuitos elétricos que contenham somente resisténcias
e geradores de energia podem se analisados usando sistemas lineares derivados
das leias bésicas da teoria de circuitos.

Distribuicao de Temperatura de Equilibrio: uma tarefa béasica da cién-
cia e da engenharias, que pode se reduzida a resolver um sistema de equagoes
lineares através de técnicas matriciais interativas, é determinar a distribuigao
de temperatura de objetos tais como a do aco saindo da fornalha.

Cadeias de Markov: os registros meteorolégicos de uma localidade es-
pecifica podem ser usados para estimar a probabilidade de que va chover em
um certo dia a partir da informagao de que choveu ou nao no dia anterior. A
teoria das cadeias de Markov pode utilizar tais dados para prever, com muita
antecedéncia, a probabilidade de um dia chuvoso na localidade.

Genética: os mandatdrios do Egito recorriam a casamentos entre irmaos
para manter a pureza da linhagem real. Este costume propagou e acentuou
certos tragos genéticos através de muitas geracoes. A teoria das matrizes fornece
um referencial matemadtico para examinar o problema geral da propagagao de
tragos genéticos.

Crescimento Populacional pé Faira FEtdria: a configuracao popula-
cional futura pode ser projetada aplicando dlgebra matricial as taxas, especifi-
cas por faixas etdrias, de nascimento e mortalidade da populagdo. A evolugao
a longo prazo da populagao depende das caracteristicas matemadticas de uma
matriz de projegao que contém os parametros demogrificos da populagao.

Colheita de Populagdes Animais: a colheita sustentada de uma criagao
de animais requer o conhecimento da demografia da populagao animal. Para
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maximizar o lucro de uma colheita periédica, podem ser comparadas diversas
estratégias de colheita sustentada utilizando técnicas matriciais que descrevem
a dindmica do crescimento populacional.

Criptografia: durante a Segunda Guerra Mundial, os decodificadores
norte americanos e britanicos tiveram éxito em quebrar o cédigo militar inimigo
usando técnicas matemadticas e maquinas sofisticadas (por exemplo, a Enigma).
Hoje me dia, o principal impulso para o desenvolvimento de cédigos seguros
é dado pelas comunicagoes confidencias entre computadores e em telecomuni-
cacoes.

Construgao de Curvas e Superficies pé Pontos Especificos: em seu tra-
balho “Principia Mathematica” ( os principios matemdticos da Filosofia Nat-
ural) I. Newton Abordou o problema da constru¢do de uma elipse por cinco
pontos dados. Isto ilustraria como encontrar a 6rbita de um cometa ou de
um planeta através da andlise de cinco observacgoes. Ao invés de utilizarmos o
procedimento geométrico de Newton, podemos utilizar os determinantes para
resolver o problema analiticamente.

Programac¢ao Linear Geométrica: um problema usual tratado na drea
de programacao linear é o da determinagao de proporcoes dos ingredientes em
uma mistura com o objetivo de minimizar seu custo quando as proporgoes
variam dentro de certos limites. Um tempo enorme do uso de computadores
na administracao e na industria é dedicado a problemas de programagao linear.

O problema na Alocagio de Tarefas: um problema importante na in-
dustria é o do deslocamento de pessoal e de recursos de uma maneira eficiente
quanto ao custo. Por exemplo, uma construtora pode querer escolher rotas para
movimentar equipamento pesado de seus depdsitos para os locais de construgao
de maneira a minimizar a distancia total percorrida.

Modelos Econdmicos de Leontief: num sistema econdémico simplificado,
uma mina de carvao, uma ferrovia e uma usina de energia necessitam cada uma
de uma parte da produgao das outras para sua manutencao e para suprir outros
consumidores de seu produto. Os Modelos de producao de Leontief podem ser
usados para determinar o nivel de producao necessédrio as trés industrias para
manter o sistema econémico.

Interpolacao Spline Cuibica: as fontes tipogréaficas PostScript e True-
Type usadas em telas de monitores e por impressoras sao definidas por curvas
polinomiais por partes denominadas splines. Os parametros que os determinam
estao armazenados na memoria do computador, um conjunto de parametros
para cada um dos caracteres de uma particular fonte.
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Teoria de Grafos: a classificacao social num grupo de animais é uma
relagdo que pode ser descrita e analisada com a teoria de grafos, Esta teoria
também tem aplicagoes a problemas tao distintos como a determinacao de rotas
de companhias aéreas e a andlise de padroes de votacao.

Tomografia Computadorizada: um dos principais avancos no diagnds-
tico médico é o desenvolvimento de métodos nao invasivos para obter imagens
de segoes transversais do corpo humano, como a tomografia computadorizada
e a ressonancia magnética. Os métodos da Algebra Linear podem ser usados
para reconstruir imagens a partir do escaneamento por raios X da tomografia
computadorizada.

Conjuntos Fractais: conjuntos que podem ser repartidos em versoes
congruentes proporcionalmente reduzidas do conjunto original sao denominadas
fractais. Os fractais s@o atualmente aplicados & compactagao de dados com-
putacionais. Os métodos de Algebra Linear podem ser usados para construir e

classificar fractais

Teoria do Caos: os pixels que constituem ema imagem matricial podem
ser embaralhados repetidamente de uma mesma maneira, na tentativa de torna-
los aleatoérios. Contudo, padroes indesejados podem continuar aparecendo no
processo. A aplicacao matricial que descreve o processo de embaralhar ilustra
tanto a ordem quanto a desordem que caracterizam estes processos cadticos.

Um Modelo de Minimos Quadrados para a Audicdo Humana: o ouvido
interno contém uma estrutura com milhares de receptores sensoriais ciliares.
Estes receptores, movidos pelas vibracoes do timpano, respondem a freqiiéncias
diferentes de acordo com sua localizagdo e produzem impulsos elétricos que
viajam até o cérebro através do nervo auditivo. Desta maneira, o ouvido interno
age como um processador de sinais que decompoe uma onda sonora complexa
em um espectro de freqiiéncias distintas.

Deformagédes e Morfismos: vocé ja deve ter visto em programas de
televisao ou clips musicais imagens mostrando rapidamente o envelhecimento
de uma mulher ao longo do tempo, ou a transformacgao de um rosto de mul-
her no de uma pantera, a previsao de como seria hoje o rosto de uma crianca
desaparecida hd 15 anos atras, etc. Estes processos sao feitos a partir de al-
gumas poucas fotos. A idéia de continuidade, de evolu¢ao do processo, é feita
através do computador.Este processo de deformacao é chamado de morfismo,
que se caracteriza por misturas de fotografias reais com fotografias modificadas
pelo computador. Tais técnicas de manipulacao de imagens tém encontrado
aplicacoes na industria médica, cientifica e de entretenimento.

Produto de dez anos de intensa pesquisa e desenvolvimento, o primeiro
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onibus espacial dos EUA (langado em 1981) foi uma vitéria da engenharia de
controle de sistemas, envolvendo muitas dreas da engenharia - aerondutica,
quimica , elétrica, hidrdulica e mecénica. Os sistemas de controle de 6nibus
espacial sao absolutamente criticos para voo. Ele requer um constante moni-
toramento por computador durante o voo atmosférico. O sistema de voo en-
via uma sequéncia de comandos para a superficie de controle aerodinamico.
Matematicamente , os sinais de entrada e saida de um sistema de Engenharia
sao funcées. E importante para as aplicacdes que essas fungdes possam ser
somadas e multiplicadas por escalares. FEssas duas operacoes em fungoes tem
propriedades algébricas que sao completamente andlogas as operagoes de soma
de vetor e multiplicagao de vetor por escalar no R™. Por esse motivo, o conjunto
de todas as entradas possiveis (fungdes) é chamado de um espago vetorial.
A fundamentagao matemadtica para a engenharia de sistemas repousa sobre es-
pagos vetoriais de fungoes, portanto precisamos estender a teoria de vetores do
R"™ de modo a incluir tais funcoes.

Antes de apresentarmos a sua definicdo, analisaremos em paralelo dois
objetos: o conjunto formado pelas fungdes f : R — R, denotado por F(R)
e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais que
denotaremos por M, (R).

A soma de duas fungoes f e g de F(R) ¢é definida como:

(f +9)(x) = fz) + g(2).

Note também que se a € R podemos multiplicar o escalar « pela funcao
f, da seguinte forma:
(af) (z) = a(f(z))
resultando num elemento de F'(R).
Com relagdo a M, (R) podemos somar duas matrizes quadradas de
ordem n,
A + B = (CL,'J' + bij)nzn

que é um elemento de M,, (R).
Com relagao & multiplicagdo do escalar « pela matriz A € R

aA = (aa;j)nan

o qual também € M, (R).

O que estes dois exemplos acima, com a adigao de seus elementos e
multiplicacao de seus elementos por escalares, tém em comum?

Verfica-se facilmente a partir das propriedades dos nimeros reais que,
com relagdo a quaisquer fungoes f, g e h em F(R) e para «, 8 € R, sdo vdlidos
os seguintes resultados:

L f+g=9g+Ff
2. f+(g+h)=(f+g9) +h

3. Se g representa a fungao nula entao f+ g = f
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f+(=f)=0
a(Bf) = (aB)f
(a+B)f =af +B8f
a(f+g)=af +ag
1f=f

© N o o e

Agora, com relagdo a quaisquer matrizes A, B, e C em M, e para todo
a, B € R, também sdo validos os seguintes resultados:

1. A+B=B+ A

2. A+(B+C)=(A+B)+C

Se 0 representa a matriz nula entdo A+0=A4
A+(-A)=0

a(BA4) = (aB)A

(a+B)A=aA+pA

a(A+ B)=aA+aB

® N oo W

1A=A

Observamos que o conjunto das fungdes bem como o das matrizes, quando
munidos de soma e multiplicagao por escalar, apresentam propriedades algébri-
cas comuns. Existem muitos outros exemplos de conjuntos que apresentam as
mesmas propriedades acima. Para nao estudarmos separadamente cada con-
junto, estudaremos um conjunto genérico e nao vazio, V', sobre o qual supomos
estar definidas as operacoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar.

Definicao 33 Um espaco vetorial V' é um conjunto, cujos elementos sao chama-
dos vetores, no qual estdo definidas duas operagoes: a adicdo, que a cada par
de vetores, u e v € V faz corresponder um novo vetor denotado por u+v € V,
chamado a soma de u e v, e a multiplicacao por um nimero real, que a cada o €
R e a cada vetor v € V faz corresponder um vetor denotado por av, chamado
produto de o por v. FEstas operacoes devem satisfazer, para quaisquer o, € R
eu,vew €V as sequintes propriedades:

1. Comutatividade: u+v=v+u
2. Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+ w)
3. Vetor nulo: existe um vetor nulo 0 € V tal que v+ 0 = v para todov € V

4. Inverso aditivo: Para cada v € V existe —v €V tal que —v+v =0
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5. Distributividade: (a4 8)v = av + v
6. (afB)v = a(fv)

7. alu+v) =ou+ av

8. Multiplicagao por 1: l.u =u

Exemplo 34 Para todo nimero natural n, o stimbolo R™ representa o espago
vetorial euclidiano n-dimensional. Os elementos de R™ sao as listas ordenadas
(chamadas n-uplas) w = (x1,22,%3,...... Tn)sV = (Y1,Y2,Y3, --e-- yn) de nimeros
reais. Por definicdo a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéri-
cas

xry = y171‘2 = Y2, ...t Tpn = Yn-
Em R™ definimos as operagoes:

u+v=(z1+Yy1,%2+Y2,....Tr + Yn)

au = (0,02, .....0Ty )

Verifica-se sem dificuldades, que estas definigoes fazem do R™ um E. V. (veri-
fique).

Exemplo 35 O conjunto dos polindmios em x, de grau menor ou igual a n é
definido por :

P, = {p(w) =a,+ a1z + ..... + 12" anx™ S oy Gy ey A1, Gy € ]R}
com as operacoes de adicdo de polindomios e multiplicacdo de um polinémio por
um escalar é um espago vetorial. Note que cada elemento de P, é uma fung¢do
p:R—-R
Exemplo 36 O conjunto das matrizes definido por

M(m,n) = {Aan = {aij} / aij € R, i=1,...mej= 1,..,’[1}

com a soma usual de matrizes e multiplicacdo usual de um escalar por uma
matriz é um espaco vetorial.

No caso particular das matrizes quadradas de ordem n denotaremos
M(n,n) por M,.

Exemplo 37 Seja o conjunto R? = {(z,y) / =,y € R} com as operagdes assim
definidas:

35



(x1,y1) + (22,y2) = (x1 + T2, Y1 + Y2)

az,y) = (ax,y)

O conjunto R? com estas operacoes nio ¢ um espaco vetorial, de fato:
Vamos mostrar que falha a propriedade 5) do E.V.

(@ + Blu= (a4 B)(x1,11) = ((a+ B)z1, 1) = (a1 + Bar, y1)

au+Pu = =a(z,y1) + B(w, ) = (az1,y1) + (Bz1,91) = (@x1 + B, 2y1)
= (a+P)u#au+ fu

2.2 Subespacos

Definigao 38 Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que W C V' é um subespago
vetorial de V' se forem satisfeitas as sequintes condigoes:

1. seu,veWentaou+veWw

2. se u € W entao au € W para todo a € R.
Podemos fazer trés observagoes:

e as condigoes da definigdo garantem que ao operarmos em W (soma e mul-
tiplicagao por escalar) nao obteremos um vetor fora de W. Isto é suficiente
para afirmar que W é ele préprio um E.V.

e Qualquer subespago W de V precisa conter o vetor nulo.

e Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespacos: o conjunto for-
mado pelo vetor nulo e o préprio E.V.

Exemplo 39 Seja V =R5 e W = {0, 29,23, 24,25), W ¢é um subespago veto-
rial?

Resolugao:
verificamos as condicoes de subespago:  seja u = (0, 22,23, T4,25) € W e
v =(0,92,y3,94,y5) € W

Loutv=(0,22 +y2,23 +¥y3, T4 +Ys,T5 + y5) €W
2. au = a0, z2,x3, %4, T5) = (0, wo axs3, g, ax5) € W

logo W é um subespago vetorial.
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Exemplo 40 Seja S = {(z,y,2) € R3 /z +y+ 2 = 0}, S é um subespago de
R3?

Resolucao:
Dados u = (21,y1,21) € S e v = (x2,y2,22) € S

Loutv=(21,y1,21) + (T2,Y2, 22) = (1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)

Como u = (x1,y1,21) € S = z1 +y1 + 21 = 0. Analogamente zs + ys + 20 =
0, e podemos concluir que (z1 +z2) + (y1 +y2) + (21 +22) =0=u+v e S

2. au = a(x1,y1,21) = (ax1,ay1,az1) para todo @ = ax + ay; + azy =
a(r1+y1+21)=a0=0edaiaue s

Portanto, S é um subespaco vetorial de R3.

Exemplo 41 V = M,, e W é o subconjunto das matrizes triangulares superi-
ores. W ¢é subespaco de V', pois a soma das matrizes triangulares superiores
ainda é uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz
triangular por um escalar (Verifique).

Exemplo 42 Uma situagao importante em que aparece um subespaco é obtida
ao resolvermos um sistema linear homogéneo. Considere o sistema homogéneo
AX =0, onde A é uma matrizmxn e X éuma matriz colunanx1.Se X; e
X5 sdo duas solucoes do sistema AX = O entdao tem-se AX1 =0 e AXs = O.
Mas A(X1 4+ Xo) = AX1+ AXo =040 =0, logo X1 + Xo é uma solugdo do
sistema AX = O. Também, A(kX,) = kAX; = O, portanto kX1 é uma solugdo
do sistema AX = O.

Como o conjuntos das matrizes X,x1 € uma espago vetorial temos que o
subconjunto de todas as matrizes de ordem m X 1 que sao solugdes do sistema
AX = O é uma subespago vetorial do espago vetorial formadso por todas as
matrizes de ordem n x 1

Exemplo 43 Seja V = R? ¢ W = {(z,2%) € R? /x € R). Se escolhermos
u=(1,1) ev=(2,4) € W, temos: u+v = (3,5) ¢ W, portanto W nao é
subespaco vetorial de R2.

Exemplo 44 Seja V. = R? e W = {(x,y) € R? /y = 22}, W ¢é subespago
vetorial de R?, pois temos:

1. Para u = (z1,221) e v = (x2,222) € W tem-se u+v = (z1 + x2,2(x1 +
x2)) € W, pois a segunda componente de u + v é igual ao dobro da
primeira.

2. au = a1, 221) = (ax1,2(azq)) € W, pois a segunda componente de au
é igual ao dobro da primeira.
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Exemplo 45 Considere o espago vetorial My e a matriz B = {(1) 01} €

Msy.Seja W = {A € My /AB = BA}. Verifique se W é um espago vetorial
de Mg.

1% Solucdo: Sejam Aj, As petencente a Ms.
(A1 + AQ) B=AB+A;B=BA+BA; =B (A1 + AQ) = (Al + AQ) € M
Logo W é um subespaco vetorial de W.

b
d

2% Solugao: Tomando A = {UCL € W, sabe-se que a matriz A deve satis-

fazer a relacdo AB = BA.Portanto

cah o

—a = —d=a=d
a = d
—c = b=b=—c

b a
_la Y a+z b+y| | a+=z b+vy
u—l—v—{ b a}—i_[ ] {b y a—|—x}_[—(b+y) a—|—x}eW
a b ka k
=t o] =[5 e
Como u—i—veWekueW W é um subespacgo vetorial de Ms

LogoA—[_ab Z]éW H b a}eMz/a,be]R}
{x

Sejamu—[a b} }
Y

2.3 Intersecgao de dois Subespagos Vetoriais

Definicao 46 Dados W1 e Wy subespacos de um espago vetorial V', a inter-
seccao W1 N Wy ainda é um subespago de V.

Exemplo 47 V = R3. Seja W1 = {(z,y,2) e R¥/ y=0) e Wy = {(z,y,2) €
R3/ 2 =0). Wy N W,y é a reta de intersecgio dos planos Wi e W, ou seja
WinNWy={(z,y,2) €ER}/ 2=0ey=0)

Exemplo 48 V = R3. Seja Wy = {(z,y,2) € R}/ x+y+2=0) e Wy =
{(z,y,2) €ER®/ x4+y—2=0).
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Para encontrarmos a interseccao dos dois subespacos
devemos resolver o sistema

z+y+z=0
z+y—2=0

A solugdo desse sistema é z =0, y = —z. Portanto Wi N Wy = {(z,y, 2) €
R3/ 2=0ey=—2x)

Exemplo 49 V = P5. Seja Wy ={pe P; / p(1)=0} eWo={pe Py /
p"(1) = 0}

Como p € P; entdo p = a + bz + cx? + dz>, com
a,b,c,d € R. Se p € Wy entéo p'(1) =0 = b+ 2c+ 3d = 0. Se p € W5 entdo
p"(1) = 0 = 2c+ 6d = 0. Para que p pertenga a W; N W5 devemos resolver o
sistema,

b+2c+3d=0
{ 2c+6d=0

—3d
3d

Portanto Wi NWy={pe Py / p=a+ 3dr— 3dx® + da>}

Exemplo 50 V = M(n,n), W) = {matrizes triangulares superiores}; Wy =
{matrizes triangulares inferiores}. Entao Wy N Wa = {matrizes diagonais}.

Exemplo 51 Seja V = My = ( Z z> e

W2:{<CCL 8),a,c€R}

W =W N Wy é um subespaco de V', pois

v-{(3 4)ee

Exemplo 52 Sejam W1 e Wy dados por:

Wy ={(z,y) e R}z +y =0}

Wy = (z,y) € Rz —y =0}
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serd que W; U W5 é um subespaco vetorial de V7
Solugao :

Nao. Basta considerar V = R?,
U= (1, 1) e W,
v=(1,—-1) e W

mas u+v = (1,1) + (1,-1) = (2,0) ¢ W, U W5 (represente graficamente
esta soma de vetores)

2.4 Combinacgao Linear

Definigao 53 Seja V um espaco vetorial real, v1,va, ...... ,Un € Vear,an..... a, €
R. Entao, o vetor

V= a1V + a2v2 + ..... —+ anvy
é um elemento de V ao que chamamos de combinacao linear de vy, va, ...... , Un
Exemplo 54 Em R? o0s vetor v = (10,16) é uma combinagdo linear dos

vetores
vy = (1,2) va=(3,4) pois v =4v; + 0.

Exemplo 55 Verifique se o vetor v = (3,2,1) pode ser escrito como uma com-
binagdo linear dos vetores v1 = (1,1,1),v = (1,—1,1),v3 = (1,1, -1).

Devemos verificar se existem nimeros a, b, ¢ tais que v = avy +bvs+cvs,
ou seja,
(3,2,1)=a(1,1,1) +b(1,—1,1) + ¢(1,1,-1).

devemos entao resolver o sistema

3
1 -1 1 bl = |2
1 1 -1||¢c 1

Mas esse sistema tem uma tnica solucao a = %, b= % e ¢ = 1, portanto
v pode realmente ser escrito como combinacao de vy,vs e vz, da forma v =
3 1

5’01 =+ 5’02 —+ V3.

Exemplo 56 No espaco vetorial Py o polinomio p = 7x% + 11z — 26 é combi-
nacgdo linear dos polinémios: ¢ = 522 — 3z 4+ 2 e gu = —22% 4 52 — 8, de fato
p = 3q1 + 4q2 (confira).

Exemplo 57 Verifique que em Py o polinémio p(x) = 14+x2 é uma combinagdo
dos polinémios q(x) =1, r(x) =1+ x e s(x) = 1 + x + 2.
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Resolugao:
Precisamos encontrar niimeros reais, a1, as e as tais que:

p(x) = a1q(x) + azr(w) + azs(z)
Ou seja, precisamos encontrar ai,as € ag satisfazendo:

1+22 = a;+ax(1+2)+az(l+z+2°)
1140z + 12?2 = (a1 +ag+az) + (az+az)z+azx®

que é equivalente ao sistemas:

a1 +as+az=1

as +az3 =0 s ap =109 =—1eaz=1.
az = 1
Exemplo 58 Consideremos , no R3, os sequintes vetores: vy = (1,-3,2) e

vy = (2,4,—1). Escreva o vetor v = (—4,—18,7) como combinagdo linear dos
vetores v e va.

Resolucao:

V= Q11 + a2
(=4, -18,7) = a1(1, =3, 2)+a2(2,4, —1) = (la1, —3a1, 2a1)+(2az, 4az, —laz) =
= (a1 + 2a2, —3a1 + 4az 2a1 — az) que é equivalente ao sistema:

a1 + 2a9 = —4
—3a1 +4as = —18 a1 =2, as = —3.
20,1 — ag = 7
Portanto, v = 2v; — 3vy. Agora mostre que o vetor v = (4,3,—6) néo é
combinagdo linear dos vetores v1 = (1,-3,2) e v = (2,4, —1).

2.5 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 59 Seja V' um espaco vetorial e vy,vs,...... ,n € V. Dizemos que o
congunto {vy,va, ...... ,Un} € linearmente independente (LI), se a equagdo:

ai1v1 + asvs + ... + apv, =0
implica que
a1:a2:...:an:0.
No caso, em que ezista algum a; # 0 dizemos que {v1,va, ...... ,Unt € linear-

mente dependente (LD).

Para determinarmos se um conjunto é L.I. ou L.D. devemos fazer a
combinagao linear do conjunto de vetores e igualar esta combinagao linear ao
vetor nulo do espago. Portanto é muito importante ter conhecimento do vetor
nulo do espago em que estamos trabalhando.
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Definigao 60 Considere o espaco vetorial R? e os conjunto de vetores:

a = {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,0)}
ﬁ = {(1a2a3),(17131)7(3757 7)}

Os conjuntos « e 8 acima sao L.I ou L.D?
Solugao:
Fazendo a combinacao linear

a(1,2,3)+b(1,1,1) + ¢(1,0,0) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

at+b+ec = 0
2a+b = 0
3a+b =0

cuja unica solugao é a = b = ¢ = 0. Portanto o conjunto o é L.I
Fazendo a combinagao linear

a(1,2,3) +b(1,1,1) +¢(3,5,7) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

a+b+3c
2a + b+ 5c¢
3a+b+ Tc

o O O

que possui infinitas soluges ( grau de liberdade 1). Portanto além da solugao
nula ( que todo sistema homogéneo tem) este sistema possui outras solugoes
diferentes da solucdo nula, logo o conjunto 8 é L.D.

Teorema 61 O conjunto {vy,va, ...... ,Un} € LD se, e somente se um dos vetores
do conjunto for uma combinagao linear dos outros.

Exemplo 62 a) Seja V = R3. Sejam vi,ve € V.O conjunto {v1,v2} é LD se e
somente se vy e vy estiverem na mesma reta que passa pela origem (um vetor
¢é maltiplo do outro), v = Avs.

b) Em V =R2, e; =(1,0) e e3 = (0,1) sdo LI, pois:
aie] + azes = 0 = 0,1(1,0) + CLQ(O, 1) = (O, O) — (CLLGQ) = (070)
logo a; = 0 e as = 0 portanto, eje eo sao LI

Exemplo 63 No espaco Vetorial My o conjunto:

e (=R

é LD. Examinemos a equacao: a1v1 + agvs + agvs =0
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st 27 02 3], [38 4]_To0
1 =3 1 213 0 @13 1 ]7 o0

cuja solugdo é a; = —ag e as = —2a3, .Como existem solugdes a; # 0, o conjunto
é LD.

o o

Propriedades da Dependéncia e da Independéncia Linear
Seja V um E.V
— ~
1. Se A={v} CVev# 0,entdo A éLL
2. Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, entdo A ¢ LD

3. Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte de A; de A também é LI.

2.6 Subespacos Gerados

Definigao 64 Seja V um espago vetorial. Consideramos um subconjunto A =
{v1, V2, e ,on} C VLA # @.0 conjunto W de todos os vetores de V' que sdo
combinacoes lineares dos vetores de A é um subespaco de V. Simbolicamente, o
subespago W é:

W={veV /v=av1 +agvs + .... + apv,}

O subespago W diz-se gerado pelos vetores vy, vs, ...v, ., ou gerado pelo con-
junto A, e representa-se por:

W = [v1,v2,...05.] ou W =G(A)

Os vetores vy, v3, ...v,.880 chamados geradores do sube-
spago W, enquanto A é o conjunto gerador de W.
Para o caso particular de A = &, define-se [@] = {6)}
A C G(A), ou seja, { v1,va,...un}+ C [v1, 02, ...U,]
Todo conjunto A C V gera um subespago vetorial de V', podendo ocorrer
G(A) = V. Nesse caso, A é um conjunto gerador de V.

Exemplo 65 Os vetores i = (1,0) e j = (0,1) geram o espago vetorial R?,
pois, qualquer (z,y) € R? é combinacdo linear dei e j :

(l‘yy) =xi+yj= z(oﬂ 1) +y(03 1) - (J?,O) + (an) - (z,y)
Entdo: [i,j] = R

Exemplo 66 Seja V = R3. Determinar o subespaco gerado pelo vetor v; =
(1,2,3).
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Solucao: Temos:
[Ul] = {(JE, Y, Z) € RS/(xﬂ Y, Z) = a(17 2, 3)3 ac R}

Da igualdade: (z,y,2) = a(1,2,3) vem: = a; y = 2a; z = 3a donde:
y=2xez=3x logo,

[v] = {(z,y,2) ER®/y =2z ez =32} ou [1] = {(x,2x,3z);2 € R}.

Exemplo 67 Encontre o subespaco vetorial de Py gerado por U = {1,t,t%,1 +
3}

Resolucao:
note que t3 = (2 + 1) — 1. Assim, dado p(t) = a, + a1t + ast?® + azt® € P3
podemos escrever

p(t) = (ap — az) + a1t + ast® + az(t* +1) € U

Ou seja, qualquer vetor (polinomio) de P3 pode ser escrito como uma combi-
nacao linear dos vetores do conjunto U. Logo Ps = [U].

Exemplo 68 FEncontre o subespago vetorial gerado de Ms gerado por

(531 1)

Resolugao: Temos que A € [G] se e somente se existirem a e b € R tais que

a=a(S ) (5 0)=(5% 8)

ou seja, A € [G] se e somente se os elementos da diagonal principal de A sdo
nulos.

Exemplo 69 Encontre um conjunto de geradores para W = {X € M(4,1) /
AX =0} onde

S W N =
e e )

Resolugao:

eW «—=

Qo oo
O W N =
e =)
QL O R
o O OO
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1 1 -1 0 a 0
0 -2 3 1 bl | O o
0 O 0 O c | | O
0 O 0 O d 0
1 1 -1 0 a 0
01 -3/2 -1/2 b|_ [0 | a=5F-3
00 0 0 c | |o b=5%+4
0 0 0 0 d 0
isto é,
—c_ d =1 =1
2o : 7
= 2 T2 - 2 2
X . c 1 +d 0
d 0 1
-1 -1
3 1
_ 2 2
portanto, W = 1 , 0
0 1

2.7 Soma de Subespacgos
Definigao 70 Sejam Wy e Wy dois subespagos vetoriais de V. Entdo o conjunto
W1+W2:{UEV/U:w1—|—w2,w1 e Wi e wo EWQ}

é um subespaco de V.
b 0 0

Exemplo 71 W; = 0 e Wy = ¢ d ;onde a,b,c,d € R.

Entéo W1+W2:{[ ‘CL

Exemplo 72 Sejam os subespacgos vetoriais
Wl = {(a’vb’ 0);a7b € R} € W2 = {(0,0,C),C S R}

do espago vetorial R3. A soma Wy + Wy = {(a,b,c);a,b,c € R} é subespago
vetorial, que nesse caso é o proprio R3.

Proposicao 73 Quando Wi N Wy = {6}, entao W1 + Wy é chamado soma
direta de Wy com Ws, e denotado por Wi ® Ws.

Observagao 74 Usando os geradores podemos obter uma caracterizacio da

soma de dois subespagos: Sejam W e U subespagos de V, se W = [ug,...,u,] €
U=wi,...wn] entao W + U = [ug, ..., Up, W1, ..., W]
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Exemplo 75 Verifique que R? é a soma direta de
Wi = {(z,y,2) e Rz +y+2=0}
Wo = {(2,y,2) € R*z =y =0}
Resolucao:

Note que Wy ¢ de fato um subespaco vetorial de R? (Verifique)
Dado veW; v=(z,y,—z—y)e u€ W, u=(0,0,2)

utv=(z,y,—c—y+z2)=R>

vamos mostrar que Wiy N Wy = {6)} Seja (z,y,2z) € Wi N W temos

—z—y+2=0
=0 <~ (z,y,2) = (0,0,0)
y=0

Exemplo 76 FEncontre os geradores do subespago U + W onde
U
W =

{(z,y,2) eR* /2 +y+2=0}, e

{(2,9.2) €R®fa+y=0ea—2=0}
Resolugao: Sev € U = v = (x,y,—x —y) = x(1,0,—1) + y(0, 1,
U= [(L 0, 71)3 (07 1, *1)]

SeveW=v=(z,—z,z) =z(1,-1,1) logo W = [(1, -1, 1)]
Usando a teoria acima explicada temos que

—1) logo

U+ W =][(1,0,-1),(0,1,-1),(1,-1,1)]

2.8 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial
2.8.1 Base

Um conjunto 8 = {v1, v, ...... ,Un} CV & uma base do E.V se:
1. B6LI

2. B geraV

Exemplo 77 3= {(1,1),(—1,0)} é base de R%. De fato:
1. B ¢ LI pois a(1,1) + b(—=1,0) = (0,0) = a=0b=0
2. (3 gera R?, pois para todo (z,y) € R?, tem-se :
(z,y) = y(1,1) + (y — 2)(-1,0)
Realmente , a igualdade (z,y) = a(1,1) +b(—1,0) = a=yeb=y —x
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Exemplo 78 O conjunto {(0,1),(0,2)}ndo é base de R? pois é um conjunto
LD. Se

(0,0) = a(0, 1) + b(0,2)
temos a = —2b. Assim para cada valor de b conseguimos um valor para a, ou

seja, temos infinitas solugoes.

Exemplo 79 Seja V = R3 entio a = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base
do R3 (verifique!).

Exemplo 80 O conjunto 3 = {1,z,22,...,a"} é uma base do espaco vetorial
P,,. De fato:

a, + a1z + asax® + ... +apz" =0

ao + a1 + asx® + ... +anz” =0+ 0z + 022 + ..... + 0x™

portanto, G é LI
B gera o espaco vetorial P, pois qualquer polinémio p € P,, pode ser escrito
assim:

p:ao+a1x+a2x2+ ..... + a,x

que é uma combinacao linear de 1,z, 22, ..., z".

Logo, 8 & uma base de P, .Essa é a base candnica de P, e tem n + 1 vetores.
Exemplo 81 FEncontre uma base para U + W onde
U = {(z,y,2) € R /x+y+z =0} e
W = {(z,y,2) eR®/z+y=0ex—2=0}
Resolugao: U = [(1,0,—-1),(0,1,-1)] e W = [(1,-1,1)] ( J& vimos este
exemplo)
U+WwW=](1,0,-1),(0,1,-1),(1,-1,1)].

Ja temos um conjunto que gera a soma, se este conjunto for L.I. entao ele
serd uma base.

a(laoa 71) + b(oa 13 71) + b(l, 717 1) = (07070)
1 0 117 [da 0
0 1 -1 [b| =10
-1 -1 1] le] o
1 0 1 [0 —1 -1
A=10 1 —1|=A1=1{1 2 1
-1 -1 1 111
a 0 -1 -1 10 0]
bl =11 2 1 0 = |0
c 1 1 1 0 0

logo o conjunto ¢ L.I e portanto. 3 = {(1,0,-1),(0,1,-1),(1,—1,1)} é uma
base de U + W
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Exemplo 82 FEncontre uma base para U + W onde

U = {(z,y,2)eR? /2 —y+z2=0ex—y=0}, ¢
W = {(z,9,2) R’ z+y—z2=0ez—2=0}
Sev = (x7yuz) e U = { m;y__;z_: = v = (:C,:C7O) = 1‘(171,0),
portanto U = [(1,1,0)].
Se u=(r,y,2) €W = :r—;y_—z 2_200 = u = (x,0,z) = 2(1,0,1),portanto

W = [(1,0,1)

Assim U+W = [(1,1,0,),(1,0,1)] . Como o conjunto 5 = {(1,1,0,),(1,0,1)}
é L.I entao ele é uma base para U + W.

Como o conjunto 5 = {(1,0,-1),(0,1,-1),(1,—1,1)} é LI (verifique isto) e
gera o espago U + W entao ele é uma base do espago U + W.

Exemplo 83 Dados:
. 11
U={AeMyR);A=A"} e W= 0 1 em Mo

encontre uma base para U W, UNW, W + U

Resolucao:
ParaU: A= ( CCL d ) & ¢ = b portanto, A € U se existirem a1, as, a3 €
R tais que

1 0 0 1 0 0
Aal(o 0)+a2<1 0)+a3<0 1)

pode-se verificar facilmente que as matrizes

o o) (0 o)(a 7))

sao L.I e portanto, como geram U, formam uma base de U.
Para W: Como a matriz
1 1
(01)

gera W, ela serve para base de W
ParaUNW :
AcUNW & A= Al e existe a € R tal que
a o«
(5 0)

, isto é, se e somente se existir a € R tal que
a a) (a0
0 o) \a «
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que é satisfeita quando o = 0 , ou seja, A = 0.Desse modo U NW = {0}. Uma
base para U NW é 8 = ¢. Veja a observagao a seguir para elucidar esse fato.
—
Observagao: Seja V' um espago vetorial e 0 € V o vetor nulo de V. Como

o conjunto g = {6)} ¢ LD (mostre isto) temos que este conjunto néo pode ser

uma base do conjunto N = {6)} . Este ¢ um caso patolégico e para que nao seja
contrariada a definigdo de base tomamos 8 = ¢ (conjunto vazio) como sendo
base para o espaco N = {6)}

Para U+ W : Como UNW = {0} temos U + W & soma direta e, portanto,

uma base é : {(é 8)(2 (1))(8 ‘f)(é ”}

Proposicao 84 "Todo conjunto LI de um espaco vetorial V' é base do subespaco
por ele gerado .

Exemplo 85 O conjunto 8 = {(1,2,1),(—1,-3,0)} C R® é LI e gera o sube-

spago )
W ={(z,y,2) €R3/3z —y — 2 = 0}

Entao, B é base de W, pois 5 é LI e gera W.

Teorema 86 Sejam vy, vs,...V,, vetores nao nulos que geram um espaco veto-
rial V. Entao, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Proposigao 87 Seja um E.V 'V gerado por um conjunto finito de vetores
V1, V2, ...Un. Entao qualquer conjunto com mais de n vetores é necessariamente
LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdzimo n vetores).

2.8.2 Dimensao

Seja V um Espacgo Vetorial.

Se V' possui uma base com n vetores, entao V' tem dimensao n e anota-se
dimV =n.

Se V' nao possui uma base, ou seja, a base é § = ¢ entao dimV =0

Se V possui uma base com infinitos vetores, entao dimV é infinita e anota-se
dimV = oo

Exemplo 88 dimR? = 2 pois toda base de R? tem 2 vetores
Exemplo 89 dim M(2,2) =4

Exemplo 90 dim M (m,n) = m.n

Exemplo 91 dimP, =n+1

Proposigao 92 Seja V um E. V. tal que dimV =n
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Se W é um subespago de V entdao dimW < n. No caso de dimW = n ,
tem-se W = V. Para permitir uma interpretacao geométrica, consideremos o
espaco tridimensional R?(dim R? = 3).

A dimensdo de qualquer subespaco W do R3 sé poders ser 0,1,2 ou 3.
Portanto, temos os seguintes casos:

1. dim W = 0, entdao W = {0) é a origem

2. dim W =1, entao W é uma reta que passa pela origem
3. dim W = 2, entao W é um plano que passa pela origem
4. dimW = 3 entdo W = R3.

Proposigao 93 Seja V um E. V de dimensao n. Entdo, qualquer subconjunto
de V' com mais de n vetores é Linearmente Dependente (LD).

Proposigao 94 Sabemos que o conjunto 3 é base de um espago vetorial se B
for LI e gera V. No entanto, se soubermos que dimV = n , para obtermos uma
base de V basta que apenas uma das condi¢des de base esteja satisfeita.

Exemplo 95 O conjunto 8 = {(2,1),(—1,3)} é uma base do R%. De fato, como
dimR? = 2 ¢ 0s dois vetores dados sio LI (pois nenhum vetor é miiltiplo escalar
do outro), eles formam uma base do R2.

2.8.3 Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais

Proposigao 96 Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Se U e W sdo
subespagos vetoriais de V entdo dim(U+W) = dimU 4+ dim W — dim(U NW).

No exemplo (83 ) de base , para encontrar a base de U + W podemos usar
esta proposicao: dim(U + W) = dimU + dimW —dim(UNW)=3+1-0=
4 = dim M, , portanto, U + W = My e uma base pode ser dada por:

oo ) (o) (o) (o V)

2.8.4 Coordenadas

Seja V um espago vetorial gerado e 8 uma base de V' formada pelos vetores
Uy, u2.. Unp .
v € V sendo
V=2xT1U1 + ToU2 + ... + TpU,

Os coeficientes x1, 2, ...T, sao chamados componentes ou coordenadas de v em
relagao a base 3 e se representa por :

T

T2

[v] g =

xn
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Exemplo 97 No R? consideremos as bases o = {(1,0),(0,1)}, 8 = {(2,0),(1,3)}
ev={(1,-3),(2,4)}. Dado o vetor v = (8,6) tem-se:

(87 6) = 8(1v O) + 6(07 1)
(8,6) = 3(2,0) +2(1,3)

temos: [v]a(§>, [U]B<Z’>e [v]7<§>.

Exemplo 98 Mostre que os wvetores (1,1,1),(0,1,1) e (0,0,1) formam uma
base de R3. Encontre as coordenadas de (1,2,0) € R3 com relacio a base 3
formada pelos vetores acima.

Resolugao:

J4 sabemos que dim R3 = 3.Entéo verificamos se os vetores acima sio LI
Os vetores sao LI se aijv1 + asve + a3vs = 0 & a1 = a9 = a3 = 0. Isto &
equivalente a que o sistema:

(11:0
a1 +as =0
a1+ as+a3=0

cuja solugao é a; = as = ag = 0 , portanto, os vetores vy, vy e vz sao LL

(1,2,0) = a(1,1,1) + 6(0,1,1) + ¢(0,0,1) = (a,a + b,a + b+ ¢)

que é equivalente ao sistema:

a=1
a+b=2 Sa=1b=1lec=-2
a+b+c=0
Desse modo, as coordenadas de (1,2,0) em relagdo & base [ ¢ dado por
1
[p=1 1
-2

2.9 Mudanca de Base

Muitos problemas aplicados podem ser simplificados mudando-se de um sistema
de coordenadas para outro. Mudar sistemas de coordenadas em um espaco
vetorial é, essencialmente, a mesma coisa que mudar de base. Por exemplo,
num problema em que um corpo se move no plano xy, cuja trajetéria é uma
elipse de equacio z2 + xy + y? — 3 = 0 (ver figura), a descricio do moviemnto
torna-se muito simplificada se ao invés de trabalharmos com os eixos x e ¥y
utilizamos um referencial que se apdia nos eixos principais da elipse. Neste
novo referencial, a equacdo da trajetéria serd mais simples: 3u? + 2v? = 6.
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Nesta se¢ao, vamos discutir o problema de mudar de um sistema de coorde-
nadas para outro.

Sejam B = {u1__u,} e B = {wi ...w,} duas bases ordenadas de um
mesmo espago vetorial V. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo como:
Vo= UL+ ... FTpUn

V= Yrwi+ ... T YWy

(2.1)

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagao a base 3

z1
T2

[v]g =
Tn

~ \ /!
com as coordenadas do mesmo vetor v em relacao a base 3

Yn
ja que {u1,. un,} € base de V, podemos escrever os vetores w; como combinagao
linear dos wu;, isto é:
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w1 = a11u1 + as1us + .... + aniun
Wo = G12U1 + A22U2 + .... + Ap2Uyp (2 2)

Wp, = A1pU1 + A2pU2 + ... + GupUnp

Substituindo em (2.1) temos:
v =y1w1 + ... + Ynwy = y1(a11ur + ag1ts + ... + ap1uy) + oo + yo(apur +
Ao U2 + oo + Qppliy) =
= (a11y1 + .+ a1nyn)ur + oo + (@Y1 + o + npYn)Un
Mas v = z1u1 + .... + Uy, € como as coordenadas em relacao a uma base
sao unicas, temos:

1 = a1y +ay2 + ... + a1aYn
T3 a21Y1 + a22y2 + ... + a2nYn

Tp = Ap1Y1 + Gn2Y2 + .. + GnnYn

Em forma matricial
T a1 : A1n Y1

Tn Gn1  Ap2  Gpp Yn

Logo ,se usarmos a notacao
a1l : A1n

Gp1  QAn2 Apn

temos a relagao
[l = 115 [v]s

A matriz [I]g é chamada matriz mudanca de base 8’ para a base 3.
Compare [I ]gl com (2.2) e observe que esta matriz é obtida, colocando as
coordenadas em relacao a 8 de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida

(I ]g, podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relagao a base

3, multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base ' (supostamente
conhecida).

Exemplo 99 Sejam 3 = {(2,-1),(3,4)} e 8 = {(1,0),(0,1)} bases de R2.

Procuremos inicialmente [I ]g/
w1 = (1,0) = 0,11(2, 71) +
Isto implica que a1 = % € ag] = %
w2 = (07 1) = (L12(2, _1) + a22(374)
Resolvendo, a19 = IIB € a9y = %

a21(3,4) = (2a11 + 3az1, —a11 + 4a)

[,
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=3

4

Py 11 11
Portanto, [I]; =
1 2
1 11
Podemos usar esta matriz para encontrar por exemplo, [v]g para v = (5, —8)
4 =3 5 4
I 11

[(5,8))s = 113 [(5,~8)]s» = _
o -8 -1

—

1
11
Isto &, (5,—8) = 4(2,—1) — 1(3,4)
Exemplo 100 Considere as bases em R?

B8=1{(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Encontre[[}g .

Resolugao:

(1,0,0) = a11(1,0,1) + a2 (1,1,1) + az1(1,1,2)

(0,1,0) = a12(1,0,1) + a22(1,1,1) + as2(1,1,2) &

(0, 0, 1) = a31(170, 1) + a23(1, 1, 1) + a33(1, 1, 2)
(@11 + a2 + aszy,a21 + azi, 011 + ag1 +2a31) = (1,0,0)
(@12 + azo + azz a0 + azz, a12 + agy +2a32) = (0,1,0)
(a13 + ags + ass,azs + ass, a1z + ags + 2azs) = (0,0,1)

Note que cada linha acima representa um sistema de trés equacoes com trés
incégnitas e que a matriz associada a cada um destes sistemas é a mesma e o
que muda sao os nomes das varidveis e o segundo membro. Utilizando como
varidveis ,y e z, basta resolvermos o seguinte sistema:

1 1 1 T a
01 1 y |=125o
1 1 2 z c
onde a,b,c € R. O sistema acima ¢é equivalente a
1 1 1 T a
01 1 y | = b
0 0 1 z c—a
cuja solugdo é dadaporzr=a—b,y=a+b—cez=c—a
Tomando (a,b,c) = (1,0,0),0obtemos (a11,a21,a31) = (1,1,—1)
Tomando (a, b, c) = (0,1,0),0btemos (a12, ase,asz) = (—1,1,0)
Tomando (a, b, c) = (0,0, 1),0btemos (a13, a3, aszz) = (0, —1,1). Desta forma

obtemos:



2.10 A Inversa da Matriz de Mudanca de Base

Se em (2.1 )comegarmos escrevendo os u; em fungdo dos w;, chegaremos a
relagao:

lsr = 1115 [v]s

Um fato importante é que as matrizes [I]g/ e [I]g, sdo inversfveis e
N1
B
(ng)  =mj

Exemplo 101 No exemplo (99 ) anterior podemos obter [I]g/ a partir de [I]g,

Note que [I}g/ ¢ facil de ser calculada , pois ' é a base candnica

(2,—1) = 2(1,0) — 1(0,1) 2 3
(3,4) = 3(1,0) + 4(0,1) 15 = [ -1 4}

FEntao

ES

=3
1

~
EEY
Il
N
| — |
[ o

—
=
—_
~__
L

I
- =
o 2

—
—
—_
—
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2.11 Oitava lista de exercicios

1.

Verifique se R? com as operacdes definidas por:

i. (2,9)+ (s,t) = (s,y +1), onde u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a R?
ii. a(z,y) = (ar,y), onde « € R e u= (z,y) € R2.

é um espago vetorial.

Moste que R? com as operacoes definidas por:

i (z,y)+ (s,t) = (x+ s,y +1), onde u= (z,y) e v=(s,t) pertencem a
R2

ii. a(z,y) = (az,ay), onde « € R e u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a
R2.

é um espago vetorial .

Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um subespaco
do espago vetorial V.

(a) V=R3eW = {(z,y,2) €ER3: 20+ 3y — 2 = 0}

(b) V=R3eW = {(z1,72,23) € R® : 21 + x5 = 1}

() V="P,eW={pec P, :p(0)=p()}

(d) V=M(mn,n) eW={Ae M(n,n): BA=0}

(e) V=M2,2)eS={X € My /det(X) =0} (S é o conjunto das
matrizes singulares)

) V=M22eF={XeM, /AX = XA} (F é o conjunto das
matrizes que comutam com a matriz A)

(g) V= P; e W éo conjunto dos polindmios de grau < 3 que passam
pelo ponto P(0,0).

. Verifique se o conjunto W = {(1,2,3),(1,3,1),(0,3,1),(1,4,5)} Cc R® &
L.Iou L.D.

. Dado o conjunto W = {(1,1,3),(1,2,1),(0,1,3),(1,4,5)} C R3, extrair
um subconjunto de vetores L.I.
a) Se o conjunto 8 = {vy,va, ..., v, } € um conjunto Linearmente Indepen-
dente entao o o conjunto o = 01,6),@2, ...,vn} é LI ou LD? Justifique

sua resposta.

b) Considere o subespago N = {6)} . Qual é a base e a dimensao de
N.
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10.

11.

12.

13.

14.

a) Verifique se o conjunto S = {4 € M(3,3); A é wma matriz anti —
simétrica} é um subespaco vetorial de M(3,3).

b) Considere o subconjunto de My, dado por

W = {{ ‘; Z} eMz/b—aed—a}~ Verifique se o subconjunto

W é um espago vetorial.

Considere o subespaco de R* gerado pelos vetores v; = (1,—1,0,0), vo =
(0,0,1,1), v5 = (=2,2,1,1) e v4 = (1,0,0,0).

(a) O vetor (2,—3,2,2) € [v1,v2,vs,v4]7 Justifique.
(b) Exiba uma base para [v1, vy, Vs, v,]. Qual é a dimensao deste espago?
(¢) [vi,Vvy, Vs, v,] = R*? Por qué?

Considere o espago vetorial P; e o conjunto W = {p(z) € P3; p”(1) = 0}.

(a) Verifique se W ¢ um subespaco vetorial de Ps.
(b) Obtenha os geradores de W.

a) Encontre as coordenadas do vetor p = 1+t + 2 + 3 em relagdo base
a={2,1+t,t+t2t*+13} de P

b) O conjunto 3 = {2,t2,t + t2} ¢ LI ou LD? Justifique sua resposta

1 1 0 0 0 2
. . . o 2
Qual o subespaco gerado pelas matrizes (1 0) , <1 1) e <0 _1> !

Mostre com um exemplo que a uniao de dois subespacos vetoriais de um
mesmo espago vetorial nao precisa ser um subespago vetorial desse espaco.

Responda se os subconjuntos abaixo sao subespagos de M(2,2).

(a) V:{{Z Z} com a,b,c,d € R ebzcea:—b}

(b) V:{[Z Z} com a,b,c,d € R eb—1:c+1}

Em caso afirmativo, determine:

i) uma base para W7 N Wa

ii) W1 + W é soma direta?
iii) Wi+ Wy = M(2, 2)?

Considere os subespacos de R®, Wy = {(z,y, z,t,w) /x+ 2 +w =0,z +w =0},
Wy ={(z,y,2z,t,w) /y+z+t =0} e W3 = {(z,y, 2, t,w) 2z + t + 2w = 0}.

(a) Determine uma base para o subespaco W1 N Wy N Wi,

(b) Determine uma base e a dimensao de W + Ws.
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(c) Wy + W5 é soma direta? Justifique.
(d) W1+ Wy =R?

15. Considere os seguintes subespagos de Pj :

U= {pepgzp”(t):o}

eWz{pEszpl(t)zO}

Determine dim(U + W) e dim(UNW) .

16. Sejam U = [(1,0,0),(1,1,1)] e V = [(0, 1,0), (0,0, 1)] subespacos gerados
do R3. Determine:

(a) uma base e a dimenséo de U N W.
(b) U+W =R?*?

17. Considere o seguinte subespago de M(2,2)

S:{[Z Z] eM(2,2):a+b:c+d:0}

(a) Determine uma base e indique a dimensao de S.
(b) Construa uma base de M (2,2) que contenha a base de S obtida no
ftem a).
18. Determine a dimensao e encontre uma base do espaco-solugao do sistema

z—3y+2=0
20 —6y+22=0
3 -9y +32=0

19. Sejam U e W subespacos de R* de dimensio 2 e 3, respectivamente.
Mostre que a dimensao de U N W ¢é pelo menos 1. O que ocorre se a
dimensao de U N W for 2 7 Pode ser 3 7 Justifique sua resposta.

20. Sejam 8 = {(1’0)7 (07 1)}7 By = {(7171)7 (la 1)}a By = {\/ga 1)7 (\/gvfl)}
e B3 = {(2,0),(0,2)} bases ordenadas de R?.

(a) Encontre a matrizes mudanga de base:
L[] ii. [I]g1 iii. [I]gz iv. [I]g3 .
(b) Quais sado as coordenadas do vetor v = (3, —2) em relagdo a base

i B8 ., . By,  iv. Ba.
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(¢) As coordenadas de um vetor u em relacao a base 8, sdo dadas por

et

Quais as coordenadas do vetor u em relacao a base: i. f ii.

B iii. £y

21. Sejam Py = {p = ap + a1z + a2x? + aza® + agz*\ao, a1,a2,a3,a4 € R} ,a =

22. Considere o seguinte subespaco de My : W

23.

24.

{1,1:,3:2,:1:3,m4} ef= {2,2:6,4:52,83:3, 16334}.

(a) Determine [I]5 ..

(b) Se [pl, =

,determinar [p|,

> O N

5

(c) Determine o polindmio p cujas coordenadas sdo dadas no item b)

a /d - 0 . Se.arrl
C d

(a) Detemine [I]3
7r
(b) Se [v]; = 8 , determine [v],

Sejam e 3 bases de R3. Determine a base 3 sabendo que a = {(1, —1,0), (0,1,0), (0,0,
e a matriz mudanga de base de o para [ €

1 00
me=10 2 1
-1 1 1

Seja E' um espago vetorial qualquer e {uj,ug,us} uma base de E. Con-
sidere ainda os vetores vi = u1 + usg, Vo = 2uq + Uy — U3 € V3 = —Us.

(a) Determine a matriz S de mudanga da base {v1,v2,v3} para a base
{ula uz, Ug}.

(b) Calcule as coordenadas do vetor w = v1 +vy —v3 na base {uy, uz, us}.
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25. Sejam « e [ bases de um espago vetorial V'
(a) Mostre que det ([I]g [I]z) =1
(b) Determine [I]

26. Verifique se as afirmagoes abaixo sao VERDADEIRAS ou FALSAS.
Se forem verdadeiras, demonstre. Se forem falsas, dé um contra-exemplo.

. (-1 2 1 1 0 0 0 2
(a) ( )A matriz ( 0 3> pertence ao subespago W = {(1 0) , (1 1) , (0 _1>} .

— = =~ ~ e
(b) () Se os vetores w, v e W sdo LI entdo os vetores w — v, v — w
— — ~ /
e w — w sao LI's.

61



Capitulo 3

TRANSFORMACOES
LINEARES

Definigao 102 Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma Transformagdao Lin-
ear (aplicagdo linear) é uma fungdo de V.em W, T : V. — W, que satisfaz as
sequintes condigoes:

e Qualquer que sejam u ev em V |
T(u+v)=T(u)+ T(v)
o Qualquer que sejam k e R ev em V

T(kv) = kT (v)

Exemplo 103 : Um agricultor planta e comercializa trés tipos de verduras:
Tomate, Batata, Cenoura. Sejam x1,%2,x3 as quantidades em quilos de To-
mate, Batata, Cenoura respectivamente. Se o agricultor vende o quilo do to-
mate a R$ 2,00,da batata a R$ 1,50 e da cenoura a R$ 1,90 entdo o total de
vendas (Ty) é dado por 2z1 + 1,5z9 + 1,923. A aplicagdo que a cada tripla
(21,2, 23) € R3associa o total de vendas Ty (x1, %2, x3) é uma aplicacio linear.
Matematicamente temos uma transformacdo linear do E.VR? no E.V R :

Ty : R*->R
Tv(l'l,l'g,xg) = 25[,’1 +1,5£L’2+1,9£L’3

Vamos agora mostrar que de fato esta aplicagao é uma transformacao linear
Chamando u = (z1,22,23) € R, v = (y1,92,¥3) € R? e k € R temos:
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Tv(u+v)

Ty (u)
Ty (v)
Ty (u) + Ty (v)

TV ((I17x27x3) + (y17y2ay3))
Tv (w1 +y1, 22 + Yo, T3 + ¥y3)

2(z1 +y1) + 1,5(ze +y2) + 1,9(z3 + y3)
221 4+ 1,522 + 1,923 + 2y1 + 1, 5y2 + 1,9y3

(221 + 1,522 + 1,923) + (2y1 + 1,5y2 + 1,9y3)

T(I’l,l’z, 1‘3) == 21191 + 1, 5LE2 + 1, 9LE3
T(y1,y2,y3) = 2y1 + 1,5y2 +1,9y3

(221 + 1,522 + 1,923) + (2y1 + 1, 5y2 + 1, 9y3)

Log_g Ty (u+v) =Ty (u) + Ty (v).

ii)

Ty (

ku) =

Ty (k(x1,z2,3))

Ty (kxy, kxo, kxs)

2kxy + 1,5kxo + 1,9kx3
k(2x1 4+ 1,522 + 1,9x3)
kT (u)

Logo Ty (ku) = kTy (u). De i) e ii) vemos que Ty é uma transformagcao linear.

Exemplo 104 . Sejam V =R, W =R e F : R — R dado F(u)

aplicagio F nao é uma transformacao linear pois:

F(u+v)
F(u)+ F(v)
Fu+wv)

= (u+v)? =+ 2uv +v*
— w242
# F(u)+ F(v)

Exemplo 105 T : R? — R3, T(z,y) = (22,0,2 + 3)

T é uma transformacao linear pois,

i)

T(u+v)

T ((w1,y1) + (22, 92))

T(ZEl

(2(x1 +22),0, (z1 +22) + (11 + 12))
(221 + 222,0 + 0, (71 + y1) + (22 + y2))
(

2371,

+ 22, y1 + ¥2)

0,21 + 1), (222,0,22 + y2)

T(u) + T(v)
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i)
T(ku) = T (k(z1,51))
= T (kxy,kyr)
(2kz1,0, k1 + kyp)
= k(221,0,z1 +y1)
kT (u)

Portanto T' é uma transformacao linear.
Exemplo 106 . V=W =P, ¢

D : P,— P,
D(f) = [

a aplicagao derivada que a cada polindmio associa sua derivada, a qual também
é um polinémio é uma aplicacao linear. De fato, para quaisquer f,g € P, e
ke R,

i)
D(f+g) = (f+9)
— fl+g/
= D(f)+ D(9)
i)
D(kf) = (kf)
kD(f)
Exemplo 107 V = P,,W = P11, p(z) = ap + a12 + a2® + ... + a,a"
T : P,— P,
T(p(z)) = zp(z) = aoz + ar2® + agz® + ... + apz™!

A aplicacdo T é uma transformagao linear pois

T(kp) = x(kp)(z) = zkp(z) = kxp(x) = kT (p)
T(p+q) = z(p+q(z)=2(p()+q(x) =2p(z) +xq(z) = T(p) +T(q)

Exemplo 108 V =W = P,, p(z) = ag + a1x + asx® + ... + an,z™, a,b ER e

T . P,— P,
T(p(z)) = plaz+b) =ao+ a1 (az+b) + as (az +b)* + ... + an (az + b)"
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Esta aplicagao também é linear pois,

T(kp) = (kp)(az +b) = kp(az +b) = kT(p)
T(p+q) = (p+qlax+b)=plax+b)+qlazx+b)=T(p)+T(q)

2

Exemplo 109 Uma transformagdo linear inportante é aquela que se obtém
usando-se o produto escalar. Seja R™ com o produto escalar usual {.,.) e vy €
R™ um vetor qualquer fixado. Seja,

T : R"—=R
T(v) = ({v,v0)
T é uma aplicagdo linear (mostre isso, use as propriedades do produto escalar)
Exemplo 110 : Sejam C(R) ={f:R—=R / f é continua} . Considere
J : CR)—R

Por exemplo se f(t) = t2 entdo

J(f)=f0)=0"=0
J é uma aplicagao linear pois, se f,g € C(R) e k € R entao

J(f+9) = (f+9)(0)=f(0)+9(0)=J(f)+ J(9)
J(kf) (kf)(0) = kf(0) = kJ(f)

Exemplo 111 : Seja,

T : M2 — MQ
T a b _ a+b b+c
c d o c+d d+a
Esta aplicacao é uma transformagao linear, pois
a; b az by ap+az by +by
T = T
(e &l 2]) - «(are aiz))

a1+a2+b1+b2 b1+b2+01+02
ci+ceo+di+dy di+ds+ar+as

a1+bl b1 + a2+b2 b2+62
ci+di di+ap c2+dy da+ar+a

(o g% %))
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ka kb
) - (e i)
_ ka+kb kb4 kc
- ke+kd kd+ ka

_ a+b b+c
a c+d d+a

()

T : M,—R
T(A) = det(A)

SRS

adk

Exemplo 112 : Seja,

Esta aplica¢ao nao é uma transformacao linear, pois, em geral

det(A1 + AQ) 7£ det(Al) + det(Ag)

3.1 Propriedades das Transformacgoes Lineares

Teorema 113 Dados dois espagos vetoriais reais V. e W e uma base de V, 3 =
{vi, -, v}, sejam wy,- - ,w, elementos arbitrdrios de W. Entdo existe uma
aplicagao linear T : V. — W tal que T(v1) = w1, -+, T(v,) = wy. Esta aplicagdo
é dada por: Se v =ayv1 + -+ + apvy,

T(w)=a1T(vi) + - a,T(vn) = arwy + - - - apwy

Exemplo 114 Qual a transformacgdo linear T : R? — R3 tal que T(1,0)
(2,-1,0) eT(0,1) = (0,0,1)?

Solugao: Temos neste caso v; = (1,0) e v = (0,1) base de R? e w; =
(2,—1,0) e wy = (0,0,1).
Dado v = (z,y) arbitrério,

v = TV + Yvs
T(v) = T(zvi+yve)
Tw) = aT(n)+yT(v2)
T(w) = =z(2,-1,0)+y(0,0,1)
(v)

= (2‘]:5 —$7y)
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Exemplo 115 Qual a transformacao linear T : My — Py tal que

(1 0]\ _ 4
T(_O O_) = x4z
o 1]\ 5, o
T(_O 0_) = z°+zx
[0 0] 9 3
T(_1 0_) = x4z
[0 0] _ 4
T(_O 1-) = x4z
Solugao
Uma matriz A € My é da forma A = [ CCL 2 . Podemos escrever:
a b 1 0 0 1 0 0 0
[c d]_a{() 0}4—1)[0 0 —l—c[l 0}+d[0 1],portanto

D = a(z+2)+b(2®+27) +c(2® +2%) +d (v + 2

b
d
T([z Z]) = (a+d)z+ (b+c)2z*+ (b+c)z® + (a+ d)z*

Definigao 116 : Seja T : V. — W uma transformagao linear. A imagem de
T é o conjunto de vetores w € W tais que existe um vetor v € V', que satisfaz
T(v) =w. Ou seja

Im(T)={weW / T(v)=w para algum v € V'}

Observagao 117 Note que Im(T) é um subconjunto de W e, além disso, é um
subespago vetorial de W.

Exemplo 118 Seja T : R? — R? a transformagdo linear dada por T(x,y) =
(2¢ —y,—10z + y). Qual dos vetores abaizo pertence a imagem de T

a)u=(1,2)
b) w=(-1,2)
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Solugéo: a) Para que u € Im(7T) deve existir algum v = (z,y) tal que
T(v) = u, ou seja, T(z,y) = (1,2); temos entao:

T(x,y) = (1,2)
(217 —y,— 10z + y) = (L 2)
20 —y =1
10z +y=2
Resolvendo o sistema temos = = —% ey = —27 logo u pertence a imagem de T
pois T'(—32,-1) = u.

b) Analogamente deve existir algum v = (x,y) tal que T'(v) = w, ou seja

2z —y,—10z+y) = (-1,2)
20 —y =—1
—10x4+y=2
Resolvendo o sistema temos x = —% ey = % logo w pertence a imagem de T

pois T'(—5,—3) = w
Exemplo 119 Determine a imagem da transformacdo linear T : R? — R3,
T(:Evyaz) = (2$—y—zyx—y—27$+y—z)'

Solugéo: Se w € Im(T') entdao w = T'(x,y, z), ou seja,

w = x—y—z,x—y—z,x+y—2)
= 2(2,1,1) +y(—1,—1,1) + 2(=1, -1, —1)

Logo todo vetor que pertence a imagem de T é gerado pelos vetores v; =
(2,1,1),v9 = (-1,-1,1) e v3 = (—1,—1,—1). Podemos entao escrever que
Im(T) =[(2,1,1), (-1,-1,1), (-1,-1,-1)].

Como o conjunto f = {(2,1,1),(-1,-1,1),(-1,—1,-1)} & LI ( verifique
isto) temos que 8 ¢ uma base para a Im(7T), mas 3 é base para R3 , logo
concluimos que Im(7T") = R3.

Definigcao 120 Seja T : V. — W, uma transformacao linear. O conjunto de
—
todos os vetores v € V tais que T(v) = 0 é chamado nicleo de T, sendo

denotado por Ker(T). Isto é,
Ker(T) = {v eV / T() = 6’}

Observagao 121 Observe que Ker(T) C V é um subconjunto de V' e, ainda

mais, é um subespaco vetorial de V. Alguns autores denotam o nicleo de T por
N(T).
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Exemplo 122 Seja T : V — W, dada por T'(v) = 0. Neste caso todo vetor de
V' é levado no vetor nulo pela transformagao T, assim temos que Ker(T) =V

Exemplo 123 Seja T : R* — R? a projecdo ortogonal sobre o plano zy.
Neste caso temos T(x,y,z) = (z,9,0). Se T(z,y,2z) = (0,0,0) = (z,y,2) =
(0,0,0) = =0 ey =0. Como nada é dito sobre a varidvel z, temos que z é
qualquer, logo Ker(T) = {(0,0,Z) €eR® /z¢€ R}7 ou seja o nicleo de T sao
todos os vetores que estao sobre o eixo z.

x / ¥

T(w)
Exemplo 124 Encontre o nicleo da transformacao linear:

T : R'->R?
T(z,y,2,t) = (x4+y+z—=t2x+2—1t,2y—1)

Solugdo: Devemos encontrar os vetores v = (,y, z,t) € R* tais que T'(v) =
T(z,y,2,t) = (0,0,0). Neste caso temos que resolver o sistema homogéneo:

r+y+z—1t=0

20+2—1t=0
20—t=0
A matriz ampliada do sistema é:
111 -1 :0 1 1 1 -1 :0
201 -1 :0[|=]0 -2 -1 1 :0
020 -1 :0 0 0 -1 0 : 0

Pa =pe =3ep=3<n=41logo o sistema é compativel e indeterminado
com grau de liberdade 1.
Logo,
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c+y+z—1t=0

—2y—2z+t=0
—z=0
o que nos fornece,
T =Yy
= 0
t = 2y

Portanto Ker(T) = {(y,y,0,2y) € R*/ ye R} =][(1,1,0,2)]

Exemplo 125 Seja T : R? — R3? a transformacio linear que é a projecdo
ortogonal sobre a reta cujas equagoes paramétricas sao:

x =2t
y =2t
z=t

Encontre o Ntcleo de T

Solugao: Projetar um vetor sobre uma reta é o mesmo que encontrar a
projecao ortogonal sobre o vetor diretor dessa mesma reta. No nosso caso, o
vetor diretor é u = (2, -2, 1), logo

T(v) = projyv= (%) u

_ (x;yaz)'(Z*Qal)
Twyz) = ((2,—2,1).(27—2,1)>(2’2’1)

2r —2
T(a:,y,z) = (xgy—i_z> (27_2a 1)

de —4dy+2z —do+4y—2z 2z —-2y+ =z
9 ’ 9 ’ 9

T(x,y,z)

Para encontrar o nicleo devemos ter,

dr —4dy+2z —do+4y—22 2z —2y+ 2
9 ’ 9 ’ 9

T(x,y,2) = < ) =(0,0,0)

doe — 4y +2z =
—4dx +4y — 2z
2 -2y +z =
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4 -4 2 4 —4 2
—4 4 -2 |, fazendo o escalonamento temos | 0 0 0 |, assim
2 =2 1 0 0 0
dr—4y+2z = 0
0 =0
0 0
2z = —Adx+4y
z = —2zx+4+2

Portanto Ker(T) = {(z,y, -2z +2y) e R®* / z € R} =[(1,0,-2),(0,1,2)]

Definicao 126 Dada uma aplicacao T : V. — W, diremos que T ¢é injetora
se dados u,v € V com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equivalentemente, T é
injetora se dados u,v € V. com u # v, entio T(u) # T (v).

Definicao 127 Uma aplicacio T : V — W serd sobrejetora se a imagem de
T coincidir com W, ou seja, T(V) = W.

Observagao 128 Da defini¢cao acima vemos que uma funcao serd sobrejetora
se dado w € W, existir v € V tal que T'(v) = w.

—

Teorema 129 SejaT : V — W, uma aplicagio linear. entao Ker(T) = { 0 } ,

se e somente se T é injetora.

Teorema 130 Seja T : V — W, uma aplicagdo linear. Entdo

dim Ker(T) + dimIm(T) = dim V'

Coroldrio 131 Se dimV =dim W, entdo T linear é injetora se e somente se
T ¢é sobrejetora.

Coroldrio 132 Seja T : V. — W, uma aplicagdo linear injetora. Se dimV =
dim W, entdo T leva base em base.

Exemplo 133 Seja T : P, — P,11, dada por T'(p(z)) = xzp(z). Verifique se T
é bijetora.

Solugdo: Devemos verificar se T' é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.
Usando o teorema (129) devemos apenas calcular o nicleo de T :

T(p(z)) = ap(z)
T(ag+ariz+...+an2™) = z(ag+arz+...+apx™)
T(ag+az+ ... +a,z") = (aox+ a1z +...+apaz"™™)
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Se

T(p(z)) = 0
aot +a1z® + ... +apz™t = 0=0+0z402%+...+ 02!
logo ap = a1 =...=a, =0= p(z) =0 (p(x) é o polinémio nulo) = Ker(T) =

{ﬁ} (observe que neste caso o vetor nulo de P, é o polinémio nulo de grau n).

Portanto T' é injetora.
Como dim P, =n+ 1, dim P,y; =n+ 2 e dim Ker(T) = 0, temos que

dim Ker(T) + dimIm(T) = n+1
0+dimIm(T) = n+1
dimIm(T) = n+1

Note que dimIm(7T") = n+1 # n+2 = dim P,,11 = Im(T) # P,41. Portanto
T nao é sobrejetora e assim 7' nao é bijetora

3.2 Transformacgoes Lineares e Matrizes

3.2.1 Transformacgao linear associada a uma matriz

Seja A uma matriz m X n. Associada a matriz A definimos a transformagao
linear:

Ly: R*"—>R™
v— A

onde v é tomado como vetor coluna,

Z1
V=
Tn,
La(v) = Aw
[ ann - amn L1
La(v) =
L Gm1 -  Qmn Tn
T [ anz + - an,
La : = :
T L Adm1T1 + o+ AGnnTn

Das propriedades de operagoes de matrizes:
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Latu+v) = A(u+v)=Au+Av=La(u)+ La(v)
La(ku) = A.(ku)=kAu=EkLs(u)

e portanto L4 é uma transformacao linear.

Exemplo 134 Seja

1 1 1 -1
A=|12 0 1 -1
0 2 0 -1

Observe que a matriz A tem ordem 3 X 4 e portanto ela induzird uma transfor-
macao linear de R* para R? , definida por:

Ly : R*->R3

t 101 1 —1 t
Lall? - |20 1 41 y
z 02 0 -1 =
t L t

_a:—l—y—i—z—t

= 20+ 2z—t

i 29—t

Note que a transformacao acima estd escrita em forma matricial, mas podemos
escreve-la também na forma vetorial que estamos acostumados:

La(z,y,z,t) =(x+y+z—t2x+2z—1t,2y—1t)

Surpresal!l Esta ¢ a mesma transformagao do exemplo (124)

Exemplo 135 Dada a transformacao linear:
T : R}?>R?
T(z,y,z) = (10 —20y — 30z, — 2y — 3z2)

Encontre a matriz da transformacdo T' (Isto é, encontre a matriz A cuja trans-
formagéo associada a ela é exatamente a transformagao T)
Solugao: Passando da forma vetorial para a forma matricial temos:

. “’ [ 10z — 20y — 302
z o x—2y—3z

10 —20 —30 x
1 -2 -3 Y
z
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Portanto a matriz de T, que denotaremos por [T] é

10 —-20 -30
7= 1 -2 -3

Observagao 136 Ao obtermos a transformagdo associada a uma matriz A (ou,
caso contrario, a matriz de uma transformagao T), ndo mencionamos as bases
dos espacos envolvidos. De fato, ao obtermos a matriz de uma transformac¢ao
estamos levando em conta as bases associadas aos espacos R™ e R™ mas neste
caso em particular estamos considerando as bases candnicas. Isto ficard claro
na erposicao a Sequir.

/
De um modo geral, fixadas as bases 5 = {vy,va, -+ ,v,} e = {wy,wa, -+ ,wn},
a matriz
ai1 A1n
Amxn =
m1 - OGmn

podemos associar

Ty : R*™ —>R™

v — Ta(v)
da seguinte maneira: Seja
T
X = [’U]ﬁ =

T,

ail A1n T Y

AX=| =
am1 e Amn Tn Ym

entao
TA(U) =Wy + -+ YnWn

onde y; = A;. X e A; é a i-ésima linha de A.

Em geral, dada uma matriz A,,«,, ela é encarada como uma aplicagao linear
T4 :R™ — R™ em relagao as bases canénica de R™ e R™.
3.2.2 Matriz de uma transformacao linear

Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformagdo linear. Seja
T:V — W linear, 8 = {vy, -+ ,v,} base de V e 8/ = {wy,--- ,w,,} base de W.
Entao T'(v1),...,T(v,) sdo vetores de W e portanto

Tvy) = anwr + - + apiWnm

T(Un) a1nW1 + Tt + AmnWm
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A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, denotada por [T]g, é
chamada matriz de T em relacio as bases 5 e 3 :

ail e A1n
B _
[T =
m1 " Gmn
aip -+ Gin
Observagao 137 Note que se A = [T]g, = a transfor-
Gm1 e Qmn

macao linear T passa a ser a transformacdo linear associada o matriz A e
/! 3 z
bases B e 3, iste é, T =Ty

Ezemplo 138 Seja T : R — R? tal que T'(z,y,2) = (22 +y — 2,3z — 2y + 42).
Sejam B = {(1,1,1,),(1,1,0),(1,0,0)} e 8" = {(1,3),(1,4)}.

Procuremos [T ]g/
T(z,y,z) = 2z +y— 2,3z — 2y + 4z)

T(1,1,1) = (2,5) =a(1,3)+b(1,4
T(1,1,0) = (3,1) =c(1,3) +d(1,
T(1,0,0) = (2,3)=e(1,3)+ f(1,

Portanto temos os sistemas:

a+b=2 c+d=3 e+ f=2
’ 3a+4b=5 "’ 3c+4d=1 "’ 3e+4f =3

Resolvendo os sistemas temos:

m-[ 1

Teorema 139 : Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V', B base de W e
T:V — W uma aplicagao linear. Entdo, para todo v € V' wale:

Teorema 140

Definigao 141 Dada uma base 8 e tranformacao linear T : V — V denotare-

mos a matriz [T]g apenas por [T e ela serd chamada de matriz de T' em relagdo
a base 3.
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Definicao 142 Seja T : R™ — R™ wuma transformacao linear e o a base
canénica de R™, entdo a matriz de T em relagdo a base canodnica o, TS

o> Serd
denotada simplesmente por [T].

Exemplo 143 Seja T : P, — Py definido por T(p(x)) = p(3z — 5). Determine
a matriz de T em relagdo a base 8 = {1,3:,332}

Devemos calcular [T, = [T]g

T(p) = pBz—5)
T(ap + a1z + azz?) = ap+ a1(3z —5) + ag(3z — 5)2
T(ao + a1z + azx®) = ag+ 3a1x — 5ay + az(92* — 30z + 25)
T(ag + a1z + azz?) = (ao — 5ay + 25a2) + (3a1 — 30a2)x + Jasx?

T(1) = T(1+40x+0z%) =1=1+0z+02?
T(x) = T(0+ 1z +0z?) = =5+ 3z = -5+ 3z + 022
T(z*) = T(0+ 0z + 12?) = 25 — 30z + 92°
1 -5 25
[T];=1]0 3 =30
0 0 9

Exemplo 144 Seja T : R?® — R3 dada por T(z,y,z) = (2 — 3y — 2z,2 —y —
2, 2z7y+z) e sejam o = {(1707 O)a (17 1, O)a (1’ 1, 1)} 6[3 = {(*13 7170)7 (71,07 *1), (07 -1, 71)}
bases do R?

a) Determine [T]5 , 7]
1

b) Se [v], = | 1 | determine [T'(v)]s.
1

¢) Calcule a multiplicacdo das matrizes: [T’ ]g T ]2 . Que conclusao vocé pode

tirar em relagdo as duas matrizes, ou que relacdo hé entre as duas matrizes?
Solugdo: a) Cilculo de [T

T(z,y,2) =2z —3y — 2z, —y — 2,2 — y + 2)

T(1,0,00=(2, 1, 2)=uai(-1,-1,0)+by(—1,0,—1) +¢1(0, -1, 1)

T(1,1,00=( =1, 0, 1) =as(-1,-1,0)+ba(—1,0,—1) 4 c2(0,—1,—1)

T(1,1,1)=( -3, =1, 2 )=as(—1,-1,0)+bs(—1,0,—1)+c3(0,—1,—1)

Devemos resolver os tres sistemas resultantes: Denotando por A a matriz
dos coeficientes do sistema,temos:

76



-1 -1 0 _% _% %
A= -1 0 -1 |=a1t=| -1 1 _%
0 -1 -1 ¢ -3 -
Vamos resolver os sistemas por matriz inversa:
[ a1 T ) 1 1 1 2) _1
A1 22 A _ | _3
b1 =A 1 = 3 5 % 1 — %
L e ] | 2 i "5 3 2 —3
R P v I s B O R e B
ol D N e S B 8 N el
L c2 ] L ) L 2 -3 —zJL 11 L[-1.
el B o e a2
(3 i e e B B B 8 A el
L cs ] L 2] L 2 -3 —21L 2] [-2]
Logo
-+ 1 3
me=1| -3 o o
b i
-1 1

Agora voce ja estd em condigoes de calcular [T]i Faga esse cdlculo como
exercicio
b) Vamos usar a relagao [T'(v)]5 = [T]5 .« [v],

T, = (b,
'—é 1 3 1
T, = | -3 0 0|1
-l 1 2] |1
rz
re), = | -3
L 2

¢) Faca voce este item e tire suas conclusdes. Mais adiante voce poderd
verificar se suas conclusoes estavam corretas.

Teorema 145 Seja T : V — W wma transformacao linear e o e 8 bases de V.
e W respectivamente. Entao

dimIm(T) = posto de [T]}
dim Ker(T) = nulidade de [T} = numero de colunas de [T — posto [T
Exemplo 146 Seja T : Py — M;(2,2) definida por T(p(x)) = {p (()O) 2??8)3}
p
;o . . _J11 01 00 10
onde p € a derivada de p. Sejam .o = 00°00°1 1°0 1}uma

base para M(2,2) e B = {l,x,xQ} base para Ps.
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a) Determine [T]5.
b) Determine uma base para N(T').
¢) Determine uma base para Im(7T).
d

) T ¢é injetora? E sobrejetora? Justifique.

SOLUCAO:
a)

Note que T'(a + bx + cz?) = 8 2a+§g+20
Determinando [T
[0 2] 1 1 0 1 0 0 1
T(l)__O O__a00+b00+011+d0
1 2] 11 0 1 00 1
T@ = 1o o)=€0 0 0 0*91 1 Thy
s 021 11 .01 00 1
TED) = o 2)=%0 0 70 0 Th1 1 T
0 1 -2
2 1 4
00 2
b)
. 0 0
Sejap(z) € N(T)=Tp@) =,
b 2a+2+2] _ [0 0 o
[O 9% ] = {O 0]:>a—b—0—0
Logo, p(z) = 0+0z+02* € N(T) = N(T) = {0}
c) Seja A € Im(T) = A = {8 2a+§IC)+2c] a[g g}erLl) §]+
0 2
“lo 2
Portanto,

e =[[5 ][5 [ 3]

Como os geradores da Im(T") formam um conjunto L.I. (Verifique!) tem-se
que

0 2 1 2 0 2 ,
{[O O} ) [0 O} , [O 2]} ¢ uma base para Im(T).

d) T é injetora pois N(T) = {0}, mas ndo é sobrejetora pois dimIm(7T") =
3 dim M(2,2)
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3.3 Composicao de transformacoes lineares

Definigao 147 Se Ty : V. — W e Ty : W — U sao duas transformagoes
lineares a composta das duas transformacades lineares é definida do mesmo modo
que a composi¢io de funcoes ( lembre-se que um transformagado linear é uma
fungao com a propriedade adicional de ser linear) da seguinte forma

TooTy : V->U
(Tz0Th)(v) = To(T1(v))

Exemplo 148 Se T} : R?2 — R3 Ty (z,y) = (z—y,y — 2,y —x) e To : R® = R,
T(z,y,2) =x—y—z entdo TooT; : R*> >R e

(TyoTy) (z,y) = To(Ti(w,y))
= D(r—-yy—zy—1)
= @-y-Wy—2)—-(y—2)
= r-y-ytr-—ytz
= 3z —3y

Teorema 149 Sejam Ty :V — W e Ty : W — U transformagées lineares e «,
B, v bases de V, W, U respectivamente. Entdao a composta de Ty com Ty, To0T :
V — U ¢ linear e 4

[Ty 0 Th]5 = [T2] - [T1]5

Proposigao 150 Seja T : V — W uma transformagdo linear . Sejam o e o
bases de V e B e B’ bases de W. Entdo vale a relagdo:

115 = Iw o T o Iv]S = [Iw’) [T13 [Iv]S

onde Iy e Iy sao as aplicagoes identidades de W e V respectivamente.

3.4 A Inversa de uma transformacao linear

Definigao 151 Dd-se o nome de isomorfismo a uma transformacgao linear
T :V — W que é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Quando hd um
isomorfismo entre dois espagos vetoriais dizemos que estes sao Isomorfos.

Definigao 152 Seja T : V. — W wuma transformacao linear. Se existe uma
transformacao linear S : W — V tal que T oS = Iy, onde Iyy - W — W é
a identidade em W, dizemos que S é a inversa a direita de T. Se existe uma
transformacao R : W — V| tal que RoT = Iy, onde Iy : V — V é a identidade
em V, dizemos que R é a inversa a esquerda de T.
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Definicao 153 Seja T : V. — W wma transformacao linear. Se existe uma
aplicacio T~ W — V, tal que ToT ' = Iy e T™Y o T = Iy, entdo dizemos
que T ¢ inversivel e que T~ ¢é a inversa de T

Proposigao 154 Seja T : V. — W uma transformacao linear. Se existe a
inversa de T, T, entdo T~ é uma transformacdo linear

Proposigao 155 Se T : V — W é um isomomorfismo, entdo T é inversivel e
além disso T~ também é um isomorfismo.

Proposicao 156 Se T : V — W wma transformagao linear invertivel (T é um
isomorfismo) e a e  sao bases de V. e W, entdo:

Observagao: Quando estamos trabalhando com o espago R™ e a base canonica
de R™ por simplicidade omitimos as bases e a matriz de T' : R™ — R",em relagao
a base canonica, ¢ denotada simplesmente por [T']. Neste caso a proposigio
acima é escrita na forma mais conveniente: "Se T : R™ — R"™ ¢ inversivel entao
[ =

Proposigao 157 Seja T : V. — W uma transformag¢ao linear, com dimV =
dimW, e a e B bases de Ve W respectivamente. Entao T ¢é inversivel se, e
somente se det [T]5 # 0.

Observagao 158 Se na proposi¢ao acima tivermos V.= W = R™ podemos
escrever: Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear, entdo T ¢é invertivel se
det [T] #0

Exemplo 159 Seja T : R® — R3, dada por T(x,y,2) = (v +2y+2z,2+y +
3z, + 2y + z), determine a transformagdo inversa T~1.

Solugdo: Facilmente podemos ver que

12 2 -5 2 4
T=|113|=[T"=1"'=] 2 -1 -1
12 1 1 0 -1

logo T (x,y,2) = (b + 2y + 42,22 — y — 2, — 2). Como exercicio verifique
que vale (T o T71) (z,y,2) = (z,y, 2)

Podemos também neste caso calcular a inversa usando diretamente a difini¢ao
de transformacao inversa da seguinte forma

Sabemos que T~! : R3 — R3 é uma transformacao linear tal que T~ 1oT = I
ouT oT~! = I. Suponhamos que T~(z,y,z) = (m,n,s), devemos encontrar
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m,n e s tais que T o T~! = I (devemos usar esta igualdade pois com a outra
ndo funciona, tente e veja o que acontece). Portanto

(ToT ™) (x,y,2) = I(x,y,2) = (x,y,2)
T(T Y (x,y,2) = (2,9,2)
(mns) = (I’yv'z)
(m+2n+2s,m+n+3s,m+2n+s) = (z,y,2)
m-+2n+2s = =z
m+n+3s =
m-+2n+s = =z
1 2 2 =z 1 2 2 x
113 y [escalonando} 01 -1 z—y
121 2 = 00 1 z—=2
s = x—2
n = x—yt+tr—z=2r—y—=z2
= z-22x—y—2)—2(r—2) =—-br+2y+4z
Logo

TNz, y,2) = (=5 + 2+ 42,22 —y — 2,2 — 2)
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3.5 Nona lista de exercicios

1. Verifique se as fung¢oes dadas abaixo sao transformacoes lineares. Em
cada caso, justifique sua afirmacao:

(a) T:R* — N3 dada por T(z,y, 2,t) = (z +y,0,2 + 1)
(b) L:R?* — R dada por L(z,y) = zy
)
)

c d

(d G: ]\4(57 5) — M(5, 5)7 G(A) = AB-i—Is, onde B = diag(dl, dg, dg, d4, d5)
é uma matriz diagonal e I5 é a matriz identidade de ordem 5.

() F:Po— Pytalque T(p) =p+q,pEPreqt) =t>+1,teR

() §: M(2,2) — %2, s([“ bD — (a+b,0)

(f) S:R? — R? dada por S(z,y) = (x +y,z —y)

u

)
(8) T:M(Q,Q)%Rdadapor[i H—’det[ccl b}
(h) T:R—R, T(x)=|a|.

)

(i) T: My — Py, T({(CL Z}>a+dt

(G) S : R* — R3 tal que S(z,y,2) = (37,a,52), onde a € R é uma
constante.

(k) T: P, — P, tal que T(p($)) = p/ (.7}) + pr” (l‘)

2. Seja T : P, — P, um operador linear tal que

T(po)(t) = 1+t, T(p1)(t) =t+t2, T(p2)(t) = 1+t—2t2 onde p;(t) = t',
i=0,1,2.

3. a) Encontre a transformacio T : R? — M (2,2) tal que

T(-1,0) = [_11 _11} . T(0,-1) = {_11 _11]

b) Usando a transformacao T encontrada no item a) , calcule 7°(1000, 999)

¢) A transformacao é bijetora? Justifique sua resposta.

4. Sejam F,G : R? — R3 transformagoes lineares dadas por F(z,y,z) =
(x+y,2+y.2) e Gx,y,2) = (x+ 2,y — 2,2+ 22).
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5.

10.

11.

(a) Determine F o G

(b)

()
)

(d) F oG éisomorfismo? Justifique sua resposta.

Determine uma base para N(F o G)

Determine uma base para Im(F o G)

Seja T : R — N3 uma transformacio linear definida por 7'(1,0,0) =
(1,1,0), 7(0,1,0) = (1,1,2) e T(0,0,1) = (0,0, 2). Determinar uma base
de cada um dos seguintes subespagos:

(a) N(T)

(b) N(T)NIm(T)

(¢) N(T)+Im(T)
Sejam o = {(1,—1),(0,2)} e 8 = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de R?
e B3, respectivamente e

1 0
g =1 1
0 -1

(a) Encontre a transformacao linear T.

(b) Enconte uma base para Ker(T) e uma base para Im(T).
1 0

(c) Encontre uma base y de R tal que [T]9 = 0

1

0
0
Encontre a transformacio linear T : ®2 — R? que é a projecdo sobre a

reta dada por { v :_2tt

Determine dimIm(¢) e dim Ker(T). T ¢ inversivel 7 Se for, determine
Tt

Considere o operador linear em %3 tal que 7'(1,0,0) = (1,1,1), 7(0,0,1) =
(1,0,1), T(0,1,2) = (0,0,4).
T é isomorfismo? Em caso afirmativo, determine o isomorfismo inverso.

Seja T : R — N3 o operador linear definido por T(z,y,z) = (3z,2 —
y,2x +y + 2). Mostre que (T? — I)o (T? — 3I) = 0.

Seja T' : P, — P53 a transformagdo definida por T'(p(z)) = zp(z — 3).
Encontre [T]g em relagdo as bases = {1,z,2%, 2%} e v = {1, 2, 22}.

Encontre a transformacdo linear 7 : R2 — R3 cujo niicleo é gerado por
(1,1,0) e (0,0,1) e a imagem gerada pelo vetor (1,—1,1).
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12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

Encontre a transformacdo linear T : ®* — R* cujo nicleo é gerado por
(1,1,0,0) e (0,0,1,0).

Sejam R, S, T tres transformacoes lineares de R? em R3. Se

1 0 1 -2 1 -1
Rl=]2 1 1|le [S]=] 3 1 2 |,
0 -1 1 1 -2 0

encontre T' tal que R=So7T.

Suponhamos T : V' — W linear e V tem dimensao finita. Mostre que V e
a Im(T") tém a mesma dimensao se e somente se T' ¢ inversivel. Determine
todas as transformacoes lineares ndo inversiveis 7 : R* — R3.

Mostre que se a matriz transformacao [T'] ¢ inversivel entdo N(T') = {6)}

Seja T': V — W uma transformagao linear.

(a) Mostre que o nicleo de T é um subespagco de V.
(b) Mostre que a imagem de 7' é um subespago de V.

’

Seja T': P, — Py a transformagao linear definida por T'(p(x)) = zp (z)

(a) Quais dos seguintes polinémios pertencem ao N(T')?
i 2
ii. 22
iii. 1 -2z

(b) Quais dos polinomios do item a) pertencem a Im(7")?

(¢) Descreva N(T) e Im(T).

Quando possivel, dé exemplos de transformagoes lineares satisfazendo:

(a) T:R? — R3 tal que dim N(T) = 1

(b) T:R3? — R3 tal que N(T) = {(0,0,0)}

(¢) T:R3 — R3 tal que Im(T) = {(0,0,0)}

(d) T:R3 — R? tal que N(T) = {(x,y,2) € R®: 2z = —x}

(e) T:R*— R3 tal que Im(T) = {(=,y,2) €R® /y =2z —z}.

Seja T : P3 — Py definida por T(p) = p . Determine a matriz T’ em
relagao as bases {l,t,tg,tg’} e {1, 1+t -1+ t2} .

Mostre que se uma transfomacao linear ¢ injetora entdo N(T') = {6}}

>_

Qo

Seja 8 a base canonica de My. Se T : My — Ps édadapor T ( {

a

a+ (b+c)z+ (c — d)x? + da?
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a) Encontre [T]g onde a = {272 +2,24+2%,2+ x3} é base de Ps

(a)
(b) Faca o escalonamento da matriz [T]g
(¢) Detemine dim Ker(T)
(d) Determine dim Im(T).

22. Se A € R™* ™ ¢ inversivel entio:

(a) dimN(A) =
(b) dimIm(T) =

23. Determine dim N(7') sabendo que:

24. Explique em cada caso abaixo porque nao existe uma transformagao lin-
ear:

a R* — R? cujo niicleo seja a origem;

(
(b

)

) R5 — RS que seja sobrejetiva;
(c) R3 — R? que seja injetiva;

)

)

N 9494

(d R” — R tal que dim N(T) = dim Im(7);
(e) T+ RY — R com N(T) = [(1,0,0,0), (0, 1,0,0)] e Im(T) = [(1,1,2), (2,2, 4)].

25. Responda as seguintes questoes:

(a) Se T : R® — R® ¢ uma transformacio linear, podemos ter dim
Im(T") > 67 Justifique sua resposta

(b) Existe alguma transformagao linear 7' : R? — R? tal que 7'(1,1) =
(2,2) e T(2,2) = (3,1)? Justifique sua resposta.

26. Seja T : R? — R? tal que [T] = [ g 1_1 ] . Encontre os vetores u e v tais
que
(a) T'(u) =2u
(b) T(v) =—v

27. Sejam as transformacoes lineares S : P — Py e T : P, — P; definidas
por

S(a + bx) a+ (a+b)x + 2bx?
T(a+bx+cx?) = b4 2cx
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(a) Determine (S oT)(3 + 2z — 2?)

(b) E possivel calcular (T o S)(a + bx)? Em caso afirmativo calcule (T o
S)(m + wx).

ALGUMAS SUGESTOES

1. j) Sugestao: analise os casos a =0e a # 0
21. c¢) A dimensao de Ker(T) é a nulidade de [T]g
21. d) A dimensao de Im(T") é o posto de [T]g
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Capitulo 4

OPERADORES
LINEARES

Definigao 160 Uma transformacao linear T : V — V é chamada de operador
linear.

Observagao 161 Todas as propriedades jd vistas para transformagoes lineares
em geral vale para um operador linear

4.1 Transformacoes especiais no plano e no es-
pago

Os operadores lineares que veremos a seguir sdo chamados de transformagoes
especiais do plano e do espago por serem bastantes usados em aplicacoes préaticas
e também em aplicagdes numéricas.

Transformagoes no Plano

a) Dilatagao ou contragao

Se |a| < 1, T contrai o vetor

Se |a| > 1, T dilata o vetor

Se o =1, T ¢é a identidade

Se a < 0, T inverte o sentido do vetor

Se a > 0, T mantém o mesmo sentido do vetor

Matricialmente
Mt
—_—
Yy 0 « Yy

87



Geometricamente, para « > 0 temos:

T(w)

v Tiw)

o] > 1 ELS!

b) Cisalhamento na diregao do eixo dos x

T : R?->R?
T(z,y) = (z+ay,y)
Matricialmente
L N 1 « T
Yy 0 1 Yy
Geometricamente:
v T
w
% xtoay

c) Cisalhamento na diregdo do eixo dos y
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Matricialmente
MM
—
Yy a 1 Yy
Geometricamente:
o +y TI:'\-':I
v W
"
d) Reflex@o na origem
T : R?-R?
T(z,y) = (—z,-y)
Matricialmente
L N -1 0 x
(0 0 -1 (0
Geometricamente:
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Y [ERY

Ty -

Observagao 162 Observe que este é um caso particular da contra¢do quando
a=-—1

e) Projegdo sobre uma reta no plano

Definigao 163 Definimos como sendo Projecdo sobre wma reta T, que

passa pela origem, no plano o operador linear T : R? — R? definido por T(v) =
Proj,v, onde u é o vetor diretor da reta r.

W

T(w)

Definicao 164 Exemplo 165 Determinar o operdor linear que a projecdo so-
bre a reta y = —6x
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A reta y = —6x pode ser parametrizada por
T =t
y = —6t

logo um vetor diretor da reta é w = (1,—6).

T(v) = projyv
(U.U)u
1,—6) e (z,
(e ) -0

xr — 6y —6x + 36y
37 37

~
—

<
=

|

T(x,y) =

Ty = (

f) Reflexdo através de uma reta no plano

Definigao 166 Definimos como sendo Reflexdo através da reta T, que
passa pela origem, a transformacdo linear T : R? — R? tal que |T(v)| = |v] e
projuv = proj,T(v) onde u é o vetor diretor da reta r.

[

_____________:.:; Tiw)
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Para obter a expressao pata a traformacao T, considere a figura abaixo
que representa a reflexao em torno de uma reta no plano onde estao mostrados
o vetor diretor diretor, u, da reta, o vetor p, a projecao de v na direcao do vetor

u,e o vetor T'(v).
v %
/ p
’?u
P,

Da definicao de reflexdao podemos observar que

Tw)+v = 2p
Tv) = 2p—w
T(v) = 2projyv—w

Portanto a reflexao em torno de uma reta no plano é dada por

T(v) = 2proj,v — v
onde proj,v é a projecao do vetor v na direcao do vetor u
Casos Particulares
f.1) Reflexao em torno do eixo dos z

T R? — R?

T(x,y) = (v,—y)
Matricialmente

N 1 0 T

Yy 0 -1 Yy
Geometricamente:
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y XY

oW g ER)!

f.2) Reflexao em torno do eixo dosy

T : R25R?
(71"73/)

Matricialmente

Geometricamente:
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(_xllflll:l ':Il' I::':.Y:I
- w
f.3) Reflexdo em torno da reta y = x
T R? — R?
T(iL’, y) - (y> ZL’)
Matricialmente
N 0 1 T
y 10 (]
Geometricamente:
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Y=
Tix )
¥
W [xy)
Y ®
f.4) Reflexdo em torno da reta y = —x
T : R2-R?
T(m,y) = (_ya —.’L‘)
Matricialmente
N N 0 -1 x
Yy -1 0 Yy
Geometricamente:
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i R

(- )

y=-%

g) Rotagao de um angulo 6
Definimos Rotacdo no plano de um angulo € a transformacao T : R? — R2
tal que |T'(v)| = |v| e o angulo entre os vetores T'(v) e v é 6.
Geometricamente
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r=| vl

Vamos agora determinar a matriz da transformacao linear rotagdo de um
angulo 0 e a expressao de Ry em fungao de = e y. Seja

Ry : R?2_R?
R0 (JT, y) = (m/a y/)

Quando rotacionamos um vetor, pela prépria definicao de rotagao, o com-
primento (médulo) do vetor nao se altera. Seja r = |v|, onde v = (z,y).
Da figura acima e usando relagoes trigonométricas temos;

x’ =rcos(a+60) =rcosacosf — rsinasinf

Mas
rcosa =
rsina =
entao
' =xcos® — ysinf
Analogamente
y' = rsin(a+0) =rsinacosd + rcosasinf
y = ycosl+xsinf =xsind + ycosb
Assim
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Ro(z,y) = (xcosl —ysind, xsinf + y cos h)

Matricialmente
T cosf —sinf x
N )
Y sinf  cosf Y
Podemos ver neste caso que matriz de uma rotacao é:
cosf) —sinf
[Ro] = [ sinf  cosf }

Transformacgoes no Espaco

a) Reflexdo através de uma reta no espago

Definigcao 167 Definimos como sendo Reflexao através da reta v, que passa
pela origem, no espago a transformacao linear T : R? — R? tal que |T(v)| = |v]

e proj,v = proj,T'(v) onde u é o vetor diretor da reta r.

Geometricamente

_____________:,- Tiwr)

Para obter a expressao pata a traformagao T, considere a figura abaixo
que representa a reflexdo em torno de uma reta no plano onde estdo mostrados
o vetor diretor diretor, u , da reta, o vetor p, a projegcao de v na direcao do vetor

u,e o vetor T'(v).
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Da definicao de reflexdo podemos observar que

Tw)+v = 2p
T(wv) = 2p—v
T(v) = 2projyv—v

Portanto a reflexao em torno de uma reta no espago é dada por

T(w)=2p—v

ond p = proj,v é a projecao do vetor v na dire¢gao do vetor u
Casos Particulares: Reflexao em relagao aos eixos coordenados
a.1) Reflexao através do eixo x

T : R¥—=R3
T(x,y,z) = (iL’, —y,—Z)
Matricialmente
T 1 0 0 T
y | —1]0 -1 0 Y
z 0O 0 -1 z



a.2) Reflexdo através do eixo y

T : RPSR?
T(xvyaz) = (—Jf,y,—Z)
Matricialmente
T -1 0 O T
y | — 0O 1 0 Y
z 0O 0 -1 z

T R® — R?
T(xayaz) - (*IE, *y,Z)
Matricialmente
T -1 0 0 T
y | — 0O -1 0 Y
z 0 0 1 z

b) Reflexdo através de um plano
Definigao 168 Definimos Reflexao através de um plano, que passa pela origem,

no espago ao operador linear T : R3 — R3 tal que |T(v)| = |v| e proj,v =
—proj,T(v), onde n o vetor normal do plano.
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Para obter a expressao para a transformagao 7', considere a figura abaixo
que representa a reflexao em torno de um plano no espago onde estao mostrados
o vetor normal do plano, vetor n, o vetor projecao de v na diregao do vetor n,
vetor p, o vetor projegio sobre o plano, vetor m, e o vetor T'(v).
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Da defini¢do de Reflexdo através de uma plano podemos deduzir que

p+m=v
m—p="T(v)
Portanto
T(w)=v—2p

onde p = proj,v € a projecao de v na direcao do vetor normal n do plano.
Casos particulares: Reflexao através dos planos coordenados
b.1) Reflexdo através do plano xy

T : R>->R3
T(:anaz) = (x,y,—z)
Matricialmente
T 1 0 0 T
y | —1]0 1 0 Y
z 0 0 -1 z
Geometricamente
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W
A
T(v)
b.2) Reflexao através do plano xz
T R? - R3
T(l’,y,Z) - (.’E, _yvz)
T 1 0 O x
Matricialmente| v | — | 0 —1 0 y
z 0O 0 1 z
b.3) Reflexdo através do plano yz
T : R>—>R3
T(xayVZ) = (—.’I},y,Z)
Matricialmente
T -1 0 0 T
y | — 0 1 0 Y
z 0 0 1 z
c) Reflexao no origem
T R? - R?
T($7yaz) = (—.’IJ, —y7—2)
Matricialmente
x -1 0 0 T
y | — 0O -1 0 Y
z 0 0 -1 z
Geometricamente
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d) Rotacdo no Espago.

Definigao 169 Definimos Rotagio de um dngulo 0 em torno de um eixo coor-
denado ¢ ao operador linear Ty : R3 — R3 tal que |Tp(v)| = |v| e o dngulo
entre a projecao de v no plano ortogonal a ¢ e a projecio de Ty(v) no plano

ortogonal a ¢ é o dngulo 6 medido no sentido anti-hordrio a partir da proje¢ao
de v no plano ortogonal a c.
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T(v)

=%

P

d.1) Rotac@o em torno do eixo z
Para obter a expressao da transformacdo que é uma rotacdo em torno
do eixo z vamos considerar:

p = projecao de v no plano zy

q = projegao de T(v) no plano xy
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z.
V.
¥
7
. f
H
q
H

& p

T@(.’IJ,ZIJ,Z) = (:El7ylaz/)
Observe que 2/ = 2
Como |T'(v)| = |v| entdo |[p| = |g|. Além disso o vetor ¢ é obtido pela

rotagdo do angulo 6 do vetor p no plano zy, ou seja, ¢ = Ry(p). Como ji visto
em rotagao no plano ( item g) de Transformagoes no plano) temos que

' = xcosf—ysinb

= xsinf + ycosf

Portanto

Ty, : R®—=R3
To(z,y,2) = (xcosh—ysinb,xsinb + ycosb, z)
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Matricialmente

x cosf —sinf O T
y | = | sinf cosf O Y
z 0 0 1 z

cosf) —sinf 0

[Tp), = | sin@® cosf 0O

0 0 1

d.2) Rotag@o em torno do eixo y

Z

TO(:Ea Y, Z) = (.73/, y/a Z/)

Como a rotacao é em torno do eixo y temos 3’ = y. No plano zz  vemos que
o vetor ¢ é obtido a partir do vetor p pela rotagao do dngulo 8 no SENTIDO
HORARIO. Portanto podemos considerar o vetor p obtido a partir do vetor
¢ por uma rotagao no sentido anti-hordrio, ou seja, Rg(p) = q. Logo,

x| | cosf —sinf x’
z | | sinf cosf -4

| | cosf —sinf e
Zz | 7 | sinf cosf z

107



' | | cos@® sind x
Z | | —sinf cos# z

T = xcosl+ zsinf

= zcosf —xsinf

Te(%yyz) = (x/7ylvz/)
Ty(z,y,2) = (xcos+ zsinb,y, —zsin + zcosh)
Matricialmente:

cos@ 0 sinf
Th]y = 0 1 0
—sinf® 0 cosf

d.3) Rotac@o em torno do eixo x
A matriz da Rotagao em torno do eixo = é dada por

1 0 0
[Tp]x = [0 cosf —sind
0 sinf cosf

Exemplo 170 Determinar o dngulo formado entre v e T(v) quando o vetor

v = (%, TQ, @) gira em torno do eiro z de um dngulo 5 rad
Solucao:
r T T V3 !
cosy —sing 0 22
[T(v)] = siny cosy 0 %
0 0 1 V2
- 2
/
00 -1.0 007 [ 353
[T(v)] = 1.0 0.0 0.0 %
0.0 0.0 1.0 V2
- 2
- _ﬁ !
\/g
T()] = 23
V2
L "2

Como desejamos o angulo entre v e T'(v),vamos usar aférmula do cosseno do
angulo entre dois vetores:

v-T(v) 1
CcosQ = ————= = —
ll[T()] 2
Portanto o angulo entre v e T'(v) ¢ a = arccos 3 = %
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4.2 Propriedades dos operadores inversiveis

Definigcao 171 Seja T : V. — V wm operador linear. Se existir um operador
TV -V talqueToT ' =T YoT =1 (nestecasol : V — V ¢

2

a identidade em V') entio dizemos que o operador T é inversivel e T~ ¢é o
operador inverso de T.

Observagao 172 Um operador é inversivel se, e somente se, ele é um isomor-
fismo

Seja T : V — V um operador linear:

I) Se T ¢ inversivel e T~ sua inversa, entdao To T~ ' =T "1oT =1
IT) O operador T ¢ inversivel se, e somente se, Ker(T) = {6)} .
IIT) O operador T é inversivel se, e somente se, det [T'] # 0

IV) Se T ¢é inversivel, T transforma base em base, isto ¢, se & = {v1,...,v,}
é base de V entdo 8 = {T(v1),...,T(v,)} € base de V.

Se T & inversivel e 3 uma base de V entdo 77! : V — V ¢ linear [T’l]g =

-1
([T}g) . Quando [ é a base canonica temos a forma mais simples [T‘l] =

[T]™" e portanto [T—1] - [T]™" =[T"'oT] = [I]. Com isso vemos que T é
inversivel se e somente se det [T'] # 0.

Exemplo 173 Considere o operador Ry : R> — R2, dado por
Ro(z,y) = (xcosf —ysinf, xsinf + y cos h)
verifique se T ¢ inversivel e em caso afirmativo encontre T 1

Solugao: Como det [Ry] = cos? 0 + sin?@ = 1 # 0, temos que Ry ¢é inversivel.
Como [R,'] = [Rg] ™", basta calcular a inversa da matriz deRg

Ry = cosf) —sinf
0 sinf  cosf
cos 6 sin 6
cos2 0+sin? 6 cos2 O+sin? 6
[Re] ™" =
_ sin 6 cos 0
cos2 f+sin? 0 cos2 f+sin? 0
Ry = cosf sind
0 —sinf cosf
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Note que [Rg]™" = [Rs]” , ou seja, [Ry] ¢ uma matriz ortogonal, logo R;!
R?2 — R?

y —sinf cos6 y ycosh — xsinf

[m } . [ cosf  sinf } [z } _ [ xcosf + ysinf

Ry (z,y) = (vcos® + ysinb,ycos§ — xsinb)

Exemplo 174 Seja T o operador T : R?* — R? que é a projecio ortogonal do
vetor v = (x,y, z) na direcao da reta dada pela interse¢io dos planosy = x e
z = y. Verifiqgue se T ¢é inversivel e em caso afirmativo determine T1.

Solugdo:  Para determinar a projecao na dire¢cdo da reta basta determi-
nar a projecao ortogonal sobre o vetor diretor da reta. Devemos inicialmente
determinar o vetor diretor da reta:

y=x
z=y

Para obter a equagoes paramétricas fazemos x = ¢, logo

r=t
y=t
z=1
portando o vetor diretor da reta é u = (1,1,1).
T(v) = proyu'u—(v u)u
u-u
(z,y,2)-(1,1,1)
T = 1,1,1
e = (EHwry) ety
T(z,y,2) = (x+y+z> (1,1,1)
T(z,y,2) = r+y+z rz+ty+z x+yt+=z
7y7 - 3 ) 3 ) 3
1 1 1
3 3 3
m=|% 4
1 1 1
3 3 3
det [T] =0

Como det [T] = 0 temos que T nao ¢ inversivel.

Exemplo 175 Seja T : R? — R? q transformacgdo que é uma rotacdo de rad
e S :R? — R? q transformacdo que é uma reflexdo em torno da reta y = —2zx.
Determine a transformagio R =S oT.
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Solucao

Sv) = 2p—v
s = 20T -2 - @
S(ny) = (—33:5— 4y’—4x5—|—3y>
_3 _4
o[
(Rl = [S][T]

=
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R(w)—( W2 V2 V2 7f>

4.2.1 Matrizes Semelhantes

«

Seja T': V. — V um operador linear. Sejam « e 3 bases de V e [T, [T];
matrizes de T em relacao as bases « e 8 respectivamente, entao:

-1
Lembrando que [I]7 = ([I ]Z) temos que



Chamando [I]5 = A :

[T]5 = A[T]; A7

Definicao 176 Dadas as matrizes A e B, se existe uma matriz P inversivel tal
que
A=PBP™!

entao dizemos que as matrizes A e B sao semelhantes.

Observagao 177 Se A e B sdo semelhantes entdo detA = detB, mas nao vale
a reciproca.

4.3 Operadores autoadjuntos e ortogonais

Definigcao 178 Seja V' um espaco vetorial com produto interno, a uma base
ortonormal e T : V. — V um operador linear. Entao:

a) T é chamado um operador auto-adjunto se [T, ¢ uma matriz simétrica
b) T ¢ chamado um operador ortogonal se [T].. ¢ uma matriz ortogonal

[e%
Observagao 179 Consideraremos aqui apenas os operadores T : R™ — R"™,
com o produto escalar usual (que é um produto interno no espago R™).

Observacao 180 Uma base B = {vi,va,--- ,v,} € ortonormal se v; - v; =
{ l,i=y
0,i#j

Portanto podemos dizer que um operador 7' : R™ — R"™ é um operador

auto-adjunto se [T] (a matriz de T em relacdo a base canoénica) é uma matriz

simétrica. T : R — R™ & um operador ortogonal se [T] (a matriz de T em
relac@o a base canonica) é uma matriz ortogonal.

Exemplo 181 Consideremos a transformacdo : R® — R3, a rotacdo de um
dngulo 8 em torno do eizo z.

T(x,y,2) = (xcosf —ysinb, zsinh + ycos b, z)

A matriz da transformacao T é

cosf) —sinf 0
[T] = [sinf® cosf 0O
0 0 1

Como esta é uma matriz ortogonal, T' é um operador ortogonal

Exemplo 182 Seja T : R? — R? onde T'(z,.y) = (2z — 2y, —2x+5y). A matriz
deT ¢
2 =2
m=[% 3

Como a matriz de T é simétrica, entao T é um operador auto-adjunto.
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Teorema 183 Seja T : R™ — R"™ linear. Se T é um operador auto-adjunto
entao
Tw) w=v -T(w), Yv,weR"

Teorema 184 Seja T : R™ — R"™ linear. Entao sao equivalentes as sequintes
afirmacaoes

a) T é ortogonal
b) T preserva o produto escalar, isto é, T'(v) - T(w) = v - w, Yv,w € R

¢) T preserva o médulo, isto ¢, |T(v)| = |v]
d) T transforma bases ortonornais em bases ortonormais. Isto é, se
{v1,v2,...,v,} € uma base ortonornal entdo {T'(vy),T(ve),...,T(v,)} é uma

base ortonornal

4.4 Décima lista de exercicios

1 2
3 2
mine uma matriz P que realiza esta semelhanca.

4 0

1. A matriz A = [ 0 —1

é semelhante & matriz B = [

2. Encontre a transformacéao linear T : R? — R? tal que os vetores u =
(1,2,0) e v = (0,1,—1) pertengam ao nicleo de T e que T(1,0,0) =
(1,1,1)

3. Seja T a reflexao no origem dada por

T : R*-R?
T(£C7y72) = (—Z’,—y7—2)

Determine a inversa 7! da transformacao T.

4. Defina operador simétrico e operador ortogonal. Dé um exemplo para
cada um dos casos, justificando sua escolha.

5. Seja A : R? — R?, dada por A = G o L onde G é a rotacdo de 3 do em
torno do eixo y e L ¢ a rotacao de § em torno do eixo z.. Determine a
matriz de A em relagdo a base canonica, isto é, determine [A]. O operador

A ¢é ortogonal? E auto-adjunto?

6. Determine a transformacio linear de R? em R? que representa uma re-
flexdo da reta y = —x,seguida de uma dilatacao de fator 2 na direcao ox
e, um cisalhamento de fator 3 na diregao vertical.

7. Usando inversao matricial mostre o seguinte:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) A transformagdo inversa de uma reflexdo em torno daretay =z é a
reflexdo em torno da reta y = x.

(b) A transformagéo inversa de uma reflexdo em torno de um eixo coor-
denado é a reflexao em torno daquele eixo.

a) Encontre a transformagao 7' do plano no plano que é uma reflexdo em
torno da reta y = 6x.

b) Escreva-a em forma matricial.

No plano, uma rotacdo anti-horaria de 45° é seguida por uma dilatacio
de v/3. Ache a aplicacio A que representa esta transformacio do plano.

Seja T : R? — R? ¢ a projecao de vetor v no plano x4y + z = 0. Encontre
T(z,y,z).

Seja L : R? — R? onde L é a reflexdio através do plano x +y + z = 0.
Encontre L(z,y, z).

Seja A : R?* — R3 onde L é a rotacao de 7 em torno do eixo z seguida de
uma rotagao de % do em torno do eixo y. Encontre A(z,y, 2).

Verifique se as matrizes dadas sdo semelhantes
1 1 2 1
@ [ e[l ]
3 1 -1 2
o % [
Sejam A e B matrizes semelhantes. Prove que:

(a) A—1TI e B —1I sao semelhantes.
(b) A* e B* sdo semelhantes, para cada inteiro positivo k.

(c) Se A e B sao inversiveis, entdo A~! e B! sdo semelhantes.

Seja T o operador linear em R? definido por T'(z,y, 2) = (2y+2, v —4y, 3z)
e considere a base usual a do R3 e a base 8 = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

(a) Mostre que as matrizes [T, e [T]s sao semelhantes.

(b) T ¢é inversivel? Se for determine a lei que define 7 1.

Seja A ¢ uma matriz de ordem n fixada. Seja T : M,, — M, definida por
T(N)= AN — NA. Mostre que T' nao é inversivel.

Sejam T : V. — V é um operador linear e o e 8 bases distintas de V.
Mostre que det [T = det [T]g

Encontre a transformagao linear T : R® — R3  tal que Ker(T) =
{(5,y,2) € B3 /y = 20 — 2}
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19. Determine se a transformagao T'(z,y) = (@x -1y, 5T+ @y) é uma

transformagao auto-adjunta ou ortogonal. Justifique sua resposta.

20. O operador linear T(z,y,2) = (—3v2x — 3v2z,y, V22 — $v22) ¢ a
rotacdo de um angulo 8 em torno do eixo y. Determine o valor do 4ngulo

0.
21. Seja o operador T : P3 — P5 definido por T'(p) = xSp(%) :

(a) Mostre T é inversivel.
(b) Calcule a inversa T~! do operador T

22. Seja T : M(2,2) — M(2,2) um operador linear tal que T(A4) = A + AT.
Verifique se o operador T é inversivel.

SUGESTOES
15) Utilize as matrizes mudanga de base
16) Sugestao: Mostre que T nao é injetora.

4.5 Autovalores e Autovetores

Dado um operador linear 7' : V' — V| estamos interessados em saber quais
vetores sao levados em um multiplo de si mesmo; isto é, procuramos um vetor
v € V e um escalar A € R tais que T'(v) = Av. Neste caso T'(v) serd um vetor
de mesma diregao que v. Por vetor de mesma diregao estaremos entendendo
vetores sobre a mesma reta suporte. Como v = 0 satisfaz a equagao para todo
A, estaremos interessados em determinar vetores v # 0 satisfazendo a condicao
acima.

Definicao 185 Seja T : V. — V, um operador linear. Se existirem v € V,
—

v# 0, eX€R tais que T(v) = v, X é um autovalor de T e v é um autovetor

de T associado a .

Observe que A pode ser o nimero 0, embora v nao possa ser o vetor nulo.
Exemplo 186 T :V — V dado por T'(v) = kv, onde k é uma constante
Neste caso todo vetor de V' é um autovetor associado ao autovalor A = k
Exemplo 187

T: R?—-R? (Reflexio no eizo )
T(.’E,y) = (Q’J, _y)
Neste caso observamos que os vetores que serao levados em mailtiplos dele

mesmo serao o0s vetores que estao no eixo ., pois v = (x,0) = T(v) = T(z,0) =
(2,0) = v. Os vetores que estao no eizo y também sdo levados em multiplos
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de si mesmo pois estes vetores tem a forma w = (0,y) = T(w) = T(0,y) =

(0, —y) = —1(0,y). Podemos concluir entao que os vetores do tipo v = (x,0) sdo
autovetores associados ao autovalor A1 = 1 e os vetores da forma w = (0,y) sdo
autovetores associados a Ao = —1, da tranformacgao linear reflexdo no eixo x.

Exemplo 188

Rz : R?*—=R? (Rotagio de um dngulo %)
R% (JT, y) = (_ya 'T)

Observe que na rotacao de 7 nenhum vetor é levado em um muiltiplo de si
mesmo, a direcdo de todos vetores de R? sdo alterados pela rotacdo. Portanto
a rotagao de um angulo 7 nao possui autovetores e autovalores.

Teorema 189 Dada uma transformagao linear T :V —V e um autovetor
v associado a um autovalor A, qualquer vetor w = av («a # 0) também é um
autovetor de T associado a M.

Observagao 190 Note que se um vetor v é autovetor de uma transformagao T
associado ao autovalor X entao todos os miltiplos de v também serdo autovetores
associados a A. O Conjunto formado por todos os autovetores associados a um
mesmo autovalor é um conjunto infinito.

Teorema 191 Seja T : R™ — R™ um operador auto-adjunto e A1, Ao autoval-
ores distintos deT’' e v1 e vy 0s autovetores associados a \1 e o, respectivamente.
Entdo v, é perpendicular a vs.

Definicao 192 O subespago V\ = {v € V /T (v) = A} é chamado o subespago
associado ao autovalor A.

Como vimos na nota acima o conjunto V) contém todos os autovetores de
—
T associados ao autovalor A, contém também o vetor nulo 0 de V ja que o
— — —
vetor 0 satifaz a relacgo T'(0) = A 0. O conjunto V) pode ser escrito como V)

= {Todos os autovetores de T associados a A} U {6)} .

4.5.1 Autovalores e autovetores de uma matriz

Agora vamos obter uma forma de calcular os autovalores e autovetores de uma
transformacao usando sua matriz em relagao as bases canonicas. Inicialmente
definiremos autovalores e autovetores de uma matriz A.

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por auto-
valor e autovetor de A o autovalor e autovetor da transformagao T4 : R — R",
associada a matriz A em relagéo a base canénica de R", isto é T4 (v) = A-v (na
forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A, e um autovetor v € R™, sdo

solugoes da equagdo A -v = Av, v # 0.
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4.5.2 Polinémio Caracteristico.

Seja a matriz

all A12 ceeeennn A1n X1

az1 a2  ..e.... agn i)
A= e wv=

Am1  Am2  eeeeenns Amn T3

Para encontrar os autovalores e autovetores de A, devemos resolver a equacio:

Av =

Av = Mo
Av—Mv = 0
(A-Xw = 0

Escrevendo esta equagao explicitamente,temos

a1 — A a12  eeeeeenn A1n T 0
a1 a9 — A a2q, ) 0
Am1 Am2 eeeeeens Amn — A T3 0
Fazendo
ay] — A A12 eeeeeenn A1n
a1 a9 — A, agn
B =
A1 A2 e A — A

temos o sistema

_
B-v=20

Este sistema é um sistema homogéneo e possui ao menos a solucao v = 0. Mas
como estamos procurando autovetores, queremos encontrar vetores v # ﬁ que
satisfagam a equagao B-v = 0. Sendo assim queremos que o sistema B-v = 0
seja compativel e indeterminado ( tenha além da solugao trivial, outras solugoes
néo triviais). Pela regra de Cramer se det B = 0 entao o sistema homogéneo
terd infinitas soluges. Assim, a tinica maneira de encontrarmos autovetores v
(solugdes nao nulas da equagdo B -v = ﬁ) é termos det B = 0, ou seja,

det(A—X)=0

Impondo esta condi¢ao determinamos primeiramente os autovalores A que
satisfazem a equacao e depois os autovetores a eles associados. Observamos que
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p(A) =det(A — A\I) =
Al A2 eeeenens A — A

é um polinémio em A de grau n.

Definigao 193 O polinomio p(A) = det(A — A\I) é chamado polindémio carac-
teristico da matriz A

Observe que as rafzes do polinomio caracteristico sao os autovalores da
matriz A. Note também que o autovalor pode ser o nimero zero (quando o
polindmio caracterfstico tem rafzes zero), embora o autovetor v associado a X
nao possa ser o vetor nulo.

Exemplo 194 Vamos agora calcular os autovetores e autovalores da matriz
-3 4
e

-3-A 4
-1 2—-A

Solucao

p(A) = det(A — AI) = det { } =(2-XN(-3-))+4=

R )

PN =0=>XN+A-2=0=)N\=1lely=—2.

Necessitamos calcular os autovetores de A e para isso basta resolvermos o
sistema:

Av = v

onde v = [ z } e A é cada um dos autovalores j& encontrados.

Para A\; = 1 temos

-3 4 ][z ] _ |

L 2]y | o Y

—3-1 4 J[=z] _ [o
-1 2-1|ly] T |o
[ —4 41 z ] . 0
-1 1 ly] 0

Temos um sistema homogéneo cuja matriz ampliada é

—4 4 | 0| escalonando | —4 4 | 0
-1 1] 0 = 0 0 0

—Ar+4y=0=y==
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Portando os autovalores associados ao autovalor \; = 1 sdo da forma v =
(z,2) = 2(1,1) e assim podemos concluir que o subespago associado ao autovalor
AM=1éeVy=](1,1)].

Para \{ = —2 temos
[ —3 41[ x| _ _Q{x}
| -1 2|y Y
-3—-(-2) 4 [z ] _ 0
-1 2—(—2)__y_ - 0
[ —1 41[ z ] _ 0
| -1 4] ]y | - 0

Temos um sistema homogéneo cuja matriz ampliada é

—1 4 | 0| escalonando | -1 4 | 0
14 |0 = 0 0] o0

—a:+4y:0:>y=£

Portando os autovalores associados ao autovalor A\; = —2 sdo da forma v =
(x, ) = z(1, i) e assim podemos concluir que o subespago associado ao auto-
valor Ao = =2 ¢ Vo = [(1,1)].

Exemplo 195 Encontre os autovalores e autovetores da transformacgao linear
que a cada vetor v € R? associa a sua projecio ortogonal no plano x+vy—z = 0.

Solucdo: Devemos encontrar a transformacdo linear 7 : R3 — R3 tal que
T(v) = projegio de v no plano z +y — 2z = 0.

=

i)
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Da figura acima vemos que para obtermos a projecao sobre o plano devemos
inicialmente fazer a projecao do vetor v na dire¢ao do vetor normal n para obter
o vetor p = proj,v.Com isso temos,

Tw)+p = v
Tw) = v—p
T(v) = v—projyv

Um vetor normal do plano z+y—2z =0én = (1,1, —1), logo, como v = (z,y, 2)
temos

p = projv
ven

p = (—)n
n-n

. (Hy—Z> (1.1,-1)
3
rT+yYy—2 rT+y—=z _x—i—y—z
3 ’ 3 ’ 3

T(v) = v—p
r+y—z r+y—2 T+y—=z

T = —
@02) = (ays) - (TR TESE TNt
<2m—y—|—z —z+2y+2 1:+y—|—2z>

T
($7 y’ Z) 3 ) 3 3 3

Para calcular os autovalores de T' devemos encontrar a matriz de T. Neste
caso,

2 =1 1

3 3 3

_ =1 2 1

[T] - 3 3 3
1 1 2

3 3 3
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p(A) = =N +2X* =1 =0

As raizes de p(A) sdo Ay =Xy =0e A3 = 1.
Para A\ = 0 vamos calcular os autovalores associados resolvendo o sistema.

2 -1 1
£ = = T 0
T A N B
it 3
3 3 3 z 0
cuja matriz ampliada é,
2 11 2 11| 9
3 3 3 escalonando 33 3
7 13170 — 002 2 10
3 5 5 |0 0 0 0 | O
b=ty b =0
ly+i2=0
20 —y+2=0
y+2=0
y = -z
r = -z
Portanto os autovalores associados ao autovalor Ay = 0 sao da forma v =

(72, —Z, Z)

Observagao 196 Note que acima damos a forma geral dos autovetores, no
caso acima temos v = x(—1,—1,1) assim um autovetor é v = (—1,—1,1) como
todo autovetor é um mailtiplo de v = (—1,—1,1) temos que Vo = [(—1,—1,)],
isto é, o subespago assoctado ao autovalor \; = 0 é gerado pelo vetor v =
(=1,-1,1). Note que geometricamente o subespago Vo = [(—1,—1,1)] é formado
pelos vetores que sGo maltiplos do vetor normal ao plano, ou seja, por todos os
vetores ortogonais ao plano.

Para Ay = 1 temos vamos calular os autovalores associados resolvendo o
sistema.
2 1 1 77 .7 o
RSN B B 0
-z  =2—1 = Y = 0
Pt 2%y . 0
3 3 3 4L~ LY
1 1 1771 .7 r o
-z —= = x 0
S G _
I T I A Y
3 3 “s3]Ll=%] L 0]
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1 1 1
S G G
L |
3 3 3
1 1 1 1 1 1
: : escalonando 3 3 3
3 j] e [ 2
3 3 3 0 090
o+ k=0
—y=0
O—z—y+2=0
—y=0
z =
Portanto os autovalores associados ao autovalor A3 = 1 sdo da forma v =

(2,0,2) = x(1,0,1). Logo V4 = [(1,0,1)]. Note que geometricamente os autove-
tores da forma v = x(1,0, 1) sdo aqueles vetores que estdo sobre o plano ( pois
para v = (1,0,1) temos v-n = (1,0,1) - (—=1,-1,1) = 0).

Exemplo 197 Encontre todos os autovalores e autovetores do operador linear
T : P, — Py definido por T(a + bz + cx?) = —2¢ + (a + 2b+ ¢)z + (a + 3c)z? .

Solucao: A matriz que representa o operador T é dada por:

0 0 -2
=11 2 1
1 0 3

Para encontrar os autovetores resolver ([T] — AI)v = 0, isto é,

0—A 0 -2 a 0
1 2—-A 1 bl =10
1 0 3—-A| |c 0

Para obtermos uma solugao nao nula para este sistema devemos impor:

det([T] = AI) = —AM2—=X)(B-A) +2(2-)\) =0

Obtemos entdo os autovalores A\1 =1 e Ay = A3 = 2.

Vamos agora encontrar os autovetores associados aos autovalores \; = 1 e
/\2 = /\3 =2:

Para A\ =1

-1 0 2] [a] [0 -1 0 —2][a] [0

1 1 1] [b]=1]0 Escalg‘mdo 0 1 -1/ |b|=]0|= 7=
10 2] le |0 0 0 0flef [0
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Portanto, p° = —2c + cx + ca? é autovetor associado a \; = 1

Para A\ =1 =

2 0 2] 1a 0 Escalonando | . 0 —2] la 0
1 0 1] |b]l=]0 N 0 0 0| |bl=|0]=7=(cbec)
1 0 1 c 0 0 0 0 c 0

Portanto p = ¢ + bx + cz? é autovetor associado a A\ = 2.

4.6 Décima primeira lista de exercicios

1. Construa uma matriz 2z2 nao diagonal com autovalores 1 e —1 .

2. Se k é um numero inteiro, A um autovalor da matriz A e v um autovetor
de A associado ao autovetor A\. Mostre que A” é um autovalor da matriz
AF associado ao autovetor v.

3. Encontre os autovalores de A° se

oo O =
O Ol W
S O W
N = 00

4. Encontre os autovalores e autovetores das transformagoes lineares dadas:

T :R? — R? tal que T'(z,y) = (2y,z)
R? — R? tal que T(z,y) = (v +y, 2z +v)

a) T:
:R? — R3 tal que T'(z,9,2) = (z +y, 2 —y+ 22,20 +y — 2)

(a)
(b)
()
(d)
()

5. Encontre a transformacao linear 7 : R? — R2, tal que T tenha autovalores
—2 e 3 associados aos autovetores (3y,y) e (—2y,y) respectivamente.

Py — Py tal que T'(ax® +bx +¢) = ax® + cx + b
M(2,2) — M(2,2) tal que A — AT

N 94989

6. Encontre os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes

123 1 0 2 (2)2(1)?

a) A=[0 1 2| b)A=| -1 0 1|c)A=
00 1 1 1 2 12030
0 -1 0 0

7. Que vetores nao nulos do plano, quando cisalhados por C(z,y) = (y —
3x,y) e em seguida girados de 45° (no sentido anti-hordrio) ficam ampli-
ados / reduzidos (na mesma diregdo) ? Em quantas vezes ?

8. SejaT :V — V linear
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) Se A =0 é autovalor de T, mostre que T nao é injetora.
(b) A reciproca é verdadeira? Ou seja, se T ndo é injetora, A\ = 0 é
autovalor de T7

(c) Quais sdo os autovalores e autovetores do operador derivagdo D :
Py — Py, D(p) =p'.

Determine os autovalores e autovetores, se existirem, do operador linear
T : R? — R3 obtido quando se faz uma rotacao de 7 rad em torno do eixo
x, seguida de uma contragao de %

Seja T : V — V o operador linear que tem autovalores A\ = 1,y =

2,--+, A\, = n associados aos autovetores vy, va, - , v, respectivamente.
1
2

Sabendo que 8 = {v1,v2, - ,vp}eque[v]; = | . |,determinar [T(v)]s.
n

Seja A uma matriz quadrada e AT sua transposta. As matrizes A e AT
possuem os mesmos autovalores e autovetores? Justifique sua resposta.

Encontre os autovalores e autovetores da transformagao linear que a cada
vetor v € R? associa a sua projecdo ortogonal no plano x +y = 0.

Sejam A e B matrizes nxn. Se B é semelhante a A, entdo as duas matrizes
tem o mesmo polinémio caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores.

Seja T : 2 — RN? um operador linear que dobra o comprimento do vetor
(1, —3) e triplica e muda o sentido do vetor (3, —1).

(a) Determine T'(z,y)
(b) Calcule T(0,2)
(¢) Qual a matriz do operador T na base {(2,1),(1,2)}

Seja T': M(2,2) — M (2,2) com autovetores v3 = [(1) 8} , U2 = {8 (ﬂ )

V3 = E 8] e vy = {(1) (1)] associados aos autovalores Ay = 1, Ay = —1,

A3 = 2, Ay = 0, respectivamente. Determine T ([z Z}) .

Dada a transformacdo linear T : R2 — R? que é a projecdo sobre a reta
y = 5. Encontre os autovalores e autovetores da transformacao 7.

Considere P; = conjunto dos polindomios de grau < 1.

Seja o operador linear D : P; — P; dado por D(p) = z.p’ + p' .Determine
os autovalores e autovetores de D.
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18.

19.

20.

21.

Sejam A, B € M(n,n) matrizes triangulares com a mesma diagonal prin-
cipal. Existe alguma relagao entre seus autovalores? Qual?

Mostre que o conjunto de todos os autovetores de um operador linear
T :V — V associados a um autovalor A é um subespago vetorial de V.

Se B =R 'AR e ¥ é um autovetor de B associado a um autovalor A
entdo Rv é autovetor de A associado a A.

Discuta a veracidade da afirmagao: Se A nao é um autovalor de A, entao
o sistema linear (A — AI)v = 0 s6 tem a solugao trivial.

ALGUMAS RESPOSTAS

10) Para calcular os autovalores de A, basta determinar as raizes do polinomio
p(\) = det(A — XI).Para calcular os autovalores de A’ basta determinar
as raizes do polinémio p(\) = det(A” — XI). Portanto basta verificar que
det(AT — A1) = det(A — ).
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Capitulo 5

APLICACOES

5.1 Aplicacoes da Algebra Linear na Engenharia
Cartografica

Esse trabalho tem como um de seus objetivos, dar uma nocao da utilidade
pratica dos assuntos vistos no ciclo bdsico, além de permiti-los conhecer um
pouco o trabalho em uma das engenharias estudadas no Instituto, visando assim
a multidisciplinalidade no curso de Engenharia. Trata-se do estudo da aplicagao
de uma disciplina do curso bésico, a Algebra Linear, no ciclo profissional; no
caso, na Engenharia Cartogréfica, onde ajustes e organizagdo de dados, obtidos
seha por satélites (GPS), seja por fotografias ou por qualquer outro meio, se
fazem constantes no trabalho de um engenheiro cartégrafo.

O engenheiro cartégrafo dispoe de um método, o método dos minimos quadra-
dos, para obter informacoes relativas a parametros de correcao e ajuste de dados
obtidos em observagoes e pesquisas. Para este método os dados obtidos sao or-
ganizados matricialmente, de forma que possam ser relacionados com valores
pré-estabelecidos, tais como temperatura, latitude, longitude, altitude, entre
outros. Obtem-se, desta forma, um sistema de n equagoes lineares, onde esse n
pode assumir valores realmente grandes, resultando um sistema com milhares
de equagbes. Sendo a resolugao de sistemas de equagoes lineares um dos campos
de estudo da Algebra Linear.

Na Geodésia, por exemplo, as coordenadas de um ponto podem ser obtidas
na resolugao de um sistema obtido pela sujeigao de dados obtidos de observagoes
angulares ( tais como azimutes, angulos e/ou diregdes ) a um determinado mod-
elo geométrico.

As coordenadas também podem ser obtidas a partir da observacao da difer-
enca de fase da portadora L1 e/ou L2, freqiiéncias de operagoes do satélite de
GPS.

A Algebra Linear também tem aplicacoes na Fotogrametria, para a trans-
formacao de coordenadas ( espago imagem para espago objeto, que seriam as
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coordenadas de terreno, obtidas através de um sistema deduzido através de ob-
servagoes nas fotografias e no terreno). Na digitalizagdo de documentos, por
exemplo, um mapa em papel, apds ser processado, dd origem a um mapa digital
armazenado na forma vetorial ( lista de coordenadas ).

Também na drea de Sensoreamento Remoto, seja para o processamento dig-
ital de imagens, ou na modificagdo ou no controle de imagens ( brilho constante
e georeferenciamento ) ou ainda no armazenamento da imagem na forma ma-
tricial; utilzam-se tépicos abordados pela Algebra Linear, como sistemas de
equagoes lineares e operagdes com matrizes.

5.2 Aplicacgoes de espacgos vetoriais na computacao
grafica

Autor: Luiz Antonio Pereira

Trabalho publicado na revista MICRO SISTEMAS de Novembro de 1982

Introdugao: Uma das aplicagoes interessantes em computadores e com
vasta possibilidade de emprego nas dreas de engenharia civil, arquitetura, de-
senho industrial, mecéanica, etc é a representacao grifica, no plano, de elementos
tridimensionais.

Dentre todos os tipos de perspectivas a que apresenta resultados grafico mais
interessantess é a perspectiva conica, posto que que é a que simula com maior
perfeicao a visao real do objeto. apresentaremos, a seguir, o desenvolvimento
da teoria matemadtica e veremos que a ferramenta pricipal é a teoria das tran-
formacoes lineares.

Caracterizando o Objeto: Inicialmente deve-se informar ao computa-
dor as caracteristicas geométricas do objeto. isto é possivel referenciado-se o
elemento a um sistema cartesiano de coordenadas, determinando-se dai as co-
ordenadas x,y e z dos pontos que o formam. Deve-se estabelecer também as
ligagOes entre esses pontos com o uso de segmentos de retas. Com isso, obtém-se
um poliedro cujos vértices sao os pontos e cujas arestas sao os segmentos de re-
tas. O efeito de curvatura pode ser obtido aumentando-se o nimero de vértices
e arestas (refinamento). Dessa forma todos os vértices P;, terdo coordenadas
T, Y; € z;, € as arestas ay; ligarao dois vértices genéricos Py e P;.

De um modo geral, desenhar uma perspectiva consiste em ligar, através
de segmentos de retas pontos do plano cujas coordenadas T e j sdo "transfor-
macoes"das coordenadas x,y e z dos pontos do espaco. Mais explicitamente fa-
lando para cada ponto P;(x;,y;, 2;) no espago determina-se um ponto P;(%;, ;)
no plano tal que suas coordenadas Z; e y; sdo fungdes de z;,y; e 2z; e de um
conjunto de parametros, que chamaremos de de parametros de localizagao do
observador e do plano projetante e que indicaremos por U. Matematicamente

<§l7yq,) = f(xi7yiazia U)

Como se sabe, a perspectiva conica utiliza - além das nogGes de objeto,
plano projetante e linha de visada - um ponto origem ou observador, de ondem
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Figura 5.1: Figura 1

partem as linhas de visada e que se localiza a uma distancia finita do objeto e do
plano projetante. A projecdo P do ponto P no plano « é a intersecio da reta
definida pelo observador V' e pelo ponto P (visada) com o plano projetante a.
A projecao de uma reta é obtida unindo-se as projecoes de dois de seus pontos
(Fig 1) e, de uma maneira geral, a projecdo de um objeto é determinada pelas
projecoes de todos os seus pontos.

No noso caso, o plano projetante é a tela do computador. Para chegarmos
as expressoes que fornecem T e y de cada ponto vamos estabelecer as seguintes
convencoes:

1.
2.

O observador V' tem coordenadas (., ¥y, 2y)

Os n vértices do objeto e suas projecoes sao representadas por P, a P, e
P, a P, respectivamente.

A tela representa a drea formada por um retangulo de lados Ly e Lo
unidades de comprimento. O plano desse retangulo é perpendicular &
linha que une o observador a origem do sistema z,y, z de coordenadas.

A distancia R do plano projetante a origem do sistema de eixos & consider-
ada positiva se o plano se encontra do mesmo lado do observador em relaga
a origem, e negativa se a origem estiver entre o plano e o o observador.

O lado Ly ( maior lado) do retangulo é paralelo ao plano z = 0.

O sistema Tyz de coordenadas, bem comom os outros pardmetros se ap-
resentam como mostra a Fig 2.

Fazendo A = /22 4+ y2 + 22, e se A # 0 podemos obter a equacao do plano
projetante (segundo as convengoes adotadas) da seguinte forma: Da férmula da
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Figura 5.2: Figura 2

distancia de ponto a plano temos

dir. Pr) — |a$0+by0+020+d|
(m, o) = /a2 + D2c2

onde P(zg,yo,20) ¢ o ponto e W = (a, b, c) é o vetor normal ao plano.

No nosso caso temos que Py(0,0,0) e W = (24, %, 2y). Chamando R =
d(Py,a) (« é o plano projetante) temos que R pode ser positivo ou negativo
e por isso dispensamos o mdédulo na fémula da distancia, logo, tomando —R
escrevemos,

0+ 4,0+ 2,0+ d
Vai4yl+ 22

d=—RVeT 4y + 2l = -

—R=

Portanto a equagao do plano projetante « é:
Lo + Yoy + 202 — RA=0 (5.1)

Para cada ponto P;(z;,y;, z;) a equagdo paramétrica da reta que o liga ao
ponto V("Eva Yu,s Zv) é

= t(ax; — xy) + @y
z = t(z;— zp) + 20
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Para determinarmos a interse¢ao entre a reta e o plano projetante colocamos os
valores de (5.2) na equagdo (5.1) do plano, ou seja:

Ty [H(@) — 2y) + To) + Yo E(¥i — Yo) + Yo] + 20 [t(2i — 20) + 2] = RA=0 (5.3)

tey (T — o) + ToZy + Yo (Yi — Yo) + Yoo + 120 (2 — 20) + 202, — RA=0
tlro(@i — x0) + Yo (Ui — Yo) + 20(2i — 20)] + A2 - RA=0
tlo(zi — o) + Yo (yi — Yo) + 20(2i — 20)] = RA — A?

e dai tiramos o valor do parametro ¢ :

RA — A?
t= (5.4)
xv(xi - -Tv) + yv(yi - yv) + Zv(zi - Zv)
Com t,2;,Y;, 2i, Ty, Yy € 2, conhecidos, e usando novamente as equagoes
(5.2) determinamos as coordenadas z,y e z da proje¢do do ponto P no plano

projetante. Nessa fase estamos exatamente como a Fig 3.

Figura 3

De (5.4) e (5.2) com z; = y; = z; = 0, vem
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T, R
o = A

Yo R

zZ R
U A

que sdo as coordenadas da origem do sistema Tgyz (fig 5.2). Esse sistema nos é
particularmente interessante pois o plano Ty é o préprio plano projetante.

O que nos resta a fazer é, portanto, uma transformacao de coordenandas, ou
seja, determinar as coordenandas dos pontos projegoes em relacao ao novo sis-

tema Tyz. Para isso, devemos determinar as componentes dos vetores unitdrios
- - =
1, 7 e k no sistema xyz.

A intersecao do plano projetante com o plano xy é uma reta cuja equacao é

encontrada fazendo-se z = 0 em (5.1). Isso nos leva a:

_ RA-=z,2

Yv
cujo gréfico estd na Fig 4. O vetor diretor dessa reta tem componentes dadas
por:

y (5.6)

BA oy~ (B4 0,0y = (B4 BA (5.7)

.
w = (0,
Yo, Ty Ty Yo,

=
o vetor ¢ é um vetor unitdrio e portanto

= 1 —
) zmw
5 _ 1 7RA RA 0)
Sy e ()

z2 1 oy?Z
7 L ) (5.8)
i = (—yy, 0,0 5.8
x2 4 y2 Y

|

T =
O vetor unitdrio k tem sua determinagao imediata pois é o versor do vetor 00
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(ver Fig 2 e equagao 5.5)

—
f 00 1 <va Yo R zvR)
- 1= — ) ’
‘00‘ ’(12R77/1;4R721:4R)’ A A A
® S )
= T Tu, Yv; %
Va2 +y2+ 22 0 0
= 1
ko= 5@y ) (5.9)
-

N
Observe que o vetor k ¢é exatamente o versor do vetor V. = (z,, Yy, 2v) -
- - = =
Como nosso sistema é ortogonal, o vetor unitario j é dadopor j = k X ¢
ou seja

)

y: A A
7 =det |7 e © (5.10)
= 2 2 2 2 .
J v fy v ”tjry” -
i pi k
o1 ( >+ y0) (5.11)
= —RuTy, —2ZYu, Ty, v .
I=7 R Y Y

O sistema definido por es vetores unitdrios nao é propriamente o nosso sitema
TyZ e sim ele a menos de uma translacdo (Fig 5). Essa translacdo deverd apenas
anular o vlaor da componente em o que nao importa para nés ja que estamos
interessados nas componentes T e § apenas.

O que temos que fazer agora é determinar a matriz mudanga de base da base

- = = = 2 . a .
a:{z,],k}paraabaseﬂz i,75,k p,ou seja, [I]ﬁ Esta matriz nos

permitira

a={7.7. %} ={(1,0,0).(0.1,0), (0,0,1)}

B = {7777;)}

1 1 1
B =1 e (0, 0, 0) , — s (— 20T, — 2o, Tp + V) s — (To Yur 2
Nz A )7Aw/m%+y3( @ s 0+ 30) 7 (@0 2)
Portanto
— Yo Ty 0
Vei+y? o 2242
[I]a = | —zuzy —Zu Yo o +ys
24y T F
Vel Ve Veres
Ty Ty 2y
A A A

e as coordenadas do novo sistema sao
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— Yo Ty 0

T \/r?, +y?2 \/z%’ﬂry% o x
y = —Zy Ty — 2ol xu+yu y
Z Va2+y2  Ja24y2 a2 +y2
< T xT z. <
v Zu Zu
A A

Observagao 198 Algumas mudancas de notacées foram efetuadas em relagdo
ao trabalho original. Também foram inseridos alguns conceitos matemdticos
que o artigo original ndo fornece mas que para mossa disciplina mostra bem
a utilizagdo dos conceitos vistos e sua aplicacao prdatica. No trabalho original
também é fornecido uwm programa para a HP-45 onde é aplicada toda a teoria
vista acima, mas ndo é dificil fazer um cdédigo de modo a gerar figuras em 3d

utilizando a teoria vista acima

5.3 Aplicagoes de autovalores e autovetores na
engenharia civil

5.3.1 O Problema de autovalor na avaliacao de modelos
estruturais de edificagoes

Trabalho apresenta no COBENGE 2003 por
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Resumo: O presente trabalho apresenta uma contribuigao inicial acerca de
dois aspectos: o primeiro diz respeito ao ensino de engenharia, com a aplicagao
de conceitos referentes ao problema cldssico de autovalores e autovetores na
avaliagao de sistemas estruturais. O segundo ponto relevante a ser discutido, diz
respeito ao estudo da influéncia das ligacoes entre as vigas e colunas, referentes
a estruturas de ago. Na prética corrente de projeto, grande parte dessas ligagoes
é representada por modelos flexiveis ou rigidos. Todavia, na maioria dos casos
reais, essas ligagoes assumem um comportamento intermedidrio, ou seja: semi-
rigido. Assim sendo, este trabalho tem por objetivo empregar conceitos basicos
de dlgebra linear, a partir do problema cldssico de autovalores e autovetores,
de forma a se analisar modelos estruturais de pérticos de ago correspondentes a
uma edificacdo residencial existente. Sdo investigadas as diferengas, qualitativas
e quantitativas, existentes entre as freqiiéncias naturais e os modos de vibragao
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dentre os diversos modelos estruturais (flexivel, semi-rigido e rigido). Resulta-
dos ja obtidos indicam que a variacao na rigidez inicial das ligagdes provoca
mudancas sensiveis no comportamento dindmico da estrutura.

Palavras-chave: Ensino de engenharia, Estruturas de aco, Método dos Ele-
mentos Finitos,

Autovalores, Autovetores.

1. INTRODUCAO

Sabe-se que o déficit habitacional brasileiro cresce a cada ano, concentrando-
se o problema, principalmente, nas familias de baixo poder aquisitivo, de forma
que existe uma demanda crescente por estudos sobre as habitagoes populares.
Neste sentido, o aco, como material estrutural é adequado para a construgao in-
dustrializada e pode proporcionar & construgao civil, perspectivas mais otimistas
para a habitagao popular no pais.

Uma das etapas relevantes no projeto de estruturas de ago estd relacionada
a uma avaliagdo coerente acerca dos modelos estruturais que representam o
comportamento real das ligagoes existentes entre as vigas e as colunas de ago.
Na prética corrente de projeto, a grande maioria dessas ligagoes é representada
por modelos flexiveis ou rigidos. Todavia, na maior parte dos casos, essas lig-
agoes assumem um comportamento intermedidrio, ou semi-rigido, o qual pode
ser perfeitamente caracterizado com base em determinadas grandezas associ-
adas ao projeto de uma ligacao, tais como: resisténcia a flexao e capacidade de
rotagao. No que tange ao estudo do comportamento dindmico de estruturas,
assunto que serd abordado com mais detalhe no presente trabalho, mais especi-
ficamente no que diz respeito & aplicacao do problema clédssico de autovalores
para determinagao e avaliagio das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de
vibragao (autovetores) de edificagoes residenciais, observase, com clareza, uma
absoluta falta de conhecimento por parte dos alunos de graduacdo acerca da
importancia do tema e, infelizmente, uma completa indiferenca em relagao ao
assunto.

Assim sendo, de forma a contribuir no que tange ao ensino de engenharia,
como também desmistificar o emprego corrente dos conceitos tedricos, princi-
palmente aqueles relacionados ao problema de autovalores, faz-se uma exposicao
resumida do referido problema, como tratado no ciclo bédsico da engenharia, e de
como o mesmo poderia ser mencionado, de forma a que os alunos de graduagao
pudessem ter uma idéia bésica da aplicagao pratica desses conceitos.

Em seguida, é selecionado o projeto de uma edificagao residencial de qua-
tro pavimentos, composto por vigas e colunas de ago e lajes lisas de concreto
armado, em todos os niveis da edificacdo. Tem-se como objetivo proceder a
uma andlise extensa das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de vibragao
(autovetores) dos modelos referentes aos pérticos de ago da referida edificagao.
Um outro ponto relevante do trabalho diz respeito ao estudo da influéncia das
ligacoes entre as vigas e colunas dos pérticos de ago.

Neste sentido, o presente trabalho tem por objetivo apresentar uma apli-
cacao pratica do problema cldssico de autovalores e autovetores, no caso em
questao com respeito ao projeto de edificagoes residenciais, além de reforcar a
importancia dos conceitos basicos da disciplina de Algebra Linear para a solucio
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deste tipo de problema.

2. O CICLO BASICO NA ENGENHARIA E O PROBLEMA DE
AUTOVALOR

O problema clédssico de autovalores e autovetores, principalmente no que
tange a utilizacao de operagdes matriciais, estd diretamente relacionado com
o ensino da disciplina Algebra Linear, oferecida correntemente aos alunos de
graduagdo no ciclo basico da Faculdade de Engenharia da UERJ, FEN/UERJ.

O ensino da disciplina Algebra Linear ndo oferece nenhuma interacio com
o ciclo profissional da engenharia e nenhum tipo de recomendacao no que diz
respeito a sua extrema relevincia na aplicagao prética desses conceitos sobre os
problemas reais de engenharia. Tal fato nao sé desestimula o aluno de graduagao
em engenharia, como também ocasiona um aprendizado de baixa qualidade,
propagando deficiéncias técnicas que serao sentidas, sem sombra de divida, no
decorrer do curso.

Ainda hoje, a didatica de ensino adotada nas disciplinas do ciclo bésico sobre
o problema cldssico de autovalores e autovetores é baseada em métodos estri-
tamente conceituais e matemaéticos. Tal metodologia é apresentada a seguir,
respaldada por uma breve revisao sobre as defini¢coes de autovalor e autove-
tor, como visto tradicionalmente na disciplina de Algebra Linear, LIPSCHUTZ
(1977), NETTO e ADAO (1995).

Sendo vejamos: Seja T uma transformagao linear em um espaco vetorial real
V aplicada a um corpo k. Denomina-se autovalor o escalar real pertencente
a k (A € k) se, para esta transformagdo linear T, existe um vetor nao-nulo
pertencente a V' (v € V) para o qual:

T(v) = Av (5.12)

Todo vetor nao-nulo v que satisfaca a “equagado 5.12” é chamado autovetor
de T correspondente ao autovalor l. Portanto, sendo A uma matriz quadrada
de ordem nznsobre um corpo k, existe um autovalor A se, para uma matriz
coluna v, x1, denominada autovetor, Av = Av é verdadeiro.

Obs: Nos cursos de engenharia geralmente utilizamos como corpo k o corpo
dos nimeros reais, ou seja, no nosso caso k = RPara a obtencao dos autovalores,
reescreve-se a “equacao 5.12” de modo que (M — A)v = 0, que admitird v # 0
como solugdo se, e somente se, det(A — AI) = 0. A expressao det(A— X)) =0¢é
denominada equagao caracteristica, onde I é a matriz identidade.

A contribuicdo mais relevante deste trabalho de pesquisa é caracterizar que
o ensino do problema de autovalor como feito no ciclo bésico da engenharia,
de acordo com o exposto acima, é absolutamente contrdrio ao que se deveria
informar a um futuro engenheiro. Nao hé relagao alguma entre os termos especi-
ficos (tais como, espaco vetorial, corpo, etc.), utilizados no ensino da disciplina
de Algebra Linear e as grandezas empregadas correntemente na engenharia.
Ressalta-se que esses elementos tém o mesmo significado das grandezas conheci-
das usualmente pelo engenheiro. Além disso, em nenhum momento existe um
indicativo de onde e como o aluno de graduacao, deve utilizar esses conceitos,
extremamente relevantes para a vida préatica de um profissional da drea, SILVA
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(2001).

Uma sugestao para uma abordagem mais apropriada ao ensino do problema
de autovalor para os alunos de graduacao em engenharia seria, inicialmente,
associar o termo autovalor as freqiiéncias naturais e o termo autovetor aos modos
de vibracdo de um elemento ou sistema estrutural qualquer, dando énfase ao
significado fisico dessas grandezas, ROEHL (1981).

Senao vejamos: para um sistema estrutural qualquer sob vibragao livre nao
amortecida, com vérios graus de liberdade, pode ser escrita uma equagao ma-
tricial de movimento tal que,

MV + KV =0 (5.13)

onde, M ¢é a matriz de massa, K é a matriz de rigidez, V' é o vetor das aceleragoes
e V é o vetor dos deslocamentos.

As equacoes que tornam possivel a resolucao do problema de autovalor, cujo
sistema vibra livremente e sem amortecimento, sao as seguintes:

(M™'K —wg,I) ¢; =0 (5.14)
onde ¢, é o i-ésimo modo de vibragao, com i variando de 1 a n. A “equacdo
5.14” é verdadeira, para qualquer ¢,, se

det (MK —wg,I) =0 (5.15)

onde [ representa a matriz identidade.

A “equagdo 5.15” é comumente designada como equagao caracteristica e suas
raizes sao os valores caracteristicos, ou autovalores, e correspondem ao quadrado
das freqiiéncias naturais de um sistema estrutural, w3;. A cada uma dessas raizes
corresponde um vetor caracteristico, ¢;, ou autovetor, que representa o modo
de vibracao do referido sistema.

Deve-se ressaltar, novamente, que o problema cldssico de autovalores é ab-
solutamente essencial para a compreensao e andlise de estruturas simples, tais
como trelicas, vigas, pérticos, placas, etc, como também de sistemas estruturais
mais complexos, dentre os quais podem ser citados os seguintes: edificagoes res-
idenciais, pontes rodovidrias e ferrovidrias, torres de ago de telecomunicacoes e
de transmissdo de energia, estddios de futebol, passarelas de pedestres, edificios
altos, plataformas off-shore, etc.

Observagao 199 Algumas corregées e adaptacoes a nossa apostila foram necessdarias
porém nao foi alterado o contetudo. Transcrevemos aqui apenas parte do tgra-
balho para ressaltar a aplicacdo de autovalore e autovetores. Créditos sdo dados

ao autor e o trabalho original pode ser obtido através dos anais do COBENGE
2003 ou me enviando um email solicitando o artigo original que terei a maior
satisfacao de envid-lo.
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