Capitulo 3

ESPACOS VETORIAIS

3.1 Introducao

Produto de dez anos de intensa pesquisa e desenvolvimento, o primeiro
onibus espacial dos EUA (langado em 1981) foi uma vitéria da engenharia
de controle de sistemas, envolvendo muitas dreas da engenharia - aerondutica,
quimica , elétrica, hidraulica e mecanica. Os sistemas de controle de 6nibus
espacial sdo absolutamente criticos para voo. Ele requer um constante moni-
toramento por computador durante o voo atmosférico. O sistema de voo en-
via uma sequéncia de comandos para a superficie de controle aerodinidmico.
Matematicamente , os sinais de entrada e saida de um sistema de Engenharia
sao fungoes. B importante para as aplicacoes que essas fungdes possam ser
somadas e multiplicadas por escalares. Essas duas operacoes em funcoes tem
propriedades algébricas que sao completamente andlogas as operagoes de soma
de vetor e multiplicagao de vetor por escalar no R™. Por esse motivo, o conjunto
de todas as entradas possiveis (fungoes) é chamada de um espago vetorial.
A fundamentacao matemadtica para a engenharia de sistemas repousa sobre es-
pacos vetoriais de fungoes, portanto precisamos estender a teoria de vetores do
R™ de modo a incluir tais fungoes.

Antes de apresentarmos a sua defini¢do, analisaremos em paralelo dois
objetos: o conjunto formado pelas fungoes f : R — R, denotado por F(R)
e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais que
denotaremos por M, (R).

A soma de duas fungoes f e g de F(R) é definida como:

(f+9)(x) = f(z) + g(=).

Note também que se o € R podemos multiplicar o escalar « pela fungao
f, da seguinte formas:

(af) (x) = a(f(2))

resultando num elemento de F'(R).
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Com relagdo a M, (R) podemos somar duas matrizes quadradas de
ordem n,

A+ B = (a;j + bij)nwn

que é um elemento de M,,.
Com relagao & multiplicagdo do escalar o pela matriz A € R

OtA = (Oé(lij )n:cn

o qual também € M, (R).

O que estes dois exemplos acima, com a adigao de seus elementos e
multiplicagdo de seus elementos por escalares, tém em comum?

Verfica-se facilmente a partir das propriedades dos nimeros reais que,
com relagao a quaisquer fungoes f, g e h em F(R) e para «, 8 € R, sao vdlidos
os seguintes resultados:

1. f+9=9g+h

2. f+(@+h)=(f+9) +h

Se g representa a funcao nula entao f+g=f
f+(=f)=0

a(Bf) = (aB)f

(a+B)f =af +Bf

alf+g)=af+ag

1f=rf

© N e oo W

Agora, com relagdo a quaisquer matrizes A, B, e C em M, e para todo
a, B € R, também sdo validos os seguintes resultados:

1. A+ B=B+A

2. A+ (B+C)=(A+B)+C

3. Se 0 representa a matriz nula entao A+0= A
4. A+ (-A)=0

5. a(BA) = (aB)A

6. (¢ +B8)A=aA+pA

7. a«(A+B)=aA+aB

8. 1A=A
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Observamos que o conjunto das funcées bem como o das matrizes, quando
munidos de soma e multiplicagao por escalar, apresentam propriedades algébri-
cas comuns. Existem muitos outros exemplos de conjuntos que apresentam as
mesmas propriedades acima. Para nao estudarmos separadamente cada con-
junto, estudaremos um conjunto genérico e nao vazio, V', sobre o qual supomos
estar definidas as operacoes de adigao e multiplicagdao por escalar.

Definicao 88 Um espaco vetorial V' é um conjunto, cujos elementos sao chama-
dos vetores, no qual estdo definidas duas operagoes: a adicdo, que a cada par
de vetores, u e v €V faz corresponder um novo vetor denotado por u+v € V,
chamado a soma de u e v, e a multiplicacao por um nimero real, que a cada o €
R e a cada vetor v € V' faz corresponder um vetor denotado por av, chamado
produto de o por v. FEstas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, € R
eu,vew €V as sequintes propriedades:

1. Comutatividade: u+v=v+u

2. Associatividade: (v +v) +w=u+ (v+ w)

Vetor nulo: existe um vetor nulo 0 € V tal que v+ 0 = v paratodov € V
Inverso aditivo: Para cada v € V' existe —v €V tal que —v+v =0
Distributividade: (a+ 8)v = aw + fv

(aB)v = a(pv)

a(u+v) = au+ av

© N ook W

Multiplicacao por 1: 1l.u = u

Exemplo 89 Para todo nimero natural n, o simbolo R™ representa o espaco
vetorial euclidiano n-dimensional. Os elementos de R™ sdo as listas ordenadas
(chamadas n-uplas) v = (z1,22,%3,...... . Tn), 0 = (Y1,Y2,Y3, - Yn) de nimeros
reais. Por defini¢io a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéri-
cas

T1 = Y1,ZL2 = Y2, .-... Tpn = Yn-
Em R"™ definimos as operagoes:

u+v=(r1+y1, T2+ Y2, Tpn + Yn)

au = (ax1, g, ...y,

Verifica-se sem dificuldades, que estas definigdes fazem do R™ um E. V. (veri-
fique).
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Exemplo 90 O conjunto dos polinémios em x, de grau menor ou igual a n é
definido por :

P, = {p(x) =a,+aix+ ... +an 12" N an™ S oy Gy ey Q1 Gy € ]R}
com as operagoes de adi¢ao de polindomios e multiplicagdo de um polinémio por
um escalar é um espaco vetorial. Note que cada elemento de P, é uma funcdo
p:R—-R
Exemplo 91 O conjunto das matrizes definido por

M(m,n) = {Aan = {aij} / aij € R,i=1,..,mej= 1,..,77,}

com a soma usual de matrizes e multiplicagdo usual de um escalar por uma
matriz é um espaco vetorial.

No caso particular das matrizes quadradas de ordem n denotaremos
M(n,n) por M,.

Exemplo 92 Seja o conjunto R? = {(x,y) / x,y € R} com as operagdes assim
definidas:

(z1,91) + (22,92) = (z1 + 22,91 + ¥2)

a(z,y) = (az,y)

O conjunto R? com estas operacdes ndo é um espaco vetorial, de fato:
Vamos mostrar que falha a propriedade 5) do E.V.

(a+ B)u = (a+ B)(x1,11) = ((a + B)x1,y1) = (ax1 + Br1,y1)

au+fu = =a(r,y)+ B@,y) = (ewy,y1) + (Br1,91) = (awy + By, 251)
= (a+Bu# ou+ fu
3.2 Subespacgos

Definigao 93 Seja V' um espago vetorial. Dizemos que W C V' é um subespago
vetorial de V' se forem satisfeitas as sequintes condigdes:

l.seu,ve Wentaou+veW

2. se u € W entao au € W para todo a € R.

Podemos fazer trés observagoes:
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e as condigoes da definigdo garantem que ao operarmos em W (soma e mul-
tiplicagao por escalar) nao obteremos um vetor fora de W. Isto é suficiente
para afirmar que W é ele préprio um E.V.

e Qualquer subespago W de V precisa conter o vetor nulo.

e Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespacos: o conjunto for-
mado pelo vetor nulo e o préprio E.V.

Exemplo 94 Seja V =R5 e W = {0, 29,23, 4,75), W ¢é um subespago veto-
rial?

Resolugao:
verificamos as condicoes de subespago:  seja u = (0, 22,23, T4,75) € W e
v = (O7y2,y37y45y5) ew

Loutv=(0,22 +y2,23 + Y3, T4 + Ys,T5 + y5) €W
2. au = a0, 22,23, %4, T5) = (0, o, ax3, g, ax5) € W
logo W é um subespaco vetorial.

Exemplo 95 Seja S = {(z,y,2) € R® /x +y + 2 =0}, S é um subespago de
R3?

Resolugao:
Dados u = (z1,y1,21) € S e v = (x2,Y2,22) €S

Lou4v=(x1,y1,21) + (T2,Y2, 22) = (1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)

Como u = (z1,y1,21) € S = z1+y1 + 21 = 0. Analogamente zo + yo + 22 =
0, e podemos concluir que (x1 +x2) + (11 +y2) + (21 +22) =0=u+veES

2. au = a(x1,y1,21) = (ax1,ay;,az) para todo a = ax) + ay; + az; =
a(z1+m+21)=a0=0edaiauecs

Portanto, S ¢ um subespaco vetorial de R3.

Exemplo 96 V = M, e W é o subconjunto das matrizes triangulares superi-
ores. W é subespaco de V', pois a soma das matrizes triangulares superiores
ainda é uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz

triangular por um escalar (Verifique).

Exemplo 97 Uma situagao importante em que aparece um subespago é obtida
ao resolvermos um sistema linear homogéneo. Por exemplo:

2r+4y+2=0
r+y+22=0 (3.1)
z+3y—z2=0
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Observe que, se colocarmos este sistema na forma matricial , temos

2 4 1 x 0
11 2 y =10 (3.2)
13 -1 z 0

Desta forma, estamos procurando, dentro do E.V. M(3,1) das matrizes colu-
nas de 3 linhas, aqueles vetores que satisfazem a relagio (3.2) isto é, aqueles
vetores solugcao do sistema. Queremos saber se o comjunto dos vetores solug¢do
¢ subespago de M(3,1). Para isto, teremos que tomar dois vetores-solug¢do:

x1 Z2
U1 €l Y2
z22 z2

e verificar se sua soma ainda é um vetor-solucao. Entdo:

2 4 1 T Io
11 2 vy |+ v =
1 3 -1 22 Z2
2 4 1 T 2 4 1 To
1 1 2 1 |+ 1 1 2 Y2 =
1 3 -1 29 1 3 -1 Zo
0 0 0
O |+ 0 |= 0
0 0 0

logo a soma é uma solugao. Além disso, se multiplicarmos

x1

U
Z1

por uma constante «,teremos

2 4 1 1
11 2 al n =
1 3 -1 )

0

0

2 4 1 1 0
Q 11 2 Y1 =« =10
1 3 -1 z9 0 0

portanto, o conjunto W dos vetores-solucéo é subespaco vetorial de M(3,1).

Exemplo 98 Seja V =R? ¢ W = {(z,2?),z € R). Se escolhermos u = (1,1)
ev =(2,4) € W, temos: u+wv = (3,5) ¢ W, portanto W ndo é subespago
vetorial de R?.
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Exemplo 99 SejaV =R? e W = {(x,y) € R?/y = 22}W ¢ subespaco vetorial
de R?, pois temos:

1. Para u= (x1,271) e v = (x2,2y2) € W tem-se u+v = (21 + z2,2(y1 +
y2)) € W, pois a segunda componente de u+wv é igual ao dobro da primeira.

2. au = a(z1,221) = (ar1,2(ax1)) € W, pois a segunda componente de au
é igual ao dobro da primeira.

3.3 Interseccao de dois Subespacos Vetorias

Definigao 100 Dados W7 e Wy subespacos de um espaco vetorial V, a inter-
seccao Wiy N Wy ainda é um subespaco de V.

Exemplo 101 V =R3. Seja Wy = {(z,y,2) € R®/ y=0) e Wo = {(z,y,2) €
R3/ x = 0). Wi NWy é a reta de intersec¢io dos planos Wi e Wa, ou seja
WinWy ={(z,y,2) eR®/ z=0ey=0)

Exemplo 102 V = R3. Seja Wy = {(z,y,2) € R3/ z+y+2=0) e Wy =
{(‘ray7z)€R3/ .'17+y—Z:0)

Para encontrarmos a intersec¢ao do dois subespagos devemos
resolver o sistema
r+y+2=0
{ z+y—2=0
A solugdo desse sistema é z =0, y = —z. Portanto Wi N Wy = {(z,y, 2) €
R3/ z2=0ey=—2x)

Exemplo 103 V =P,. Seja Wy ={peP; / p(1)=0}eWy={peP; /
p’(1) =0}

Como p € P, entdo p = a + bx + cx? + dz>, com
a,b,c,d,e € R. Se p € Wy entdo p'(1) =0 = b+ 2c+ 3d = 0. Se p € W entdo

p"(1) = 0 = 2c+ 6d = 0. Para que p pertenga a W1 N W5 devemos resolver o
sistema,

b+2c+3d=0
2¢c+6d =0

—3d
= 3d
Portanto Wi NWy ={pe€ Ps / p=a+ 3dx — 3dz? + dz3}

Exemplo 104 V = M(n,n), W1 = {matrizes triangulares superiores}; Wy =
{matrizes triangulares inferiores}. Entao W1 N W = {matrizes diagonais}.
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Exemplo 105 Seja V = My = <

o {(;
e {(:

W =Wy N Wy é um subespacgo de V', pois

v-{(3 )}

Exemplo 106 Sejam Wy e Wy dados por:

o o

o O

Wy ={(z,y) e R}z +y =0}

Wy = (z,y) € Rz —y =0}

serd que Wi U Wy é um subespago vetorial de V7
Solugao :

Nao. Basta considerar V = R?,
u = (1, 1) e W,
v = (1, —1) e Wy

mas u+v = (1,1) + (1,—1) = (2,0) ¢ W1 U W; (represente graficamente
esta soma de vetores)

3.4 Combinacao Linear

Definigao 107 Seja V' um espago vetorial real, vi,va, ...... yun € Vear,ag, ... an €
R. Entdo, o vetor

V= a1v1 + a2v2 + ..... —+ anvy
é um elemento de V ao que chamamos de combinagao linear de vy, v, ...... s Un

Exemplo 108 Em R? o0s vetor v = (10,16) é uma combinagdo linear dos
vetores

vy = (1,2) va=(3,4) pois v =4v; + 2vs.

Exemplo 109 Verifique se o vetor v = (3,2,1) pode ser escrito como uma
combinagao linear dos vetores v1 = (1,1,1),v2 = (1,—1,1),v3 = (1,1, —1).
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Devemos verificar se existem nimeros a, b, ¢ tais que v = avy +bvs+cvs,
ou seja,

(3,2,1) = a(1,1,1) + b(1,—-1,1) + ¢(1,1, —1).

devemos entao resolver o sistema

3
1 -1 1 bl = |2
1 1 -1||¢c 1

Mas esse sistema tem uma tnica solugao a = %, b= % e ¢ = 1, portanto

v pode realmente ser escrito como combinacdo de vy,vy e vz, da forma v =
3 1
501 + 5U2 + vs3.

Exemplo 110 No espaco vetorial Py o polinomio p = Tx? + 11z — 26 é combi-
nacdo linear dos polinomios: ¢ = bx> —3x 4+ 2 e go = —222 4 5z — 8, de fato
p = 3q1 + 4qa (confira).

Exemplo 111 Verique que em Py o polinémio p(x) = 1+x? é uma combinagdo
dos polinémios q(x) =1, r(x) =1+ x e s(x) = 1 + 2 + 2.

Resolucao:
Precisamos encontrar nimeros reais, a1, as e ag tais que:

p(z) = a1q(x) + azr(z) + azs(z)
Ou seja, precisamos encontrar ap,as e ag satisfazendo:
1+22=a; +ax(l+2)+az(l +x+2?)
que é equivalente ao sistema:

a1 +as+az =1
as +az3 =0 = a;=1la0=—-1eaz=1.
a3:1

Exemplo 112 Consideremos , no R3, os sequintes vetores: vy = (1,-3,2) e
vy = (2,4, —1). Escreva o vetor v = (—4,—18,7) como combina¢dio linear dos
vetores v € vs.

Resolugao:

UV = a1v1 + a2
(—4, —18, 7) = 0,1(1, —3, 2)—|—a2(2, 4, —1) = (lal, —3CL17 2&1)—}—(2&2, 4a2, —1a2) =
= (a1 + 2a2, —3a1 + 4as 2a1 — az) que é equivalente ao sistema:

a1 + 2&2 =—4
—3a1 +4ay = —-18 & a1 = 2, ar = —3.
2(11 — ag = 7
Portanto, v = 2v; — 3vy. Agora mostre que o vetor v = (4,3,—6) néo é
combinagao linear dos vetores v1 = (1, —3,2) e v = (2,4, —1).
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3.5 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 113 Sejam V' um espacgo vetorial e vy, va,...... , U € V. Dizemos que
o conjunto {v1, va, ...... ,Un} € linearmente independente (LI), se a equagao:

ai1v1 + asvs + ... + apv, =0
implica que
a1 =as=..=a, =0.

No caso, em que exista algum a; # 0 dizemos que {v1, v, ...... ,Un} € linear-
mente dependente (LD).

Para determinarmos se um conjunto é L.I. ou L.D. devemos fazer a
combingao linear do conjunto de vetores e igualar esta combingao linear ao
vetor nulo do espago. Portanto é muito importante ter conhecimento do vetor
nulo do espago em qua estamos trabalhando.

Definicao 114 Considere o espaco vetorial R® e os conjunto de vetores:

o {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,0)}
8 = {1,2,3),(1,1,1),(3,5,7)}

Os conjuntos « e 8 acima sao L.I ou L.D.
Solucao:
Fazendo a combinagao linear

a(1,2,3)+b6(1,1,1) +¢(1,0,0) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

at+b+ec = 0
2a+b = 0
3a+b = 0

cuja tnica solugao é a = b = ¢ = 0. Portanto o conjunto « é L.I
Fazendo a combinagao linear

a(1,2,3) +b(1,1,1) + ¢(3,5,7) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

o O O

a+b+ 3c
2a +b+5c =
3a+b+T7c =

que possui infinitas solugdes ( grau de liberdade 1). Portanto além da solugdo
nula ( que todo sistema homogéneo tem) este sistemas possui outras solugaoes
diferentes da solugédo nula, logo o conjunto 8 é L.D.
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Teorema 115 O conjunto {vy,va, ...... ,Un} € LD se, e somente se um dos ve-
tores do conjunto for uma combinacdo linear dos outros.

Exemplo 116 a) Seja V = R3. Sejam vy,vy € V.0 conjunto {vy,v2} é LD se
e somente se v1 e vy estiverem na mesma reta que passa pela origem (um vetor
¢ maltiplo do outro), v = Avs.
b) Em V =R2?, e; = (1,0) e ex = (0,1) sdo LI, pois:
aie] + azes =0 = al(l,()) + CLQ(O, 1) = (0, 0) = (CLLCLQ) = (0,0)

logo a1 = 0 e ay = 0 portanto, eje e; sao LI.

Exemplo 117 No espaco Vetorial Ms o conjunto:

={[ S 1)L T

é LD. Examinemos a equacao: a1v1 + asve 4+ azvy =0
a_12+a2_3+ar3_4—00
-3 1 213 0 1s 1 ]7(0o0
cuja solugdo é a; = —ag e as = —2a3, .Como existem solugdes a; # 0, 0 conjunto
¢ LD.

Propriedades da Dependéncia e da Independéncia Linear

Seja V um E.V
1. Se A={v} CVev#0,entdao A éLIL
2. Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, entdao A é LD

3. Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte de A; de A também é LI.

3.6 Subespagos Gerados

Definigao 118 Seja V' um espago vetorial. Consideramos um subconjunto A =
{v1,v2, ..o ,un} C VA # @.0 conjunto W de todos os vetores de V que sdo
combinagées lineares dos vetores de A é um subespago de V. Simbolicamente, o
subespaco W é:

W={weV /v=av) +axvs + .... + anv,}
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O subespago W diz-se gerado pelos vetores vy, va, ...V, ., ou gerado pelo con-
junto A, e representa-se por:

W = [v1,v2,...0n.] ou W =G(A)

Os vetores vy, va, ...v,.880 chamados geradores do sube-
spago W, enquanto A é o conjunto gerador de W.
Para o caso particular de A = @, define-se [@] = {6)}
A C G(A), ou seja, { v1,v2,...0n} C [v1,v2,...00]
Todo conjunto A C V gera um subespago vetorial de V', podendo ocorrer
G(A) = V. Nesse caso, A é um conjunto gerador de V.

Exemplo 119 Os vetores i = (1,0) e j = (0,1) geram o espago vetorial R?,
pois, qualquer (z,y) € R? é combinagdo linear de i e j :

(z,y) =xi+ij = 2(0,1) +4(0,1) = (z,0) + (0,y) = (z,y)
Entao: [i,j] = R2

Exemplo 120 Seja V = R3. Determinar o subespaco gerado pelo vetor v; =
(1,2,3).

Solugao: Temos:
[1] = {(z,9,2) € R*/(z,y,2) = a(1,2,3),a € R}

Da igualdade: (z,y,2) = a(1,2,3) vem: x = a; y = 2a; z = 3a donde:
y=2xez=23r logo,

[v] = {(z,y,2) ER*Jy =2z e z =3z} ou [v1] = {(z,27,32);x € R}.

Exemplo 121 Encontre o subespaco vetorial de P3 gerado por U = {1,t,1%,1+
3}

Resolugao:

note que t3 = (3 4+ 1) — 1. Assim, dado p(t) = a, + ait + ast?® + azt3 € Py
podemos escrever

p(t) = (ap — az) + a1t + ast® + as(t* + 1) € U

Ou seja, qualquer vetor (polinomio) de P3 pode ser escrito como uma combi-
nacao linear dos vetores do conjunto U. Logo P5 = [U].

Exemplo 122 Encontre o subespago vetorial gerado de Ms gerado por
0 1 0 0
={(a0)-(4 o)}
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Resolugao: Temos que A € [G] se e somente se existirem a e b € R tais que

ama(§ ) (5 9)=(% 8)

ou seja, A € [G] se e somente se os elementos da diagonal principal de A sdo
nulos.

Exemplo 123 Encontre um conjunto de geradores para W = {X € M (4,1) /
AX =0} onde

1 1 -10
2 0 1 1
A=135 1 0 1
0 -2 3 1
Resolugao:
a 1 1 -1 0 a 0
b 2 0 1 1 b 0
X=1 ¢ |€W=1|3 1 0o 1 c | o ™
d 0 -2 3 1 d 0
1 1 =10 a 0
0 -2 3 1 L I O
0 0 0 0 c |l o
0 0 0 0 d 0
11 -1 0 a 0
0 1 —-3/2 —1/2 bl |0 a=3£—4
00 0 0 c |7 o ‘i’{b_%ﬁ%
00 0 0 d 0
isto &,
—c _ 4d et § =1
£ d : i
— 2 2 — 2 2
X ¢ ol 1T o
d 0 1
-1 -1
3 z
— 2 2
portanto, W = 1 , 5
0 1
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3.7 Soma de Subespacgos

Definigao 124 Sejam Wi e Wy dois subespagos vetoriais de V. Entao o con-
Junto
W1+W2:{UGV/v:w1+w2,w1 cWie ’LUQGWQ}

é um subespaco de V.
a b 0 0

Exemplo 125 W; = 0 0]} 6W2—{|:C d]},ondemb,c,deR.

. a b
EntaoWl—l—Wg:{[ ]}:Mg.

c d
Exemplo 126 Sejam os subespacos vetoriais
Wy = {(a7b7 0)7a7b € R} e Wy= {(0,0,C),C € R}

do espago vetorial R3. A soma Wy + Wy = {(a,b,c);a,b,c € R} é subespaco
vetorial, que nesse caso é o proprio R3.

Proposic¢ao 127 Quando W1 N Wy = {0}, entao Wy + Wo é chamado soma
direta de Wy com Wa, e denotado por W1 & Ws.

Observagao 128 Usando os geradores podemos obter uma caracterizagio da
soma de dois subespagos: Seja W e U subespagos de V, se W = [uq,...,up] €
U=[wi,...,; W] entao W + U = [U1, ...y Un, W1, ..., W)

Exemplo 129 Verifique que R® é a soma direta de

Wi ={(z,y,2) eR%z+y+2=0}

Wo = {(z,y,2) € R%z =y =0}

Resolugao:
Note que Wy ¢ de fato um subespaco vetorial de R3 (Verifique)
Dado veWy v=(z,y,—z—y)e ue Wy, u=(0,0,z+y+2)

utv=(z,y,2) =R’

vamos mostrar que Wi N Wy = 0. Seja (z,y, z) € Wi N Wy temos:

z+y+2=0
=0 <~ (z,y,2) = (0,0,0)
y=0

Exemplo 130 Encontre os geradores do subespaco U + W onde

U = {($,,y72)€R3/$+y+Z:0}, €
W = {(x,y,z)€R3/x+y:06$—z:0}
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Resolugéo: Sev € U = v = (z,y,—z —y) = (1,0,—1) + y(0,1,—1) logo
U =1(1,0,-1),(0,1,-1)]

SeveW =v=(z,—x,z) =x(1,—-1,1) logo W = [(1, -1, 1)]

Usando a teoria acima explicada temos que

U+W =](1,0,-1),(0,1,-1),(1,—1,1)]

3.8 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

3.8.1 Base
Um conjunto 8 = {v1, v, ...... ,Un} C V é uma base do E.V se:

1. &Ll

2. B geraV
Exemplo 131 3= {(1,1),(—1,0)} ¢é base de R?. De fato:

1. B é LI pois a(1,1) + b(—=1,0) = (0,0) = a=b=0

2. 3 gera R?, pois para todo (z,y) € R?, tem-se :

(z,y) = y(1,1) + (y — 2)(=1,0)
Realmente , a igualdade (z,y) = a(1,1) +b(-1,0) =a=ye b=y —z.

Exemplo 132 O conjunto {(0,1),(0,2)}ndo é base de R? pois é um conjunto
LD. Se
(0,0) = a(0, 1) + b(0,2)

temos a = —2b. Assim para cada valor de b conseguimos um valor para a, ou
seja, temos infinitas solugoes.

Exemplo 133 Seja V = R? entio a = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ¢é uma base
do R3 (verifique!).

Exemplo 134 O conjunto 8 = {1,x,22,...,x"} é uma base do espago vetorial
P,. De fato:

1. ap+ a1z + asx® + ... +apz" =0=ag=a; = ..... = a, = 0, portanto,
8 é LI

2. B gera o espago vetorial P, pois qualquer polinémio p € P, pode ser
escrito assim:
p:ao+a1x+a2x2+ ..... +a,x

que é uma combinacdo linear de 1,z, 22, ..., 2".

Logo, B € uma base de P,,.Essa ¢ a base canonica de P, e tem n + 1 vetores.
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Exemplo 135 FEncontre uma base para U + W onde
U = {(:v,,y7z) €R3/:E+y+Z=O} e
W = {(:Jc,y,z) ER3 z+y=0c¢ x—z:O}
Resolugdo: U = [(1,0,-1),(0,1,-1)] e W = [(1,—-1,1)] ( J4 vimos este
exemplo)
U+WwW=](1,0,-1),(0,1,-1),(1,-1,1)].

J4 temos um conjunto que gera a soma, se este conjunto for L.I. entao ele
serd uma base

a(1,0, - + b( 1 = (0,0,0)
0 -1 -1
A = = A7! 1 2 1 | logo o conjunto é L.I e
1 1 1
portanto. 8 = { (1, 0 ) (1,-1,1)} é uma base de U + W

Exemplo 136 Encontre uma base para U + W onde

U = {(m,,y,z)€R3/ch—y+z:0ex—y:()},e
W = {(m,y,z)€R3/x+y—z:06x—z:0}
_ r—y+z=0 _
Sev—(x,y,z)EUé{ vy =0 =v=(z,z,0)

Usando a teoria acima explicada temos que U+W = [(1,0, —1), (0,1, —1), (1, —1,1)]
Como o conjunto 5 = {(1,0,-1),(0,1,—1),(1,—1,1)} é LI (verifique isto) e
gera o espago U + W entao ele é uma base do espago U + W.

Exemplo 137 Dados:
: 11
U={Aec M[R);A=A"} e W_{<0 1)} em Mo

encontre uma base para U W, UNW, W 4+ U

Resolucao:
b .
ParaU: A= ( i d ) & ¢ = b portanto, A € U se existirem aq,az,a3 €
R tais que

10 0 1 0 0
A=aoo)re(10)em(5)

pode-se verificar facilmente que as matrizes

o o) (Vo) (7))

sao L.I e portanto, como geram U, formam uma base de U.
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Para W: Como a matriz

O =
— =
~_

gera W, ela serve para base de W
ParaUNW :
AcUNW & A= At e existe o € R tal que

(5 1)

, isto é, se e somente se existir a € R tal que

a a) (a0
0 ) \a «
que é satisfeita quando o = 0 , ou seja, A = 0.Desse modo U N W = {0}. Uma

base para U NW é 3 = ¢. Veja a observagao a seguir para elucidar esse fato.
—
Observagao: Seja V' um espago vetorial e 0 € V o vetor nulo de V. Como

o conjunto f = {6)} ¢ LD (mostre isto) temos que este conjunto néo pode ser

uma base do conjunto N = {6)} . Este é um caso patolégico e para que nao seja
contrariada a definigdo de base tomamos 8 = ¢ (conjunto vazio) como sendo
base para o espago N = {6)}

Para U+ W : Como UNW = {0} temos U + W & soma direta e, portanto,

uma base ¢ : {((1) 8><(1) (1)><8 (f)((l) 1>}

Proposigao 138 "Todo conjunto LI de um espago vetorial V' é base do sube-
spago por ele gerado .
Exemplo 139 O conjunto 8 = {(1,2,1),(—1,-3,0)} C R® é LI e gera o sube-
spago .

W = {(z,y,2) € R¥/3x —y — 2 = 0}.
Entao, B € base de W, pois 5 é LI e gera W.

Teorema 140 Sejam vy, ve,...v,, vetores ndo nulos que geram um espago ve-
torial V. Entao, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Proposigao 141 Seja um E.V 'V gerado por um conjunto finito de vetores
V1, V9, ...Uy. Entao qualquer comjunto com mais de n vetores é necessariamente
LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdximo n vetores).
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3.8.2 Dimensao

Seja V' um Espago Vetorial.

Se V possui uma base com n vetores, entdo V' tem dimensdo n e anota-se
dimV =n.

Se V' nao possui uma base, ou seja, a base é 8 = ¢ entao dimV =0

Se V possui uma base com infinitos vetores, entao dimV € infinita e anota-se
dimV = co

Exemplo 142 dimR? = 2 pois toda base de R? tem 2 vetores
Exemplo 143 dim M (2,2) =4

Exemplo 144 dim M (m,n) = m.n

Exemplo 145 dm P, =n+1

Proposigao 146 Seja V um E. V. tal que dimV =n

Se W é um subespago de V entao dimW < n. No caso de dimW = n ,
tem-se W = V. Para permitir uma interpretacao geométrica, consideremos o
espaco tridimensional R?(dimR? = 3).

A dimensdo de qualquer subespaco W do R3 sé poders ser 0,1,2 ou 3.
Portanto, temos os seguintes casos:

1. dim W = 0, entdo W = {0) é a origem

2. dimW =1, entao W é uma reta que passa pela origem
3. dim W = 2, entao W é um plano que passa pela origem
4. dim W = 3 entdo W = R3.

Proposigao 147 Seja V um E. V de dimensdo n. Entao, qualquer subconjunto
de V' com mais de n vetores é Linearmente Dependente (LD).

Proposigao 148 Sabemos que o conjunto B é base de um espago vetorial se 8
for LI e gera V. No entanto, se soubermos que dimV = n , para obtermos uma
base de V basta que apenas uma das condicoes de base esteja satisfeita.

Exemplo 149 O conjunto 3 = {(2,1),(—1,3)} é uma base do R?. De fato,
como dimR? = 2 e os dois vetores dados sao LI (pois nenhum vetor é mailtiplo
escalar do outro), eles formam uma base do R?.

117



3.8.3 Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais

Proposigao 150 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. SeU e W sao
subespagos vetoriais de V' entdo dim(U+W) = dim U 4 dim W — dim(U NW).

No exemplo (137 ) de base , para encontrar a base de U + W podemos usar
esta proposicao: dim(U + W) = dimU +dimW —dim(UNW) =3+1—-0=
4 = dim M5 , portanto, U + W = M5 e uma base pode ser dada por:

oo ) (oo ) (o) (50}

3.8.4 Coordenadas

Seja V' um espago vetorial gerado e § uma base de V' formada pelos vetores
U, U2 .. Up
v € V sendo
UV =2T1U] + ToU2 + ... + TpUp

Os coeficientes x1, 2, ...z, sdo chamados componentes ou coordenadas de v em

relacdo a base (8 e se representa por :

Z1

= | ™

Tn

Exemplo 151 No R? consideremos as bases o = {(1,0),(0,1)}, 8 = {(2,0), (1,3)}
evy={(1,-3),(2,4)}. Dado o vetor v = (8,6) tem-se:

(8,6) = 8(1,0) + 6(0,1)
(8,6) = 3(2,0) +2(1,3)
(8,6) = 2(1,—3) + 3(2,4)

bemos: maz( ) ( ) :(3).

Exemplo 152 Mostre que os vetores (1,1,1),(0,1,1) e (0,0,1) formam uma
base de R3. Encontre as coordenadas de (1,2,0) € R3 com relagdo a base 3
formada pelos vetores acima.

Resolucao:

J4 sabemos que dim R3 = 3.Entdo verificamos se os vetores acima sao LI.
Os vetores sao LI se aijv1 + asve + a3vs = 0 & a3 = a9 = a3 = 0. Isto &
equivalente a que o sistema:

CL1:O

CL1+CL2:O
a1+a2+a320
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cuja solugao é a; = as = ag = 0, portanto, os vetores vy,vs e v3 sao LI.

(1,2,0) = a(1,1,1) + 5(0,1,1) + ¢(0,0,1) = (a,a + bya+ b+ ¢)

que é equivalente ao sistema:

a=1
a+b=2 Sa=1b=1lec=-2
a+b+c=0
Desse modo, as coordenadas de (1,2,0) em relagdo a base [ é dado por
1
[vlp=1 1
-2

3.9 Mudanca de Base

Sejam B = {u1, _u,} e g = {ws,..... wy} duas bases ordenadas de um mesmo
espago vetorial V. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo como:

Vo= UL F e+ TpUn (3.3)
Y1 + ot YnWnp

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagdo a base (5

T

plg=| "2

T

~ N /
com as coordenadas do mesmo vetor v em relagao a base (3

Yn
ja que {ulun} é base de V, podemos escrever os vetores w; como combinagao

linear dos wu;, isto é:

W1 = a11U1 + a21Ug + ... + Gp1Un
Wy = A12U1 + a22U2 + .... + Ap2Un (3 4>

Wy = A1pU1 + G2pUs + ... + AppUn

Substituindo em (3.3) temos:
v =y1w1 + oo + YnwWn = y1(a11u1 + ag1ug + oo + an1tn) + oo+ yn(arpur +
AonpUo + .... + annun) =
= (a11y1 + - + G10Yn)u1 + ... + (an1y1 + - + Gpnn)tn
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Mas v = z1u1 + .... + T,U,, € como as coordenadas em relagdo a uma base
sao unicas, temos:

1 = a1y +ay2 + ... + a1aYn
a21Y1 + a22y2 + ... + a2nYn

T2

Tn = Qp1¥Y1 + an2Y2 + ... + AnpYn

Em forma matricial
Z1 ai11 : G1n Y1

Ln Gn1  ap2  Gpp Yn

Logo ,se usarmos a notagao

[I ]g = : : : temos

temos a relagao

A matriz [1 ]g, ¢é chamada matriz mudanca de base 8’ para a base .

Compare [I ]g/ com (3.4) e observe que esta matriz é obtida, colocando as
coordenadas em relacao a 8 de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida
(1 ]g, podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relagao & base
3, multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base 3’ (supostamente
conhecida).

Exemplo 153 Sejam 3 = {(2,-1),(3,4)} e 8" = {(1,0),(0,1)} bases de R?.
Procuremos inicialmente [I ]g

wy = (1,0) = a11(2, —1) + a21(3,4) = (2a11 + 3az1, —a11 + 4az1)

Isto implica que a11 = 37 € az; = %

Wwo = (0, ].) = a12(2, —].) + a22(3,4)

Resolvendo, a2 = ;—13 € a9 = %
4 -3
el 11 11
Portanto, [I]5 =
L 2
1 1
Podemos usar esta matriz para encontrar por exemplo, [v]g para v = (5, —8)
4 -3
= = 5 4
I 11

(5, -8))s = [11] [(5,~8)]sr = _

2
2 -8 -1

—

1
)
Isto &, (5,—8) = 4(2,—1) — 1(3,4)
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Exemplo 154 Considere as bases em R?
B= [(L 0, 1)7 (L L, 1)7 (13 L, 2)] e ﬁ = [(17 0, O)a (0’ 1, O)a (0,07 1)'

FEncontre I Bﬁ .

Resolugao:

(1, 0, 0) = au(l, 0, 1) + a21<1, 1, 1) + a31(1, 1, 2)

(0, 1, 0) = a12(1, 0, 1) + 0,22(1, 1, 1) + agg(l, 1, 2) =

(0, 0, 1) = a31(1, 0, 1) + (123(1, 1, 1) + a33(1, 1, 2)
(a11 + a1 + az1,a21 + asi,a11 +az1 +2a31) = (1,0,0)
(a12 + ag2 + asg a2 + aszz, a1z + ag + 2a32) = (0,1,0)
(a13 + azs + ass azs + ass,a13 + as3 +2a33) = (0,0,1)

Note que cada linha acima representa um sistema de trés equagoes com trés
incégnitas e que a matriz associada a cada um destes sistemas é a mesma e o
que muda sao os nomes das varidveis e o segundo membro. Utilizando como
varidveis x,y e z, basta resolvermos o seguinte sistema:

1 1 1 T a
011 y | =125
1 1 2 z c
onde a,b,c € R. O sistema acima ¢é equivalente a
1 11 z a
0 1 1 y | = b
0 0 1 z c—a

cuja solugao é dada porx =a—b,y=a+b—cez=c—a

Tomando (a, b, c) = (1,0,0),0btemos (a11,a21,a31) = (1,1,—1)

Tomando (a, b, c) = (0,1, 0),0btemos (a12, a2z, as2) = (— 1, ,0)
(0,0

Tomando (a, b, ¢) = (0,0, 1),0btemos (a3, ass, ass) = (0, —1,1). Desta forma
obtemos:
1 -1 0
=1 1 -1
-1 0 1

3.10 A Inversa da Matriz de Mudanca de Base

Se em (3.3 )comegarmos escrevendo os u; em fungdo dos wj, chegaremos a
relagao:



Um fato importante é que as matrizes [I ]g e[l ]g, sao inversiveis e

()" = s

Exemplo 155 No exemplo (153 ) anterior podemos obter [[]gl a partir de [I]g,

Note que [I]g, ¢ facil de ser calculada , pois ' é a base candnica

(2,—1) = 2(1,0) — 1(0, 1) 2 3
(3,4) = 3(1,0) +4(0,1) 15 = { -1 4]

FEntao

[~

-3
1

~
B
Il
7 N
| — |
| o

—
INGNJU
—_
~__
L

Il
- =
o =

=
=
=
[,
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3.11 Oitava lista de exercicios

1) Seja V =R? munido com as operagoes:
a) (z,y) + (s,t) = (x + s,y + t), onde u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a V'
a(z,y) = (azx,y), onde « e Reu = (z,y) € V.
b) (z,y) + (s,t) = (z +t,y + s), onde u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a V
a(z,y) = (az,ay), onde « € R e u= (x,y) e v= (s,t) pertencem a V.

Em cada item verifique se V' com as operagoes definidas é um espago vetorial.

2) Verifique se o conjunto W = {(1,2,3),(1,3,1),(0,3,1),(1,4,5)} C R3¢
L.I ou L.D.

3) Dado o conjunto W = {(1,1,3),(1,2,1),(0,1,3),(1,4,5)} C R3, extrair
um subconjunto de vetores L.I.

4) Dados os vetores u = (1,2,3), v=(3,2,1) e w = (=3,2,7), encontre a e
b tais que w = au + bv

5) Seja W = {(=,y, 2z) € R?| 22+3y—2 = 0}. Mostre que W é um subespago
vetorial e encontre uma base para W.

6) Responda se os subconjuntos abaixo s@o subespacos de M,. Em caso
afirmativo exiba geradores:

a)V—{{ Z Z} com a,b,c,d € R eb—cea—b}

a b

b) V:{{ c d ] com a,b,c,d € R eb—lzc—i—l}

7) Seja W o conjunto dos polinomios de grau < 3 cujos graficos “passam
por (0,0)”; com as operagoes usuais. Verifique se W ¢ uma subespago vetorial
de P3.

O conjunto C[A] = {X € M,, /AX + XA}} das matrizes que comutam
com A, é um subespaco de M,7.

O conjunto S = {X € My, det(X) = 0} das matrizes singulares, ¢ um
subespago de My

O conjunto Id = {X € My /X? = X} das matrizes idempotentes, é um
subespago de My

8) Sejam Wy = {(z,y,2,t) E}R*|z+y=0e2z—-t=0}e

Wy = {(:vaaz’t) 6}R4| r—y—z+t= O}

a) Determine Wy N W

b) Exiba uma base para Wi N Wa.

¢) Determine Wy + Wh.

d) Wi + Wy é soma direta? Justifique.

e) Wi+ Wy = R4?

9) Sejalez{[z Z]coma,bm,déRazbedzc}

c d
subespagos de M(2,2), onde M (2, 2) é espago vetorial das matrizes de ordem
dois por dois.

a) Determine W7 N W5 e exiba uma base.
b) Determine Wi + Ws. E soma direta? Wy + Wy = M(2,2)?

le{ a b com a,b,c,d €R taisquea=ceb=d
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10) a) Qual seria uma base "natural” para o espaco P,? Dé a dimenséo

deste espago vetorial.
b) Verifique se o conjunto W = {p € P,; p'(0) =0} é um subespaco de

P,

11) Considere o subespaco de R*gerado pelos vetores vi = (1,—1,0,0),
va=(0,0,1,1), v3 = (—=2,2,1,1) e v4 = (1,0,0,0).

a) O vetor (2,—3,2,2) € [v1,v2,vs,v4]? Justifique.

b) Exiba uma base para [vi, vy, vy, v,]. Qual é a dimenséo deste espago?

¢) [v1,Vq, Vs, v,] = R*? Por qué?

12) Sejam 3 = {(L 0), (0, 1)}3 By = {(_15 1), (1, 1)}7 By = {\/ga 1), (\/ga _1)}
e B3 = {(2,0),(0,2)} bases ordenadas de R?.

a) Encontre a matrizes mudanca de base:

g ) 5, ) 15, i) [105,

b) Quais sdo as coordenadas do vetor v = (3, —2) em relagdo & base

i) g i) B iii) B, iv) Bs.

¢) As coordenadas de um vetor u em relagéo a base 8, sdo dadas por

o[

Quais as coordenadas do vetor u em relagdo a base: i) 8 i) 8, iii)
By
13) Se
) 1 1 0
e =10 -1 1
1 0 -1
encontre
-1 -1
a) [v], onde [v]_, = 2 b) [v], onde [v],6 = 2 ]
3 3
14) Considere o seguinte subespago de My : W = {[ g Z }/d = 0}.

Sejam

1
1
=l
a) Detemine [I]

b) Se [v]5 =

(e
B
T
e |, determine [v], .
0
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