Questões de Transformações Lineares

Terceira Prova de ALG II – EPS – 13 de junho de 2003

1) Escolha um polinômio do segundo grau; derive-o e multiplique o resultado pelo polinômio escolhido.

A) Qual a transformação resultante, se aplicada a qualquer polinômio de grau ( 2 ?

B) Esta transformação é linear ?

C) Se a resposta B) for SIM, qual a matriz correspondente ?

D) Se a resposta B) for NÃO, qual a condição não satisfeita ?

2) Que matriz  representa (na base canônica) o  resultado das seguintes duas transformações em (3 ?

    ( primeira = reflexão no plano XOY;

    ( segunda = giro (do vetor refletido) em torno do eixo OZ, de 30º no sentido de OY(+)  para OX(+).

3) Quais os vetores [x , y] não nulos do (2, que cisalhados   por  T [x , y] = [x, x + y/3]  ficam ampliados ou reduzidos (na mesma direção) ?  em quantas vezes ? 

4) Encontre a transformação linear  S : M2 ( (3  tal que

	S
	1  0

0  0
	= [ 2 , 0 , 5 ];
	S
	1  1

0  0
	= [ 0 , -1 , 3 ];

	
	
	
	
	
	

	S
	1  1

1  0
	= [ 3 , 0 , 0 ] e
	S
	1  1

1  1
	= [ 1 , 0 , -2 ]


5) Responda as seguintes 3 perguntas:

a) o que é o núcleo de uma transformação linear ? e a imagem ?

b) o que é uma transformação linear injetora ? e sobrejetora ?

c) Se R é transformação linear com R(u) = x² – 2 e R(v) = 2 – 3x, então  R(2u+v) = ?

Gabarito:

1) p = 3x² + 2x – 1 ( p´ = 6x + 2 ( p.p´ = (3x² + 2x – 1)(6x + 2) = 18x³ + 18x² – 2x – 2 

A) p = ax² + bx + c ( p´ = 2ax + b ( p.p´ = (ax² + bx + c)(2ax + b) 
    ( D(p) = p.p´ = 2a²x³ + 3abx² + (b² + 2ac)x + bc
B) Esta transformação D  NÃO é linear.

D) Nem D(p+q) = D(p) + D(q), nem D(mp) = mD(p).
	2) v =
	x

y

z
	( Reflexão: E(v) =
	x

y

-z
	( Giro: G(E(v)) =
	 cos -30º    -sen -30º    0

 sen -30º     cos -30º    0

      0               0          1
	x
	x

y

-z


	v =
	x

y

z
	( GoE(v) =
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3) v = [x , y] (  T (v) = [x, x + y/3]  = mv = m [x , y] = [mx , my] ( x = mx
x + y/3 = my

	(1- m)x + 0 y = 0

1x +(1/3 - m)y = 0
	(
	1     (1/3 – m)      0

(1 – m)      0       0
	
	1             (1/3 – m)                0

0         m² -(4/3)m + 1/3         0


Para que tenhamos solução além de x = y = 0, devemos ter   m² -(4/3)m + 1/3 = 0, ou seja:

m = 1 ( x = x
 x + y/3 = y ( x = 2y/3 ( v = [x , y] = [2y/3  , y] = (y/3)[2  , 3]
m = 1/3 ( x = x/3
    x + y/3 = y/3 ( x = 0 ( v = [0 , y] = y[0  , 1]
4) Qualquer u em M2, podemos escrever como:

	u =  a
	1  0

0  0
	+ b
	1  1

0  0
	+ c
	1  1

1  0
	+ d
	1  1

1  1


	S(u) =  a.S
	1  0

0  0
	+ b.S
	1  1

0  0
	+ c.S
	1  1

1  0
	+ d.S
	1  1

1  1


S(u) =  a.[ 2 , 0 , 5 ] + b. [ 0 , -1 , 3 ] + c. [ 3 , 0 , 0 ] + d. [ 1 , 0 , -2 ]

	 S(u) =  S
	a+b+c+d   b+c+d

   c + d          d
	= [ 2a + 3c + d ,  – b  , 5a  + 3b – 2d ]


	Fazendo
	u =  d 

z =  c + d          temos que
y =  b+c+d       

x = a+b+c+d  
	d = u

c = z – d  (c = z – u

b = y – c – d  (b = y – z  

a = x – b – c – d (a = x – y 


	Então,   S
	x     y

z     u
	= [ 2(x-y) + 3(z-u) + u ,  z-y  , 5(x-y) + 3(y-z) – 2u ]


	Ou,   S
	x     y

z     u
	= [ 2x – 2y + 3z – 2u ,  z – y  , 5x – 2y – 3z – 2u ]


5a)  Núcleo de T : U ( V é o subespaço vetorial, de U formado pelos vetores v tais que T(v) é nulo. 

Imagem de T : U ( V é o subespaço vetorial, de V formado pelos vetores T(v) tais que v ( V.

5b)  Uma transformação linear é injetora, se seu núcleo é apenas o vetor nulo.
Uma transformação linear T : U ( V  é sobrejetora, se sua imagem é todo o espaço V.
5c)  R(2u+v) = R(2u) + R(v) = 2R(u) + ( 2 – 3x ) = 2(x² – 2) + ( 2 – 3x ) = 2x² – 3x – 2 
==========================================================

Outros Exercícios

6)  Escolha um polinômio impar do terceiro grau; multiplique-o por  x³  e por  x; some os 2 resultados anteriores; derive esta soma.

A) Qual a transformação resultante, se aplicada a qualquer polinômio impar de grau 3 ou menor  ?

B) Esta transformação é Linear ?

C) Se a resposta B) for SIM, qual a Matriz correspondente ?

D) Se a resposta B) for NÃO, qual a condição não satisfeita ?

7) Escolha um polinômio do terceiro grau; derive-o duas vezes; multiplique-o por  (2+x²).

a) Qual a transformação resultante, se aplicada a qualquer polinômio de grau 3 ou menor ?

b) Esta transformação é linear ?

c) Se a resposta b) for SIM, qual a matriz correspondente ?

d) Se a resposta b) for NÃO, qual a condição não satisfeita ?

8) Escolha um polinômio impar do terceiro grau; multiplique-o por (1+ x²); derive-o duas vezes.

a) Qual a transformação resultante, se aplicada a qualquer polinômio impar de grau 3 ou menor ?

b) Esta transformação é linear ?

c) Se a resposta b) for NÃO, qual a condição não satisfeita ? 

d) Se a resposta b) for SIM, qual a matriz correspondente ? 

9) Que matriz representa o resultado das seguintes duas transformações em R³ ?

    ( primeira = projetar no plano XoY;

    ( segunda = cisalhar a projeção por: manter a 1ª coordenada (x) e somar na  2ª coordenada (y), o dobro da 1ª.

10) Que vetores do plano, depois de rotacionados de 90º (no sentido horário) ficam com abscissa triplicada ?

11)  Que vetor do plano, cisalhado por C[x, y] = [x, x-2y] dá o mesmo que rotacionado de 90º (horário) ?

Desenhe dois deles (sem que tenham o mesmo sentido) com seus respectivos transformados.

12) Quais os vetores [x,y] do (2, que transformados   por  T [x , y] = [5y - 4x/3 , 2x/9 - y/3] 

       ficam ampliados / reduzidos (na mesma direção) ?  em quantas vezes ? 

13) Considere 
P4  = Conjunto de todos os polinômio pares de grau ( 4, com as bases:



C1 = {x4, x2, 1}   e   C2 = { x4 - 2x2, 2x2 - 3 ,  x4 - 1}

Quais as matrizes que representam  a operação x.p´ com p em P4 ? 

14) Considere 
V = Conjunto de todos os polinômio pares de grau ( 4.



W = Conjunto de todos os polinômio ímpares de grau ( 3.

Qual a matriz que representa a derivada de V para W ? 

Use-a para derivar os dois polinômios:  p = 2x2 +7 



                                    e   q = x4 + 6x2

	 15)  A transformação T: M2 ( P2 , dada por T 


	a     b

c     d
	= ax² + (b+2c)x + c –3d

 é linear ?


a) Se SIM, apresente a matriz correspondente, usando as bases B = {1 , x , x² } para P2

	e C = {
	1  0

0  0
	,
	0  0

1  0
	,
	0  0

0  1
	,
	0  1

0  0
	} para M2


b) Se NÃO, escreva qual a condição (para ser Transformação Linear) não foi verificada.


16) Que matriz  representa (na base canônica) o  resultado das seguintes duas transformações em (3 ?

    ( primeira = projeção no plano x = 0;

    ( segunda = giro (do vetor projetado, sem sair deste plano) de 45º no sentido de OY(+)  para OZ(+).

17) Se T [1 , 2] = x² +5 e T [0 , 1] = 2 - x², então T [a , b] = ? e qual a sua inversa ?

18)  Seja M3 , o conjunto das matrizes 3x3 e considere, nelas, a seguinte transformação:

Somar, na segunda linha, o triplo da primeira linha. 

Isto pode ser feito mediante o produto por uma matriz. Qual ?
19) Seja P2, o conjunto de todos os polinômios de grau ( 2, e sobre ele a transformação T(p) = p’’. p.

a) Esta transformação é linear?

b) Se SIM, apresente a matriz correspondente numa base adequada;

c) Se NÃO, justifique a resposta.

Resposta: NÃO, pois T(x²) = 2x² e T(5x²) = 50x² ( 5.T(x²)
	  20)  A transformação T: P2 ( M2 , dada por T(ax² + bx + c) = 


	 a + b    b – c 

    c          a
	é linear ?


a) Se SIM, apresente a matriz correspondente, usando as bases B = {1 , x , x² } para P2

	e C = {
	1  0

0  0
	,
	0  0

1  0
	,
	0  0

0  1
	,
	0  1

0  0
	} para M2


b) Se NÃO, escreva qual a condição (para ser Transformação Linear) não foi verificada.

	Resposta:  SIM, T: P2 ( M2 , dada por T(ax² + bx + c) = 


	 a + b    b – c 

    c          a
	é transformação linear


	p = ax² + bx + c = 
	c

b
	      ( T(p) =
	a + b     b – c

c           a
	=
	a +b

c
	
	=
	0   1    1

1   0    0
	x
	c

b
	

	
	a
	B
	
	
	a
	
	
	0   0    1
	
	a
	B

	
	
	
	
	
	b – c
	C
	
	-1   1    0
	
	
	


21)  Se T é linear, T
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= [ 1 , 1 ] , 

então T 
[image: image5.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

y

x

0

0

= ?  e qual a sua inversa ?

	 Resposta: T 
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= (1/7)[ 4x + y , x - 5y ]  e  T -1 [a , b] = (1/3)
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22)  Se T é linear, T [ 1 , 0 ] = x² + 5 e T [ 3 , 1 ] = 2 - x², então T [ a , b ] = ? e qual a sua inversa ?

Resposta: T [ a , b ] = (a - 4b)x² + (5a -13b)    e   T -1 [ ax² + c ] = (1/7)[ 4c -13a , c - 5a ] 
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