Capitulo 4

TRANSFORMACOES
LINEARES

Definigao 156 Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma Transformagdo Lin-
ear (aplicagao linear) é uma funcao de V.em W, T : V. — W, que satisfaz as
sequintes condigoes:

o Qualquer que sejam uw ev em V|

Tu+v)=T(u)+T(v)

e Qualquer que sejam k € R ev em V

T(kv) = kT (v)

Exemplo 157 : Um agricultor planta e comercializa trés tipos de verduras:
Tomate, Batata, Cenoura. Sejam x1,%2,x3 as quantidades em quilos de To-
mate, Batata, Cenoura respectivamente. Se o agricultor vende o quilo do to-
mate a R$ 2,00,da batata a R$ 1,50 e da cenoura a R$ 1,90 entdo o total de
vendas (Ty) é dado por 2x1 + 1,529 + 1,923. A aplicacdo que a cada tripla
(21,2, 23) € R3associa o total de vendas Ty (x1, 2, x3) é uma aplicagio linear.
Matematicamente temos uma transformacdo linear do E.VR3 no E.V R :

Ty : R*—>R
Tv(l'l,(L'Q,.’Eg) = 2(E1+1,5(E2+1,9(E3

Vamos agora mostrar que de fato esta aplicagao é uma transformagao linear
Chamando u = (71,22, 23) € R, v = (y1,92,¥3) € R® e k € R temos:
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Ty (u+v)

Ty (u)
Tv(v)
Ty (u) + Ty (v)

TV ((131,5132,503) + (y17y2ay3))
Tv (w1 4+ y1, 22 + Yo, T3 + ¥y3)

2(x1 +y1) + 1,5(x2 +y2) + 1,9(z3 + y3)
21’1 + 1, 51’2 + 1, 9£U3 + 2y1 =+ ]., 5y2 + 1, 9y3

(2561 + 1,5z + 1, 9503) + (2y1 +1,5y2 + 1,9y3)

T(x1,22,23) =221 + 1,529 + 1,923
T(y1,y2,y3) = 2y1 + 1,5y2 + 1,9y3

(2:1:1 + 17 5.’1}2 + 17 9:1:3) + (2y1 + 17 5y2 + 17 93/3)

Logo Ty (u+v) =Ty (u) + Ty (v).

ii)

Tv(ku) =

Ty (k(x1,z2,3))

Ty (kxy, kxa, kxs3)

2kxq + 1,5kxs + 1,9kx3
k(2x1 4+ 1,522 + 1,9x3)
kT (u)

Logo Ty (ku) = kTy (u). De i) e ii) vemos que Ty é uma transformagcao linear.

Exemplo 158 . Sejam V =R, W =R e F': R — R dado F(u)

aplicagio F' nao é uma transformacao linear pois:

F(u+v)
F(u) + F(v)
F(u+wv)

-

(u+v)? = u? + 2uv + v?
u? 4 v?
F(u) + F(v)

Exemplo 159 T :R? — R3 T(z,y) = (22,0,2 + y)

T é uma transformacao linear pois,

i)

T(u+v)

T ((z1,91) + (72,2))
T(z1 + x2,y1 + y2)

(2(z1 + 22),0, (x1 + 22) + (Y1 + ¥2))
(2371 + 222,04+ 0, (‘rl + yl) + ($2 + y2))
(

221,0,21 +y1), (222,0, 22 + y2)
T(u) +T(v)
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i)
T(ku) = T (k(z1,11))
= T (kx1,kyr)
= (2kz1,0,kx1 + ky1)
= k(2x1,0,x1 +y1)
ET (u)

Portanto T' é uma transformacao linear.
Exemplo 160 . V=W =P, ¢

D : P,—P,_1
D(f) = f
a aplicacdo derivada que a cada polindmio associa sua derivada, a qual também

é um polinéomio é uma aplicacao linear. De fato, para quaisquer f,g € P, e
keR,

i)
D(f+g) = (f+9)
f+9
= D(f)+ D(g)
ii)
D(kf) = (kf)
= kf/
= kD(f)
Exemplo 161 V = P,,W = P, .1, p(z) = ap + a12 + a2® + ... + a,z"
T . Py— Py
T(p(z)) = zp(z)=aoz+ ar2® + azx® + ... 4+ apz™!

A aplicacdo T é uma transformagao linear pois

T(kp) = a(kp)(z) = zkp(z) = kxp(x) = kT (p)
Tip+q) = zp+q(r)=ax(p(x)+q(r)) = zp(x) +zq(x) = T(p) + T(q)

Exemplo 162 V =W = P, p(x) = ap + a1z + asz? + ... + a,2", a,bER e

T . P,— P,
T(p(z)) = plaz+b) =ao+ a1 (az+b) + as (az +b)* + ... + ap (az + b)"
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Esta aplicagao também é linear pois,

T(kp) = (kp)(az +b) = kp(az +b) = kT(p)
T(p+q) = (p+qlazx+0b)=plax+b)+qlax+b)=T(p)+T(q)

2

Exemplo 163 Uma transformacao linear inportante é aquela que se obtém
usando-se o produto escalar. Seja R™ com o produto escalar usual {.,.) e vy €
R™ um vetor qualquer fixado. Seja,

T : R"—=R
T(v) = (v,v0)
T é uma aplicagdo linear (mostre isso, use as propriedades do produto escalar)
Exemplo 164 : Sejam C(R) ={f:R — R / [ é continua} . Considere
J : CR)—R

Por exemplo se f(t) =t entdo

J(f)=f0)=0"=0

J é uma aplicagao linear pois, se f,g € C(R) e k € R entao

J(f+g9) = (f+9)(0)=f(0)+g(0)=J(f)+ J(g)
J(kf) = (kf)(0)=Ekf(0)=FkJ(f)

Exemplo 165 : Seja,

T : M2 — M2
T a b _ a+b b+c
c d o c+d d+a
Esta aplicacao é uma transformagao linear, pois
ar b as by a1 +as by +bo
T =T
<|: C1 d1:|+|:62 d2 :|) (|: c1 +Co d1+d2

a1+a2+b1+b2 b1+b2+Cl+CQ
ci+catdy+dy di+dy+ar+a

a1+b1 b1 + 1 a2+b2 b2+CQ
Cl+d1 d1+a1 CQ+d2 d2+a1+a2

E(ERR(ER)
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ka kb
) = r(e[5 ))
_ ka+ kb kb+ ke
- kc+kd kd+ka

_ [a—|—b b—I—c}

L o

o[
a([2 )

T : M,—R
T(A) = det(A)

Exemplo 166 : Seja,

Esta aplica¢ao nao é uma transformacao linear, pois, em geral

det(A1 + AQ) 75 det(Al) + det(AQ)

4.1 Propriedades das Transformacoes Lineares

Teorema 167 Dados dois espagos vetoriais reais V e W e uma base de V, 3 =
{v1, -+ ,vn}, sejam wy, - -+ ,w, elementos arbitrdrios de W. Entdo existe uma
aplicagao linear T : V. — W tal que T(v1) = w1, -+ , T (v,) = wy. Esta aplicagdo
é dada por: Se v =ayvi + -+ + apvy,

T(w)=a1T(v1) + - a,T(v,) = arwy + - - apwy,

Exemplo 168 Qual a transformacdo linear T : R? — R3 tal que T(1,0)
(2,-1,0) e T(0,1) = (0,0,1)?

Solugao: Temos neste caso v; = (1,0) e vo = (0,1) base de R? e w; =
(2,-1,0) e ws = (0,0, 1).
Dado v = (z,y) arbitrério,

v = TV + Yvs
T(v) = T(xvr+ yva)
Tw) = aT(n)+yT(v2)
Tw) = x(2,-1,0)+y(0,0,1)
Tw) = (2z,—z,y)
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Exemplo 169 Qual a transformacao linear T : My — Py tal que

(1 0] o
T(_O O_) = "+
_0 1_ _ 3 2
T(_O O_) = z°+x
[0 0] 9 3
T(_l 0_) = z°+4+=x
[0 0] _ 4
T(_O 1_) = x4z
Solucéo
Uma matriz A € M, é da forma A = { i Z . Podemos escrever:
a b 10 0 1 0 0 0
[c d]—a{o 0}4—1)[0 0 —l—c[l O}—l—d[o 1],portanto

D = a(a"+2)+b(2®+27) +c(2®+2%) +d(z + 2"

b
d
T([Z Z]) = (a+d)z+ b+ + (b+ o)z + (a+ d)z*

Definicao 170 : Seja T : V. — W uma transformagdo linear. A imagem de
T ¢é o conjunto de vetores w € W tais que existe um vetor v € V, que satisfaz
T(v) = w. Ou seja

Im(T)={weW / T(v)=w para algum v € V'}

Observagao 171 Note que Im(T) é um subconjunto de W e, além disso, é um
subespaco vetorial de W.

Exemplo 172 Seja T : R? — R? a transformagdo linear dada por T(x,y) =
(2z —y,—10z + y). Qual dos vetores abaizo pertence a imagem de T

a) u=(1,2)
b) w = (-1,2)
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Solugéo: a) Para que u € Im(T) deve existir algum v = (z,y) tal que
T(v) = u, ou seja, T'(z,y) = (1,2); temos entao:

T(z,y) = (1,2)
(2"E7y5710m+y) = (1a2)
20 —y=1
10z +y=2
Resolvendo o sistema temos = = —% ey = —%, logo u pertence a imagem de T’
pois T(—2,-1) = u.

b) Analogamente deve existir algum v = (z,y) tal que T'(v) = w, ou seja

T(.’E,y) = <_1a2
2z —y,—10z+y) =

2 —y=-1

—10x4+y=2
Resolvendo o sistema temos x = —% ey = % logo w pertence a imagem de T’
pois T'(—3,-3) =w

—
I
o
= =

Exemplo 173 Determine a imagem da transformacdo linear T : R? — R3,
T(z,y,2)=Q2z—y—zz-—y—2zz+y—2).

Solugao: Se w € Im(T') entdao w = T'(x,y, z), ou seja,

w = e-—y—zx—y—z,x+y—2)
= 2(2,1,1) +y(—1,-1,1) + 2(~1, -1, 1)

Logo todo vetor que pertence a imagem de T é gerado pelos vetores v; =
(2,1,1),v9 = (-1,-1,1) e v3 = (—=1,—1,—1). Podemos entao escrever que
Im(T) =[(2,1,1), (-1,-1,1), (-1,-1,-1)].

Como o conjunto f = {(2,1,1),(-1,-1,1),(-1,-1,-1)} & LI ( verifique
isto) temos que 8 ¢ uma base para a Im(7T'), mas 3 é base para R3 | logo
concluimos que Im(7T") = R3.

Definigao 174 Seja T : V. — W, uma transformagdo linear. O conjunto de

todos os vetores v € V tais que T(v) = 0 ¢ chamado niicleo de T, sendo
denotado por Ker(T). Isto é,

Ker(T) = {v eV /T()= 6)}

Observagao 175 Observe que Ker(T) C V é um subconjunto de V e, ainda

mais, é um subespaco vetorial de V. Alguns autores denotam o nicleo de T por
N(T).
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Exemplo 176 Seja T :V — W, dada por T'(v) = 0. Neste caso todo vetor de
V' é levado no vetor nulo pela transformagao T, assim temos que Ker(T) =V

Exemplo 177 Seja T : R® — R3 a projecio ortogonal sobre o plano xy.
Neste caso temos T(z,y,z) = (z,9,0). Se T(x,y,2z) = (0,0,0) = (z,y,2) =
(0,0,0) = =0 ey =0. Como nada é dito sobre a varidvel z, temos que z é
qualquer, logo Ker(T) = {(0,0,z) eR® /z¢€ R}, ou seja o nicleo de T sdo
todos os vetores que estdo sobre o eixo z.

x / ¥

Tiv)

Exemplo 178 Encontre o nicleo da transformacao linear:

T : R'>R?
T(z,y,2,t) = (x4+y+z—1t2x+2z—1,2y—1)

Solugdo: Devemos encontrar os vetores v = (x,y, z,t) € R* tais que T'(v) =
T(z,y,z2,t) = (0,0,0,0). Neste caso temos que resolver o sistema homogéneo:

r+y+z—t=0

20 +2—1t=0
2y—t=0
A matriz ampliada do sistema é:
111 -1 :0 1 1 1 -1 :0

201 -1 :0|=]0 -2 -1 1 : 0

020 —1 : 0 0 0 -1 0 : 0
Pa =pe=3ep=3<n=41logo o sistema é compativel e indeterminado
com grau de liberdade 1.
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Logo,

r4+y+z—t=0

—2y—z+4+t=0
—2=0
0 que nos fornece,
r =y
= 0
2y

Portanto Ker(T) = {(y,y,0,2y) € R*/ ye R} =[(1,1,0,2)]

Exemplo 179 Seja T : R? — R3 a transformacdo linear que é a projecdo
ortogonal sobre a reta cujas equagdes paramétricas sao:

r=14+2t
y=2-2t
z=3+1t

Encontre o Ntcleo de 7.

Solugdo: Projetar um vetor sobre uma reta é o mesmo que encontrar a
projecao ortogonal sobre o vetor diretor dessa mesma reta. No nosso caso, o
vetor diretor é u = (2, -2, 1), logo

T(v) = projv= (ﬂ) u

u.u

_ (a:,y,z).(?,—2,1)
T(ZL’,y,Z) - ((2,_27 1).(27_2’ 1)) (27_2a1)

20 — 2
T = (EEE) ez

de —4dy+2z —doe+4y—2z 2z —-2y+ =z

T(ey.2) = ( 9 9 T 9 )

Para encontrar o nicleo devemos ter,

dor —4dy+2z —do+4y—2z 2 —2y+ 2
Tlops) = (g2, SR B 0,00

e — 4y + 2z =
—dx + 4y — 22
20 — 2y + 2 =
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4 -4 2 4 —4 2
—4 4 -2 |, fazendo o escalonamento temos | 0 0 0 |, assim
2 -2 1 0 0 0
e +4y+2z =
0 =
0
2z = —dx—4y
z = —2x-2

Portanto Ker(T) = {(z,y, -2z — 2y) e R®* / z € R} =[(1,0,-2), (0,1, -2)]

Defini¢ao 180 Dada uma aplicacao T : V. — W, diremos que T ¢é injetora
se dados u,v € V com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equivalentemente, T é
injetora se dados u,v € V com u # v, entdo T(u) # T(v).

Definicao 181 Uma aplicacio T : V — W serd sobrejetora se a imagem de
T coincidir com W, ou seja, T(V) = W.

Observagao 182 Da defini¢cdo acima vemos que uma funcdo serd sobrejetora
se dado w € W, ezistir v € V tal que T(v) = w.

—

Teorema 183 SejaT : V — W, uma aplicagdo linear. entio Ker(T) = { 0 } ,

se e somente se T é injetora.

Teorema 184 Seja T : V — W, uma aplicacio linear. Entdo

dim Ker(T) + dimIm(T) = dim V'

Coroldrio 185 Se dimV =dim W, entdo T linear é injetora se e somente se
T ¢é sobrejetora.

Coroldrio 186 Seja T : V. — W, uma aplicagdo linear injetora. Se dimV =
dim W, entao T leva base em base.

Exemplo 187 Seja T : P, — P,11, dada por T(p(x)) = xzp(x). Verifique se T
é bijetora.

Solugdo: Devemos verificar se T' € injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.
Usando o teorema (183) devemos apenas calcular o niicleo de T :

T(p(z) = ap(z)
T(ag+ar1z+...+anz™) = z(ag+az+...+ax™)
T(ag +arz+ ... +a,z™) = (aox+ a1z + ...+ apz™™)
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Se

T(p(z)) = 0
apx +arz? + ... apz™t = 0=0+4+0x+0z% +...+ 02" !
logoap =a1 =...=a, =0= p(x) =0 (p(z) é o polindémio nulo) = Ker(T) =

{ﬁ}(observe que neste caso o vetor nulo de P, é o polindmio nulo de grau n).

Portanto T' é injetora.
Como dim P, =n+ 1, dim P,y; =n+ 2 e dim Ker(T) = 0, temos que

dim Ker(T) + dimIm(T) = n+1
0+dimIm(T) = n+1
dimIm(T) = n+1

Note que dimIm(7T") = n+1 # n+2 = dim P11 = Im(T) # P,41. Portanto
T nao é sobrejetora.

4.2 Transformacoes Lineares e Matrizes

4.2.1 Transformacao linear associada a uma matriz

Seja A uma matriz m x n. Associada a matriz A definimos a transformagao
linear:

Ly: R*"—>R™
v— Awv

onde v é tomado como vetor coluna,

T
v =
Tn
La(v) = Aw
[ an Q1n T
La(v) = :
| Gm1 " Gmn Tn
Z1 [ anzi + -z,
La : = :
T L am1T1 + -+ + AmnTn

Das propriedades de operagoes de matrizes:
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La(u+v) = A(u+v)=Au+Av=La(u)+ La(v)
La(ku) = A.(ku)=kAu=kLs(u)

e portanto L 4 é uma transformacao linear.

Exemplo 188 Seja

1 1 1 -1
A=|12 0 1 -1
0 2 0 -1

Observe que a matriz A tem ordem 3 X 4 e portanto ela induzird uma transfor-
macao linear de R* para R? , definida por:

Ly : RYSR?

r 101 1 —1 r
Lall? - |20 1 -1 y
= 020 -1 =
t L t

T+y+z—t

= 20+ 2z —t

i 20—t

Note que a transformacao acima estd escrita em forma matricial, mas podemos
escreve-la também na forma vetorial que estamos acostumados:

LA(a?,y,z,t) = (m+y+z—t,2x+z—t,2y—t)
Surpresal!! Esta ¢ a mesma transformagio do exemplo (178)

Exemplo 189 Dada a transformacao linear:

T : R*>R?
T(z,y,2) = (102 —20y —30z,2 — 2y — 3z)
Encontre a matriz da transformacao T (Isto &, encontre a matriz A cuja trans-

formagéo associada a ela é exatamente a transformagao T)
Solugao: Passando da forma vetorial para a forma matricial temos:

T * [ 102 — 20y — 302
Z o x—2y—3z

10 —20 —30 v
1 -2 -3 Y
z
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Portanto a matriz de T, que denotaremos por [T] é

10 20 —30
=11 2 =3

Observagao 190 Ao obtermos a transformagdo associada a uma matriz A (ou,
caso contrdrio, a matriz de uma transformacao T), nao mencionamos as bases
dos espagos envolvidos. De fato, ao obtermos a matriz de uma transformagao
estamos levando em conta as bases associadas aos espagos R™ e R™ mas neste
caso em particular estamos considerando as bases candnicas. Isto ficard claro
na exrposicao a Sequir.

/
De um modo geral, fixadas as bases § = {v1,vs, -+ ,v,} e 8 = {wy,wa, -+ ,wn},
& matriz
aii QA1n
Amxn =
Gm1 - OGmn

podemos associar

T4y @ R*"—R™

v — Ty(v)
da seguinte maneira: Seja
z1
X = [’U]ﬁ =

Zn,

ail A1n z1 U

AX=| o =
Am1  **  Gmn Ln Ym

entao
Ta(v) =yrw1 + - + YmWm
onde y; = A;. X e A; é a i-ésima linha de A.
Em geral, dada uma matriz A,,«,, ela é encarada como uma aplicagao linear
Ts:R™ — R™ em relagao as bases canénica de R™ e R™.

4.2.2 Matriz de uma transformacao linear

Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformagdo linear. Seja
T :V — W linear, 8 = {vy, -+ ,v,} base de V e 8/ = {wy,- - ,w,,} base de W.
Entao T(v1),...,T(v,) sdo vetores de W e portanto

T(v) = anwr + - + apiwnm

T(vy) a1+ o G Wn
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A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, denotada por [T]g, é
chamada matriz de T em relacdo as bases B e 3 :

ail - Qln
B _
T)s, =
m1 " Amn
air - Gin
Observagao 191 Note que se A = [T]g, = a transfor-
Gm1 e Amn

macao linear T passa a ser a transformacdo linear associada o matriz A e
/ - 2
bases B e 3, iste é, T =Ty

Ezemplo 192 Seja T : R? — R? tal que T(z,y,2) = (22 +y — 2,3z — 2y + 42).
Sejam 8 = {(1,1,1,),(1,1,0),(1,0,0)} e 8" = {(1,3),(1,4)}.

Procuremos [T]g,
T(z,y,z) = (2x+y— 2,3z — 2y + 42)

T(1,1,1) = (2,5) =a(1,3)+b(1,4)
T(1,1,0) = (3,1) =¢(1,3)+d(1,
7(1,0,0) = (2,3)=¢e(1,3)+ f(1,

Portanto temos os sistemas:

a+b=2 c+d=3 e+ f=2
’ 3a+4b=5 3c+4d=1 "~ de+4f =3

Resolvendo os sistemas temos:

m-] 0

Teorema 193 : Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V', B base de W e
T:V — W uma aplicagao linear. Entao, para todo v € V' wvale:

Teorema 194

Definigcao 195 Dada uma base 8 e tranformacao linear T : V — V denotare-

mos a matriz [T]g apenas por [T 5 e ela serd chamada de matriz de T' em relagdo
a base .
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Definicao 196 Seja T : R™ — R™ wuma transformacdo linear e o a base
candnica de R™, entio a matriz de T em relacao a base canonica «, [T, serd
denotada simplesmente por [T].

Exemplo 197 Seja T : P» — Py definido por T(p(x)) = p(3z — 5). Determine
a matriz de T em relagdo a base B = {1, :z:,a:Q}

Devemos calcular [T, = [T]g

T(p
T(ao + a1z + asz?
T(ao+ a1z + asx?
T(ag + a1z + azz?

= p(3z—5)
= ap+a1(3z —5) +ax(3z —5)2
= ap+3a1x — 5a; + az(9z% — 30z + 25)

)
)
)
) = (ap —5ay + 25a3) + (3a; — 30az)x + Yasr?

T(z*) = T(04+ 0z + 12?) = 25 — 30z + 922
1 -5 2
T]z=10 3 -30
0 O 9

Exemplo 198 Seja T : R® — R3 dada por T(z,y,2) = (20 — 3y — 2z, —y —
2,20 —y+2)

a) Sejam as bases

a = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

B = {(-1,-1,0),(-1,0,-1),(0,-1,-1)}
determine [T [T]Z
1
1
1
c) Calcule a multiplicagio das matrizes: [T13. [T]g . Que concluséio voce pode

tirar em relagao as duas matrizes, ou que relacao hd entre as duas matrizes?
Solugdo: a) Cilculo de [T]5

b) Se [v],, =

(o4

determine [T'(v)] .

T(x,y,2) = (2r—3y—2z,x—y—22x—y+2)
7(1,0,0)

T(l,0,0) = ( 2) 17 2 ) :(1,1(*1,*1,0)+b1(*1,0,*1)+C1(0,*1,*1)
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T(1,1,0)=( =1, 0, 1) =as(—1,-1,0)+ba(—1,0,—1) 4 c2(0,—1,—1)
-1, 2 ) =a3z(—1,-1,0)+b3(—1,0,—1)+¢5(0,—1,—1)

Devemos resolver os tres sistemas resultantes: Denotando por A a matriz
dos coeficientes do sistema,temos:

T(1,1,1) = ( -3,

-1 -1 0 _% _% %
0 -1 -1 D R
Vamos resolver os sistemas por matriz inversa:
i ) [ 9 -1 _1 1 2 _1
" A R 3
b1 = A71 1 == —5 % —% 1 = —¥
L e | 2 3 "3 3 2 —3
[ ay [ —1 '—% —% % [ —1 (1]
b2 = A71 O — —? g —? 0 — 0
L ¢ |1 L 2 3 —z )L ! [ 1]
[ as ] [ -3 '—% —% % [ -3 [ 3 ]
b3 = A71 —1 = —? g _? _1 0
L¢3 ] | 2 L 3 3 3]l 2 [ =2
Logo
1
—= 1
T5=| -5 o
!
Agora voce ja estd em condigoes de calcular [T° ]g Faca esse cdlculo como
exercicio
b) Vamos usar a relagio [T'(v)]; = [T]7 . [v],
[T = [Tlg-[v],
[ —é 13 1
[T(v)ls = —3 0 O 1
| -3 —1 -2 1
r z
re), = | -4
L — 2

¢) Faga voce este item e tire suas conclusdes. Mais adiante voce podera
verificar se suas conclusdes estavam corretas.

Teorema 199 Seja T : V — W uma transformacao linear e o e B bases de V
e W respectivamente. Entao

dim Im(T)
dim Ker(T)

posto de [T

nulidade de [T)z = nimero de colunas de [Tz —

posto[T]y
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4.3 Composicao de transformacoes lineares

Definicao 200 Se Ty : V. —- W e Ty : W — U sao duas transformagoes
lineares a composta das duas transformacaoes lineares é definida do mesmo modo
que a composi¢ao de funcées ( lembre-se que um transformagao linear é uma
fungao com a propriedade adicional de ser linear) da seguinte forma

T2 o T1 : V ->U
(TzoTh)(v) = Ta(T1(v))

Exemplo 201 SeT; :R?2 = R3 Ty(z,y) = (z—y,y—x,y—x) e To : R = R,
T(z,y,z) =x—y—2 entdo TooTy : R - R e

(T oTh) (z,y) = To(Ti(w,y))
= Dz —-yy—z,y—2)
= (@-y)-Wy—-2)-(y—2)
= z-y-ytz-y+zw
= 3x—3y

Teorema 202 Sejam Ty :V — W e Ty : W — U transformagées lineares e «,
B, v bases de V., W, U respectivamente. Entdao a composta de Ty com Ty, T50T :
V — U ¢é linear e 5

[TQ o Tl],(;é = [TQ],Y . [Tﬂg

Proposigao 203 Seja T : V — W uma transformacgdo linear . Sejam o e o
bases de V e B e B’ bases de W. Entdo vale a relagdo:

715 = [Iw o To Iy]3 = [Iw]5 1115 [Iv]e

onde Iy e Iy sao as aplicagoes identidades de W e V respectivamente.

4.4 A Inversa de uma transformacao linear

Definigao 204 Dd-se o nome de isomorfismo a uma transformacgao linear
T :V — W que é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Quando hd um
1somorfismo entre dois espacos vetoriais dizemos que estes sao Isomorfos.

Definigcao 205 Seja T : V. — W wuma transformagao linear. Se existe uma
transformacao linear S : W — V tal que T o S = Iy, onde Iy : W — W é
a identidade em W, dizemos que S é a inversa a direita de T. Se existe uma
transformacao R: W — V| tal que RoT = Iy, onde Iy : V — V ¢ a identidade
em V', dizemos que R é a inversa a esquerda de T.
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Definig¢ao 206 Seja T : V. — W wma transformacao linear. Se existe uma
aplicacio T~ W — V, tal que ToT ' = Iy e T™' o T = Iy, entdo dizemos
que T ¢ inversivel e que T~ ¢é a inversa de T

Proposigao 207 Seja T : V. — W uma transformacao linear. Se existe a
inversa de T, T, entdo T~ é uma transformacdo linear

Proposigao 208 Se T : V — W é um isomomorfismo, entdo T ¢é inversivel e
além disso T~ também é um isomorfismo.

Proposic¢ao 209 Se T :V — W wma transformagao linear invertivel (T é um
isomorfismo) e a e B sio bases de V e W, entao:

Observagao: Quando estamos trabalhando com o espago R™ e a base canonica
de R™ por simplicidade omitimos as bases e a matriz de T' : R™ — R" em relagao
a base canonica, é denotada simplesmente por [T]. Neste caso a proposi¢ao

acima é escrita na forma mais conveniente: "Se T : R™ — R™ é inversivel entao
_ —1
[T 1] — [T] 9

Proposigao 210 Seja T : V. — W uma transformagao linear, com dimV =
dimW, e a e 0 bases de V e W respectivamente. Entao T é inversivel se, e
somente se det [T]5 # 0.

Observagao 211 Se na proposi¢cdo acima tivermos V.= W = R™ podemos
escrever: Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear, entao T ¢é invertivel se
det [T] #0

Exemplo 212 Seja T : R? — R3, dada por T(x,y,2) = (v +2y+2z,2 +y +
3z, + 2y + z), determine a transformagdo inversa T~*.

Solugao: Facilmente podemos ver que

[T] = = [T =1"=] 2 -1 -1

1 0 -1

—_ =
N — N
— W N

logo T (x,y,2) = (b + 2y + 42,22 — y — 2, — 2). Como exercicio verifique
que vale (T o T*I) (z,y,2) = (x,y, 2)

Podemos também neste caso calcular a inversa usando diretamente a difini¢cao
de transformagao inversa da seguinte forma

Sabemos que T~ ! : R3 — R? ¢ uma transformacao linear tal que 7~ 1oT = I
ouT oT~! = I. Suponhamos que T~(z,y,2) = (m,n,s), devemos encontrar
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m,n e s tais que T oT~! = I (devemos usar esta igualdade pois com a outra
nao funciona, tente e veja o que acontece). Portanto

(ToT ) (z,y,2) = I(x,9,2) = (2,9,2)
T(T ™ (z,y,2) = (2,9,2)
T(m,n,s) = (x,y,2)
(m+2n+2s,m+n+3s,m+2n+s) = (z,9,2)

m+2n+2s =
m+n+3s =
m+2n+s = z
1 2 2 =z ! d 1 2 2 T
113y {escai’:‘” 0} 01 -1 z—y
1 2 1 =z 00 1 =z-—=2
s = x—2
n = x—y+tr—z=2r—y—=z
= z-22x—y—2)—2(r—2) =—-br+2y+4z
Logo

TNz, y,2) = (=bx + 2y + 42,20 —y — z,x — 2)
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4.5 Nona lista de exercicios

1) Seja T : V — W uma fungdo. Mostre que
a) Se T' é uma transformagao linear, entdao 7'(0) = 0.
b) Se T'(0) # 0 entdo T' nédo é uma tranformagcao linear.
2) Determine quais das seguintes fungoes sao aplicagoes lineares:
a) [:R* = R?, f(z,y)=(z+yz—y)
9:R* =R, f(z,y) =zy
c)h:M(2,2) =R
Ccl Z — det Z Z ]
d)m:R—>R, m(z) =|z|.
3) Resolva os itens abaixo:
a) Encontre a transformagao linear 7T : R?* — R? tal que T'(1,0,0) = (2,0),
7(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0, —1).
b) Encontre v € R3 tal que T'(v) = (3,2).

4) Sejam R, S,T tres transformacoes lineares de R? em R?. Se

1 0 1 -2 1 -1
[Rl=|2 1 1]e [S]=] 3 1 2 |,encontre
0 -1 1 1 -2 0

T tal que R=S0oT.
5) Sejam « = {(1,-1),(0,2)} e 8 = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de
R2 e R3 respectivamente e

1 0
re=11 1
0 —1

a) Encontre T
b) Se S(z,y) = (2y,z — y,z), encontre [S]3

c) Encontre uma base v de R? tal que [T]7 =

S O =
o = O

6) Considere a transformagao linear 7' : R® — R? dada por T'(z,y,2) =
(z,2 —y,—2).

a) Determine uma base do nicleo de 7.

b) Dé a dimensao da imagem de T.

c¢) T é sobrejetora? Justifique.

d) Faca um desenho em R? do conjunto de vetores que pertencem ao ker(7)
e alm(T).

7) Seja 8 a base candnica de Ms. Se T': My — P53 é dada por

T({Z ZD =a+ (b+c)x+ (c— d)a?® + da?

a) Encontre [T]° onde a = {2,2+ 2,2+ 22,2+ 2%} ¢ base de Py

[0}

b) Faca o escalonamento da matriz [T]g
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¢) Detemine dim Ker(T)

d) Determine dim Im(7T).

8) Responda as seguintes questoes:

a) Se T : R® — R® ¢ uma transformacio linear, podemos ter dim Im(7") >
67. Justifique sua resposta

b) Existe alguma tranformacao linear T : R? — R? tal que T'(1,1) = (2,2) e
T(2,2) = (3,1)? Justifique sua resposta.

9) Seja T : R? — R? tal que [T] = [ 51 1_ } . Encontre os vetores u e v
tais que

a) T(u) =u

b) T(v) = —v

10) Sejam as transformagoes lineares S : P, — Py e T : P, — P; definidas
por

S(a+br) = a+ (a+b)z+ 2b2?
T(a+bx +cx?) = b+ 2cx

a) Determine (S oT)(3 + 2z — z?)
b) E possivel calcular (T'0.5)(a+bxz)? Em caso afirmativo calcule (T'0.S) (7 +
X).

ALGUMAS SUGESTOES

7) ¢) A dimensao de Ker(T) ¢ a nulidade de [T]g
7) d) A dimenséo de Im(T) é o posto de [T]i
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Capitulo 5

OPERADORES
LINEARES

Definigao 213 Uma transformagao linear T : V — V' é chamada de operador
linear.

Observagao 214 Todas as propriedades ja vistas para transformacées lineares
em geral vale para um operador linear

5.1 Transformacoes especiais no plano e no es-
paco

Os operadores lineares que veremos a seguir sao chamados de transformacoes

especiais do plano e do espago por serem bastantes usados em aplicagoes praticas

e também em aplicagdes numéricas.

Transformagoes no Plano

a) Reflexdo em torno do eixo dos x

T R? — R?
T(z,y) = (2,—y)
Matricialmente
L N 1 0 T
Yy 0 -1 (1
Geometricamente:
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¥ =)

i
Y * %,
b) Reflexdo em torno do eixo dosy
T R? — R?
T(SE, y) = (7337 y)
Matricialmente
L N -1 0 T
Yy 0 1 (0
Geometricamente:
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G ¥ o)
o w
c) Reflex@o na origem
T R? — R?
T(l’,y) = (—.'17, _y)
Matricialmente
N N -1 0 x
Yy 0 -1 Yy
Geometricamente:
':Il' Exll:lll:l
-
x
Ty -
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d) Reflexao em torno da reta y = x

T R? — R?
T(z,y) = (y:2)
Matricialmente
N N 0 1 T
(1 10 (0
Geometricamente:
Y=
T )
®
¥ [ERY]
i ®
e) Reflexdo em torno da reta y = —x
T : R2-R?
T(z,y) = (~y,—2)
Matricialmente
L N 0 -1 T
(0 -1 0 Yy
Geometricamente:
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Y [xy)

=X

(_l:llll_xj

f) Dilatacdo ou contracao

T : R?>?->R?
T(x,y) oz, y)

Se |a| < 1, T contrai o vetor

Se |a| > 1, T dilata o vetor

Se a =1, T é aidentidade

Se a < 0, T inverte o sentido do vetor

Se a > 0, T mantém o mesmo sentido do vetor

Matricialmente
T a 0 T
—
Mt

Geometricamente:
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y Tiv)
T}
=1
| | =1
N
Tiw)
m=l
g) Cisalhamento na dire¢ao do eixo dos x
T : R?-R?
T(z,y) = (z+ayy)
Matricialmente
N N 1 « T
Yy 0 1 Yy
Geometricamente:
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W Tiw)

xtoy

h) Cisalhamento na dire¢ao do eixo dos y

T : R?25R?
T(z,y) = (2,02 +y)

Matricialmente

Geometricamente:

0 +y TI:\.-':I

152



i) Rotagao de um angulo 6
Geometricamente

Ry : R*>—-R?
Rﬂ(xay) = (wlay/)
Vamos agora determinar a matriz da transformacao linear rotacao de um
angulo 0 e a expressao de Ry em fungao de x e y.

Quando rotacionamos um vetor, pela prépria definicdo de rotacao, o com-
primento (médulo) do vetor nao se altera. Seja r = |v|, onde v = (x,y).

. R (V)

r=| vl

Da figura acima e usando relagoes trigonométricas temos;

x' =rcos(a+0) =rcosacosd — rsinasinf

Mas
rcosa =
rsina =
entao
2’ = xcosf — ysinf
Analogamente
y = rsin(a+6)=rsinacosf + rcossin
Yy = ycosf+xsinh =xsinbh + ycosb
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Assim

Ro(z,y) = (xcosl — ysin, xsin 0 + y cos )

Matricialmente
T cosf —sinf x
— | ¥
Y sind cos6 Y
Podemos ver neste caso que matriz de uma rotacao é:
cosf —sinf
[Ro] = [ sinf  cosf }

Transformacoes no Espago

a) Reflexado em relagdo aos planos coordenados
a.1) Plano xy

T : R*=R3
T(xayaz) = ($,y,—2)
Matricialmente
T 1 0 O T
y| — |0 1 0 Y
z 0 0 -1 z
Geometricamente

a.2) Plano xz
T : R¥*—=R3
T(xayaz) = (SC, 7yvz)
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Matricialmente | y | — | 0 -1 0 Y
z 0O 0 1 z
a.3) Plano yz
T R?® — R3
T(ﬂc,y,z) = (—Z’,y,Z)
Matricialmente
T -1 0 0 T
y | — 0 1 0 Y
z 0O 0 1 z

b) Reflexao em relagao aos eixos coordenados
b.1) Em relagdo ao eixo x

T : R¥*—=R3
T(l’,y,Z) = ($, -Y, _Z)
Matricialmente
T 1 0 0 T
y | — 1|0 =1 0 Y
z 0O 0 -1 z
Geometricamente:
ra
W
W
X
Tiw)
b.2) Em relac@o ao eixo y
T R3 — R?
T(Ly,z) = (—.’E,y,—Z)
Matricialmente
T -1 0 O T
y | — 0O 1 0 Y
z 0O 0 -1 z



b.3) Em relacao ao eixo z

Matricialmente

c) Reflexdo no origem

Matricialmente

Geometricamente

T R® — R?
T(x,y,z) = (—Z‘,—y,Z)
T -1 0 O
y | — 0 -1 0
z 0 0 1
T R? — R?
T($7y72) = (—x,—y,—z)
T -1 0 0
y | — 0O -1 0
z 0 0 -1
10
-10
1
X ~-10

156




d) Rotacdo de um angulo 6
d.1) Rotagdo em torno do eixo z

T : R®—-R?
T(xz,y,z) = (xcosf—ysinf,xsinf+ ycosb,z)
Matricialmente
T cosf —sinf 0 T
y | — | sinf cosf O Y
z 0 0 1 z

Exemplo 215 Determinar o dngulo formado entre v e T(v) quando o vetor

v= (%, %, */75) gira em torno do eivo z de um dngulo % rad
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Solugao:

[ cosgy —sing 0 %
[T(v)] = sinZ  cosf 0 %
0 0 1 V2
- 2
!/
00 -1.0 007 [ 33
T@)] = |10 00 00 || 2
0.0 00 1.0 V2
2

Como desejamos o angulo entre v e T'(v),vamos usar aférmula do cosseno do
angulo entre dois vetores:

5.2 Propriedades dos operadores inversiveis

Definigao 216 Seja T : V. — V um operador linear. Se existir um operador
TV -V talque ToT =T 1oT =1 (neste caso I : V. — V ¢
a identidade em V') entio dizemos que o operador T é inversivel e T~1 ¢é o
operador inverso de T.

Observagao 217 Um operador é inversivel se, e somente se, ele é um isomor-
fismo

Seja T : V — V um operador linear:
I) Se T ¢ inversivel e T~! sua inversa, entdo ToT ! =T"1oT =1

II) O operador T' ¢é inversivel se, e somente se, Ker(T) = {6)} .

IIT) O operador T é inversivel se, e somente se, det [T'] # 0
IV) Se T é inversivel, T transforma base em base, isto é, se @ = {v1,...,0,}
¢ base de V entdo 5 = {T'(v1),...,T(v,)} € base de V.

Se T ¢ inversivel e 3 uma base de V entdo T-! : V — V & linear [T*1]§ =

~1
([T}g) . Quando 3 é a base canonica temos a forma mais simples [T71] =

[T]™" e portanto [T—'] - [T]™" =[T"'oT] = [I]. Com isso vemos que T é
inversivel se e somente se det [T'] # 0.
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Exemplo 218 Considere o operador Ry : R — R2, dado por
Ro(z,y) = (xcosf — ysiné, xsinf 4 y cos )
verifique se T é inversivel e em caso afirmativo encontre T—!

Solucdo: Como det [Ry] = cos? § +sin? @ = 1 # 0, temos que Ry ¢é inversivel.
Como [R,'] = [Rg] ™", basta calcular a inversa da matriz deRg

(Ry] = cosf —sinf
"= | sinf cosf
cos 0 sin 0
1 cos? f+sin? 6 cos? 0+sin? 6
[Ro] =
_ sin 0 cos @
cos? f+sin? 0 cos? O+sin? 0
[R9}71 _ cosf sinf
—sinf cosf
1 T . ) . _
Note que [Rg]™" = [Ry]" , ou seja, [Ry] ¢ uma matriz ortogonal, logo R, :

R? — R?

y —sinf cosf Y ycosf — xsinf

{x } . { cosf  sinf ] [ T ] _ { xcos@—i—ysin@}

Ry (z,y) = (vcos® + ysinb, ycosd — xsinb)

Exemplo 219 Seja T o operador T : R? — R? que é a projecio ortogonal do
vetor v = (x,y, z) na dire¢io da reta dada pela interse¢ao dos planosy = x+1
e z =y + 3. Verifique se T é inversivel e em caso afirmativo determine T'.

Solugdo:  Para determinar a projecao na dire¢do da reta basta determi-
nar a projecao ortogonal sobre o vetor diretor da reta. Devemos inicialmente
determinar o vetor diretor da reta:

y=x+1
z=y+3

Para obter a equagoes paramétricas fazemos x = ¢, logo

rx=1
y=t+1
z=t+4
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portando o vetor diretor da reta é v = (1,1, 1).
T(v) = projuv:( )u
‘u
(z,9,2)-(1,1,1)
T = —— = | (1, 1,1
@) = (FLEr) 0L
T(z,y,2) = (mﬂ’”) (1,1,1)
T(z,y,2) = r+yt+z x+y+z z+tyt+z
7y7 - 3 ) 3 Y 3
1 1 1
3 3 3
Tl=|35 3 3
1 1 1
3 3 3
det[T] =0

Como det [T] = 0 temos que T néo é inversivel.

Exemplo 220 Seja T : R? — R? q transformacdo que é uma rotacdo de qrad
e S :R? — R? q transformacdo que é uma reflexdo em torno da reta y = —2x.
Determine a transformagdo R = SoT.

Solugao

R = SoT

[R] = [S][T]
1 = |3
m o= |1 W

Sw) = 2p—w

swa) = 2 G ) 02 - @

(—3:5 — 4y —4x + Sy)

s
&
<
~—
I

X
Il
\
[S3] FESy] [V
\
(S8
—_

alw
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5.2.1 Matrizes Semelhantes

Seja T : V' — V um operador linear. Sejam « e 3 bases de V e [T]., [T]g
matrizes de T' em relacao as bases « e  respectivamente, entao:

-1
Lembrando que [I]7 = ([I ]Z‘) temos que

Chamando [I]5 = A :
[T]5 = A[T]; A™

Definicao 221 Dadas as matrizes A e B, se existe uma matriz P inversivel tal
que
A=PBP™!

entao dizemos que as matrizes A e B sao semelhantes.

Observagao 222 Se A e B sdo semelhantes entio detA = detB, mas ndao vale
a reciproca.

5.3 Operadores autoadjuntos e ortogonais

Definigao 223 Seja V' um espago vetorial com produto interno, a uma base
ortonormal e T : V. — V' um operador linear. Entao:

a) T ¢ chamado um operador auto-adjunto se [T']) ¢ uma matriz simétrica
b) T ¢ chamado um operador ortogonal se [T]. ¢ uma matriz ortogonal

Observagao 224 Consideraremos aqui apenas os operadores T : R™ — R"™,
com o produto escalar usual (que é um produto interno no espago R™).
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Observacao 225 Uma base = {vi,ve, -+ ,v,} € ortonormal se v; - v; =
1,i=j
0,i# 7

Portanto podemos dizer que um operador 7' : R™ — R™ é um operador

auto-adjunto se [T] (a matriz de T' em relagdo a base canodnica) é uma matriz

simétrica. T : R™ — R™ é um operador ortogonal se [T] (a matriz de T em
relacdo a base canonica) é uma matriz ortogonal.

Exemplo 226 Consideremos a transformacdo : R3 — R3, a rotacdo de um
dngulo 8 em torno do eizo z.

T(x,y,z) = (xcosf —ysinb, zsind + ycos b, z)

A matriz da transformacao T é

cosf —sinf 0
[T] = [sin@ cosf 0O
0 0 1

Como esta é uma matriz ortogonal, T' é um operador ortogonal

Exemplo 227 SejaT : R? — R? onde T'(z,.y) = (22 — 2y, —2z+5y). A matriz
deT ¢
2 =2
m=[5% 3

Como a matriz de T é simétrica, entao T é um operador simétrico.

Teorema 228 Seja T : R™ — R"™ linear. Se T é um operador auto-adjunto
entao
Tw) w=v-T(w), Yv,weR"

Teorema 229 Seja T : R™ — R” linear. Entdo sio equivalentes as sequintes
afirmagoes

a) T é ortogonal
b) T preserva o produto escalar, isto ¢, T'(v) - T(w) = v - w, Yo,w € R
c)

T preserva o médulo, isto é, |T'(v)| = |v]
d) T transforma bases ortonornais em bases ortonormais. Isto é, se
{v1,v2,...,v,} €& uma base ortonornal entdo {7(v1),T(v2),...,T(v,)} € uma

base ortonornal

5.4 Décima lista de exercicios
1) Seja T'(z,y,2) = 2z +y,x+y+ 2,y — 32)

a) Mostre que T' é um operador auto-adjunto mas nao ortogonal
b) Se v = (2,—1,5) e w = (3,0,1), verifique que T'(v) e w = v ® T'(w)
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2) Seja A é uma matriz de ordem n fixada. Seja T : M,, — M,, definida por
T(N)= AN — NA. Mostre que T' nao é inversivel.

3) Se T : V — V ¢ um operador linear e T? — T — I = 0 mostre que T' &
inversive

4) Sejam T : V — V & um operador linear e @ e § bases distintas de V.
Mostre que det [T, = det [T’ ]g

. 1 2|, . . 4 0

5) Mostre que a matriz A = { 3 9 ] é semelhante & matriz [ 0 —1 ] .

6) Se A e B sao semelhantes mostre que A — I e B — I sdo semelhantes.

7) a) Encontre a transformacdo T do plano no plano que é uma reflexao
em torno da reta y = 6.

b) Escreva-a em forma matricial.

8) No plano, uma rotagao anti-horéria de 45° é seguida por uma dilatacao
de /3. Ache a aplicacido A que representa esta transformacio do plano.

9) Seja T': R® — R3 ¢ a projegao de vetor v no plano = +y+z = 0. Encontre
T(x,y, z).

10) Seja L :R3 — R3 onde L ¢ a reflexdo através do plano z +y + z = 0.
Encontre L(z,y, z).

11) Seja A:R? — R? onde L é a rotacio de 5 em torno do eixo z seguida
de uma rotacao de % do em torno do eixo y. Encontre A(z,y, 2).

12) Encontre a transformacdo linear 7 : R* — R3  tal que Ker(T) =
{(z,y,2) e R} Sy =22 — 2}

13) Determine se a transformagao T'(x,y) = (@x -3y, 37+ @y) é uma
transformacao auto-adjunta ou ortogonal. Justifique sua resposta.

14) Sejam o = {(1,0),(0,—1)} e B = {(1,1),(—1,0)} bases de R?, [T]2 =
{11 _g} e [T]g = [_i _01] .Encontre a matriz P tal que

[T]5 = P[T]; P~

15) Encontre a transformacgdo linear 7T : R® — R3 tal que Im(T)
{(z,y,2) eR® /y=22—z}.

SUGESTOES

2) Sugestao: Mostre que T' nao é injetora.

7) Sugestdo: Use a projegdo do vetor genérico (z,y) sobre algum vetor que
estd sobre a reta y = 6z e a adicdo de veotres.(Lembre-se que a projecao de

um vetor @ na direcao de um vetor v é dada por projz U = (%—g) ).
8) Lembre-se que a composicao de transformagoes pode ser obtida pela mul-
tiplicagdo de suas matrizes (em relagio a base canonica)
9) Facga a projegdo do vetor (z,y,2z) na dire¢ao do vetor normal do plano.
Use a definicao de projecao e a adigao de vetores.
10) Sugestao: Cosidere a projegao do vetor genérico (z,y, z) na dire¢ao do
vetor normal do plano dado. Use a defini¢ao de reflexdo e adigdo de vetores.
14) Utilize as matrizes mudanga de base
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