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Seja um conjunto ¥, ndo vazio, sobre o qual estdo definidas as operagdes de adigcdo e
multiplicag¢do por escalar, isto é:

YuveV,utv eV

VaeR,VYueV,au e V
O conjunto V com estas duas operacdes ¢ chamado espaco vetorial real se forem
verificados os seguintes axiomas:

a) Em relagdo a adigao:
u+rvytw=u+(v+tw),VuvweV
ut+tv=v+u vVuveV
F0eV,VueV,talqueu+0=u
YVueV,3(—u)e V,u+(-u)=0

b) Em relacdo a multiplicacao:
(ab) v = a(bv)
(a+b)v=av+bv
a(u+v)=au+av
lu =u,
paraVu, veVeVabeR

e Os elementos u, v, w,..., de um espacgo vetorial V sdo denominados vetores.

e Se a defini¢do de espaco vetorial considerasse como escalares o conjunto C dos
numeros complexos, V seria um espa¢o vetorial complexo. Entretanto serdo
considerados somente espagos vetoriais reais.

e Por Ter sido dada a definicdo de forma genérica, para um espago vetorial V qualquer,
ela serve para conjuntos diversos, tais como, R’ ,» R”, 0 conjunto das matrizes Mm, n),
etc. Assim, conforme seja o espago vetorial considerado, os vetores terdo a natureza dos
elementos desse espaco e os conjuntos correspondentes terdo a mesma “estrutura” em
relagdo as operagdes de adigdo e multiplicagao por escalar.

EXEMPLOS

1) O conjunto V = R’ = {xX,y)/x,y € R} € um espago vetorial com as operagdes de
adicao e multiplicagdo por um niimero real assim definidas:
(x1, y1) + (X2, y2) = (X1 F X2, y1 T y2)
a.(x,y) = (ax, ay)



Essas operacdes sao denominadas operagoes usuais.
Para verificar os oito axiomas de espago vetorial, sejam u = (X1, yi1), v = (X2,

y2) € w= (X3, ¥3)-
A)u+v)tw=u+mw+w)
Au+v=v+u
A3)30=(0,0) eREVueR, u+0=u
AV u=(x1,x2) € RL I (=) =(x1,x2) e REu+ (-u)=0
Ms) (ab) v = a(bv)

Mp) (a + b) v =av + bv

M7)a(u+v)=au+av

Mg) lu=u

Para Vu,ve Ve Va,b € R.

Obs.: Os elementos do espago vetorial V serdo chamados vetores, independentemente da
sua natureza, polindmios, matrizes, nimeros. As operacdes de adicdo e multiplicacdo por

escalar realizadas com esses elementos se comportam de forma idéntica, como se
. - 2 3
estivéssemos trabalhando com os proprios vetores do R” ou do R”.

Propriedades:
I) Existe um unico vetor nulo em V (elemento neutro da adi¢ao).
1) Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u) € V.

Il)  Para quaisqueru, v, w € V,seu +w =v + w, entdo u = v.

IV)  Qualquer que seja v € V, tem-se —(-v) = v, isto €, o oposto de —v & v.

V) Quaisquer que sejam u, v € V, existe um e somente um x € V tal que: u + x = v;
esse vetor x serd representado porx = v — u.

VI)  Qualquer que seja v € V, tem-se: Ov = (. Naturalmente, o primeiro zero € o numero
real zero, € o segundo € o vetor 0 € V.

VII) Qualquer que seja A € R, tem-se: A0 = 0.

VIII) A0=0implicaA=0ouv=0.

IX)  Qualquer que sejav € V, tem-se: (-1)v="-v

X) Quaisquer que sejam v € Ve A € R, tem-se: (-A)v = A(-v) = -(Av)

EXERCICIO



Seja R’ = {(a, b)/ a, b € R}, verificar se R’ ¢ espaco vetorial em relagdo as operagdes assim
definidas:

1) (a,b)+(c,d)y=(a+c,b+d)ek(a, b)=(ka,b)
2) (a,b)+ (c,d)=(a, b) e k(a, b) = (ka, kb)

3) (a,b)+(c,d)=(a+c, b+d)ek(,b) = (k’a, k’b)

SUBESPACOS VETORIAIS

Sejam V um espaco vetorial ¢ S um subconjunto nao-vazio de V. O subconjunto S ¢ um
subespaco vetorial de V se S € um espaco vetorial em relacdo a adicdo e a multiplicagdao
por escalar definidas em V.

Teorema: Um subconjunto S, ndo vazio, de um espago vetorial V € um subespago vetorial
de V se estiverem satisfeitas as condigoes:

I) Para quaisquer u, v € S, tem-se:u+v € S.

IT) Para quaisquer o € R, u € S, tem-se: au € S.

Obs.: Todo espago vetorial V admite pelo menos dois subespacos: o conjunto {0}, chamado
subespago zero ou subespago nulo, € o proprio espago vetorial. Esses dois sdo os
subespacos triviais de V. Os demais subespacos sdao denominados subespacos proprios de
V.

Por exemplo, os subespagos triviais de V = R? sdo {(0, 0, 0)}e o proprio R’. Os subespagos
proéprios do R’ sd0 as retas ¢ os planos que passam pela origem.

Para V = R?, os subespagos triviais sao: {(0, 0)} e R’ enquanto os subespacos proprios sao
as retas que passam pela origem.

Exemplos:

1) V=R’>e W= {(0, xp, X3, X4, X5); X; € R}. Isto &, W é o conjunto dos vetores de R’, cuja
primeira coordenada ¢é nula. Verificar se W ¢ subespaco de R’.

1° condicao:
u=(0,x2, X3, X4, X5), V=10, y2, ¥3, Y1, ¥5) € W.

Entdo u + v = (0, x2 + y2, X3 + y3, X4 + y4, X5 + ys5) que ainda pertence a W, pois tem a
primeira coordenada nula.

2° condicéo:



ku = (0, kx,, kx3, kx4, kxs) € W, pois a primeira coordenada ¢ nula para todo k € R.
Assim, W ¢ um subespago de R’.

2) Sejam V = R? e S={(xy.2)<R*/y=2x-z} determine se S é subespaco vetorial. Aqui fica
dispensavel verificar que S ¢ conjunto ndo vazio e também apresenta o vetor nulo ( x =
0ez=0). Pela lei dada, o vetor de S tem a -caracteristica: (X,2Xx—2z,2).

1° condicdo:
X X,
Sejam u e v pertencente a S,onde u=|2x,-z,| e v=|2x,-2z,
Z Z;
X, +x,
Fazendo u + v teremos: 2x,+2x,—z,—z,
Z, + Z,
X, +x,
Portanto wu+v=|2(x,+x,)—(z,+z,)| temtodas as caracteristicas de S.

ZI+Z2

2° condicéo:

Sejam u pertencente 2 V e k um numero real, teremos:

w=ku
kx] kx]
w=|k(2x,-z,) ou w=|2kx,—kz,
kz, kz,

Vemos que, decididamente, nas duas operagdes w mantém as caracteristicas de S.

Dessa forma, S ¢ um subespago.

3) Sejam V = M(3, 1) e S o conjunto-solucdo de um sistema linear homogéneo a trés
variaveis. Verificar se o sistema é subespago vetorial de M( 3, 1):

3x+4y—-2z=0
2x+y—z=0
x—y+3z=0



3 4 =2 X 0

Fazendo: A= |2 I -1|, X=|y| e 0=|0], o sistema em notagdo matricial, sera
I -1 3 z 0
dado por AX =0, sendo X elemento do conjunto solugao S.
X X,

Se u=X,=|y,| e v=X,=|y, |, temos como solucdo:
Z Z;

AX;=0e AX;=0.

1° condigdo: Somando essas igualdades, vem:

AX;+AX,=0

AX; +X)=0=>X,+X, €S
Isto é, a soma de duas solu¢des é ainda uma solugdo do sistema.

2° condicéo:
o(AX))=al
A(aX))=0=oaX; €S

Isto € o produto de uma constante por uma solugao ¢ ainda uma solugao.

Logo, o conjunto-solucdo do sistema linear homogéneo ¢ um subespaco vetorial de
M@, 1)

4) Sejam V=R2 e S={(x,y)e R’/ y=3x—1}, determine se S é subespaco vetorial.

1° condigado:
: X, X,
Sejam u e v pertencentes a S onde:  u = e V=

3x,—1 3x,—1

- X, +X,

Entao u+v=
3(x,+x,)-2

Portanto a 1° condicao ja falha.
2° condigdo:
. ~ chl
Seja k e R ,entdo ku=
kx, —k
A 2° condigao também falha

Portanto podemos garantir que S ndo ¢ um subespago



EXERCICIO:
Verifique se € ou nao um subespago vetorial:

1) SejamVZRzeSZ{(x,y)eRz/y=2x} ou S = {(x, 2x); x € R}.
2) SejamV=R4eS={(a,b,0,O); a,b € R}.

3) Sejam U= {(x,V, z, t) eR4;2x+y—tZOez=O}.

b
4) W= {a } com a,b,c,d €R e b=c}
c d

b
5) w=ﬂa d} com a,b,c,de R ¢ b=c+1}
C

COMBINACAO LINEAR

O objetivo principal do uso de combinagdo linear € a obtengdo de novos vetores a partir da
combinag¢do das duas operacdes anteriores com vetores dados.

Definicao: Sejam V um espago vetorial real (ou complexo), Vi, va,...,va € V € ai,
a,..., a, escalares ( reais ou complexas) .
Qualquer vetor v € V da forma:

v=ay,+a,v,+..+ay,

¢ chamado de uma combinagao linear dos vetores vy, va,..., Vy.

Ex.: O vetor u=(—-4,-18, 7) do espaco R* ¢ uma combinacdo linear dos vetores
v,=(1,-3,2) e v,=(2, 4, =1) doR3, pois:

u=2y,-3v,

u=2.1-3, 2)-3(2.4,-1)
u=(2,-6, 4)+(-6,-12, 3)
u=(—4,-18, 7)

EXERCICIOS:



Verificar se é possivel escrever v como combinacio linear, justifique:

1) No espago vetorial P, dos polindmios de grau < 2, o polinomio v = 7x*+ 11x — 26,
pode ser escrito como combinagio linear de vi = 5x* - 3x + 2 e v, = -2x” + 5x — 8 ?

2) Sendo v=(4,3,-6) ¢ possivel escrever v como combinagao linear de vi = (1,-3,2) e
vo=(2,4,-1)?

3) Determinar k para que o vetor u = (-1, k, -7) seja combinacgao linear de v; = (1, -3, 2) e
V2= ( 2a 4a _1)

4) Escrevav =(1,-2,5) como combinagao linear dos vetorese; =( 1,1, 1),e2=(1,2,3) e
e3s=(2,-1,1).

1 1
Ij como combinagao linear das matrizes A = (1 OJ’

3
5) Escreva a matriz E = (I
0 0 0 2
B= e C= .
1 1 0 -1

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR (LI E LD)

Sabemos que podemos gerar um subespago vetorial através de combinacdo linear entre
vetores, nossa preocupacdo ¢ de saber se ndo existe nenhum vetor descartavel (supérfluo)
nesta combinagao.

Definicao: Sejam vy,va,...., vy, € V (espaco vetorial ). Dizemos que o conjunto { vi,va,...,
vn } € linearmente independente (LI), ou que os vetores vi,va,.....,v, sdo LI se a equacao:

ajvita vy +....+tavy, =0 implica que aa=ap=.....a,=0

Se existir algum a; # 0 que satisfaca a equacdo, dizemos que { vi,....., Vs } ¢ linearmente
dependente (LD).

Prova:

Seja a equacdo :

aivy + ...t agvg + ... + a,vy = 0 supondo algum coeficiente qualquer a; # 0, chamaremos
de ax entdo podemos reescrever a equagdo como :

AkVk = -a1V] - ooom k1 VK1 — Ak+1Vk+1 = ...m QnVn

vk =- lax (a1vy + ...+ a1 Vel + @ Vil + ...t apvi )



Assim vemos que o vetor v pode ser obtido da combinagao linear dos demais.
Portanto concluimos que {vi,....,Vk,...., Vs } € LD

Exemplificando de forma mais palpavel.

Podemos imaginar o espago R', vemos que qualquer conjunto de dois ou mais vetores nao
nulos, tornam-se LD, todos serdo colineares ou proporcionais.

O mesmo problema ocorre no R?, com trés ou mais vetores coplanares, pois bastariam dois
vetores ndo alinhados para formar todo o plano.

Exemplos:

1) No espago R?, verificar se os vetores u=(2, 0) e v=(1,-3 ) sdolLl

au+a,v=0

Lol )
o

Estamos diante de um sistema homogéneo com tnica solu¢do: a; =0 e a;=0
Portanto {u, v} sdo LI

Obs:

Como sempre a analise passa por um sistema homogéneo, e normalmente “quadrado” (
numero de vetores igual a dimensao do espaco ), podemos usar o conceito de Cramer para
a analise do sistema, isto ¢, usando o valor do determinante da matriz formada pelos vetores
dispostos em colunas :

e Se D=0 entdoosistemaé SPI portanto LD;
e Se D#0 entdoosistemaé SPD  portanto LI

Assim o exercicio anterior seria analisado :
‘2 1

0 3 =—6-0=—-6 queé¢ diferente de zero ,portanto sio LI

2) Verificarse ¢ LD: {/ + 2x—x’, 2 —x + 3x°, 3—4x + 7x’ }

EXERCICIOS:

1) Verifique se sao LD ou LI

a) u=(1,-1,-2),v=(2,1,D)ew=(-1,0,3) (L)

b) u=(0,1,0,-1),v=(1,1,1,1), w=(1,2,0,1),z=(1,2,1,0) (LD)
) 1+3x+x%2-x-x%1-2x-3x% -2+x+3x> (LD)

d) vi=(@2,-1,3),v,=(-1,0,-2)evs=(2,-3,1) (LD)

e) vi=(2,2,3,4),v:=(0,5,-3, ) ev3=(0,0,4,-2) (L]



S A A

-4 -3 -12 -9

g)A:[—] 2 1}3{0 ~1 2}6C:[—1 0 5} )
3 -2 4 -2 1 0 -1 0 3

2) Determine o valor de k para que seja LI o conjunto { (-1, 0, 2), (1, 1, 1), (k, -2, 0)}
(k =-3)

3) Determine k R R A R | G k=3)
ctermine ara c , , s€ja =
PREANE ol o ol |k o

BASE DE UM ESPACO VEORIAL

Definicao:
Um conjunto { vj, v2..., v, } serd uma base para o espago vetorial V se atender duas
condigdes:

1) {Vi,Va...,Vn} €LI
i1) [Vi,V2...,vn ] =V (geraoespago)

Em outras palavras, base ¢ o conjunto de vetores necessarios para gerar o espaco vetorial V.

Ex.:
1) O espago V = R? com os vetores e;=(1,0) e e; =(0,1)
{er,e} ébasede V, pois além de gerar qualquer vetor de V, é LI.
) aj.ejtay.ex=0
a;(1,0)+a,(0,1)=(0,0)
(a1, 0) + (0,22 = (0, 0)
(a1, 22) = (0, 0)
1) V gera R?, pois (x, y) = x (1, 0)+y (0, 1)

Esta base é chamada de base canonica.

2) Sejam os vetores vi = (1, 2, 3), vo=1(0, 1, 2) e vs= (0, 0, 1). Mostrar que o conjunto B =
{ V1, V2, v3} € uma base do R>.

1 0010 1|10 0|10 0
3) Mostrar que B = , , , ¢ base de M(2,2)
0 0|0 0|1 0|0 I



EXERCICIOS

1) Verificar quais dos vetores formam uma base:

a) {(17 2)5 ('15 3)}

b) {(0,0), (2, 3)}

C) {(37 '1)5 (25 3)} (aa C)

2) Para que valores de k o conjunto 3 = {(1, k), (k, 4)} ¢ base de R*? (k#=£2)

3) Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do R*:

a) (1,1,-1),(2,-1,0),(3,2,0)
b) ( )’ (09 _19 2)’ (_2’ 13 _4) (a)

4) Quais dos conjuntos de vetores formam uma base de P, ?

a) 28 +t—4, 8 —3t+1
b) 2,1-x, 1+x°
C) 1+x+x%x+x%4x° (b, c)

. 2 3|1 -1|1]3 -2 3 -7
5) Mostrar que o conjunto , , , ¢ uma base de
-1 0|0 =2\ |1 —-1||-2 5

M(2, 2).

6) Mostrar que o conjunto {(1, 1, 0, 0), (0,0, 1, 1), (1, 0, 0, 3), (0, 0, 0, 5)} € base de R,

COMPONENTES DE UM VETOR

Sejam B = { vl, v2, ..., vn} base de V, entdo qualquer vetor de V pode ser escrito como
v=ay,+a,v,+..+ayv,.

Os coeficientes al, a2,..., an , representardo as coordenadas de v em relagdo a base P e
denotado por:



Ex.: 1) Considerando o vetor v.

Na base canonica = { ey, e, }, ficaria graficamente representado:

v=_2e, +3e,

2 N 1 0
V= na base candnica onde e, = e e, =
3 0 1

5 -2
O mesmo vetor representado numa base S ={v,,v,! onde v, = [J e v, z{ }

2
ficaria assim v = i"z +£v2
6 12
s
6
Podendo ser representado por [V]ﬁ =
13
[ 12]

Estas coordenadas poderiam ser calculada a partir da combinacao linear :

av,+bv,=v

LeLH -
P

EXERCICIOS

5
a=—
6

1) Encontre o vetor coordenada de v = (4, -3, 2) em relagdo a base: {(1, 1, 1),
(1,1,0),(1,0,0)} doR’.

2) Seja o espago vetorial das matrizes 2 x 2 sobre R. Encontre o vetor coordenada da matriz
A € V em relacdo a base 3, nos casos:

a>3={(j ﬂ (i _olj’ u _0]]’ (é 3]} onde A:Cf —37]



1 -2) (2 1 4 -1 4 -11
b)p= : , , onde A=

-2 1 1 3) (-1 =5 -11 -7
3) Calcular o vetor coordenada de p = -2 - 9x — 13x” na base B ={ps p2 p3} , sendo
pr =1+ 2x—3x2,p2 =]- 3x+2xzep3 =2-x+5x

4) Determine o vetor coordenada de v = (6, 2) em relagdo as bases:
a) o=1{(3,0),(0,2)}

b) B={(1,2),2, D}

¢) vy=1{(1,0), (0, 1)}

5) No espaco vetorial R®, consideremos a base B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, -1, 1)}.
Determine o vetor coordenada de v € R® em relacdo a base B se:

a) V= (2', _33 4)
b) v=(1,-1,1)
MUDANCA DE BASE

Muitas vezes, problemas de engenharia tornam-se mais simples quando fazemos uma
mudanga conveniente de referencial.

Uma vez escolhido o novo referencial, temos que desenvolver um mecanismo que relacione
os dois referenciais, podendo dessa forma mudar de referencial no instante desejado.

O desenvolvimento a seguir tem tal objetivo.

Sejam By ={uj, uy, ..., us} € Bo={ vy, vo, ..., vy } duas bases de um espaco vetorial V.
Entdo um vetor w € V pode ser escrito das seguintes formas:

W=X,U, +X, U, +...+X, U, ou [W]s =

W=y, + 1,V oty ou [W]g, =

Assim podemos escrever a relagdo:



y
[”1 u, - un]. = [V1 v, o vn]. 2

Obs: Tanto B; como B,, geram qualquer vetor de V, pelo fato de serem bases, sdo
constituidas de vetores num numero igual a dimensao do espago V, portanto as matrizes
dos vetores das bases sao quadradas e admitem inversa ( det. = 0 ).

Sem perda de generalidade, podemos escrever a relagdo acima usando o espago R2.

Sejam B; = {u;,u,} e By={vi, vy} basesdo espaco R? onde:

Qualquer vetor w de R? pode ser escrito como:

x

_ _ 1
W=X,U, +X,U, ou [w]BI—L }
2

y
W=y, +,., ou [W]BZ=|: 1}

2

Dai tiramos que:

Y MR
b, b,||x, d, d,||y,

E ainda:
-1
MERIR
X, b, b, d, d,||y
Portanto:

-1
2 2 a a C C
C R R FA U R PR R R



Onde [ / ]Z ¢ a matriz mudanca de base B, para B

Dessa forma podemos escrever qualquer vetor ,do espaco R? que tenham coordenadas na
base B, para coordenadas referente a base B.

Obs.: A transformagao inversa , isto ¢, passar da base B, para a base B,, sera feita pela

. ~ . BI
inversdao da matriz mudanca de base , nesse caso , representada por [ / ]B S

A matriz mudanca de base B, para a base B, ¢ constituida , na realidade, pelas
coordenadas dos vetores da base B, em relagdo a base B, dispostas em colunas.

a a a a
[ 112 { " ”} onde  [v,],, =[ ”} e [v]y =[ ”}
a; dy a ay

Ex.: Sejam B; = {(1,1),(0,2)} e B, = {(-1,0),(1,2)} bases do R?. Determine a matriz
mudanca de base B; para base B, e defina as coordenadas do vetor [w]g;=(-3,4) na base
B,.

EXERCICIOS:

1. Sejam B= {(1a O)a ( Oa 1)}a Bl = {( 13 l)a ( - 1a O)}a B2= {(_13 l)a ( 2a _3)}’ bases dO R2'
Determine as matrizes mudanga de base:

B B re o
a) (11, b) LT, 2 L o}’ b{—l —1}

2. Considerando as seguintes bases do R’
A={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} eB={(1,0,-1),(0,1,-1),(-1, 1, 1)}, determine:
a) A matriz mudanca de base de A para B;

b) o vetor v, sendo va = (1, 2, 3). vg=(7,-4,6)
1 1 0
3.8e[1])=|0 -1 I |, ache
1 0 -1
.y 1
a) bl onde [v] =| 2 .= 1



b) b onde [V]a: 2 [v]ﬁz -3
3 -1

-1

4. Sabendo que: [[]j;1 ={ J

4
]J eB=1{(3,5),(1,2)}, determine a base A.

A= {(1’ 3)’ ( 13 _2)}

B

5. Sabendo que: [1]A={ s

-7 6
} e A=1{(1,3),(2,-4)}, determine a base B.

B=1{(3,-2),(-2, D}

6. Mostrar que para qualquer base A de um espago vetorial, a matriz mudanga de base [l é
a matriz identidade.



