Interpolacao
por
Milton Procépio de Borba

Interpolagao Polinomial

Trataremos neste capitulo, de conseguir urna maneira de interpolar pontos numa tabela dada.

X y

Xo | Yo Para isto, suporemos que y dependa suavemente de x. Assim, vamos encontrar um
X1 | Yy polindbmio P(x) tal que P(Xy) = Y, para todo k.

X | Yo Dado um novo valor de x, ndo tabelado, o seu correspondente valor para, y sera,

X3 | Y; entao y = P(x).
Vamos ver que. "Por n + 1 pontos (Xi , Yx) de abscissas (Xy) diferentes podemos
Xo | Ya determinar exatamente um polindbmio de grau n".

Realmente, seja P(x) = apx"+ ax" " + a,x" 2+ ...+ a, 4x + a,. Entdo temos que

P(Xo) = YO a()XOn + a1Xon T az)(on_z +...+a, _1X0 +a, = YO

P(X1) =Y1 80X1n+ a1X1n_1+82X1n_2+ ...+an_1X1+an=Y1

P(Xz) = Y2 = a()in + a1X2n T 82X2n_2 +...+a, _1X2 +a, = Y2
P(Xn1) = Yna aoXn1" + '<'J\1Xn-1n-1 + a2Xn_1n-2 +..tapaXpta, =Yg
P(Xa) =Ya apXn"+a; X, A X" 2+ +an . Xy +an =Y,

Este sistema de n + 71 equagdes com n + 1 incognitas € unicamente determinado, pois a matriz
principal ( det(M) = (Xo - X1)(Xo - X2)(X0 - Xn)(X1 - X2)(X1 - X3)(X1 - Xn)...(Xn_1 - Xn), por
Wandermond ) tem determinante ndo nulo, se X;# Xy para j # k.

1. Lagrange

Seja Li(x) = [1 (x—X;). Entdo L, é polindmio de grau n e Ly(Xi) = 1 e Li(X) = 0, se i=k.
k

#i=1

Assim, o polindmio dado por P(x) = 2. Yi.L«(x) & de grau n e P(X,) = Y,, para todo k.
k=1

2. Newton - recursivo
Dada a tabela, considere as seguintes diferencgas divididas:

X y mij=_ Migjeg = Miy,
Xo Yo =Mgo Xisj = X;
Xi Yi =Mmg;4 Mo
Xz Y, =mg» myq Mao
Xn-1 Yn-1 = Mon.1 My.n-2 Man-3 Mhn-1,0
Xn Yo =Mon My.n-1 Man-2 Mp-1,1 Mn.o |

my € o coeficiente angular da reta que une os pontos (Xi.1, Yk.1) € (Xk , Yi)-

my  é o coeficiente do segundo grau da parabola que une os pontos (Xi.1, Yk.1) @ (Xks1, Yie1)-
n i—1

0 polinémio interpolador P(x) = Yo + 2 mio. [ (x - X;) € de grau n e P(Xy) =Y, para todo k.
i=1 j=0

3. Exemplo

Podemos calcular o valor aproximado do seno de qualquer angulo perto do intervalo [30° e 90°],

por interpolacéo dos valores basicos tabelados:



Por Lagrange:

30 (0,500 P(x)=0,500 . (x -45) . (x-60) . (x-90) +0,707. (x-30).(x-60).(x-90)+

45 10,707 (30 - 45).(30 - 60).(30 - 90) (45 - 30).(45 - 60).(45 - 90)
60 (0,866 +0,866. (x -30) . (x-45).(x-90) +1,000.(x-30).(x-45).(x-60)
90 (1,000 (60 - 30).(60 - 45).(60 - 90) (90 - 30).(90 - 45).(90 - 60)
Por Newton:

X |sen(x)

30 | 0,500

45 | 0,707 |0,0138
60 | 0,866 |0,0106 - 0,000106667
90 [ 1,000 |0,00447 [-0,000136296 |-4,93827.10" |

P(x) = 0,500 + 0,0138.(x - 30) - 0,000106667.(x - 30).(x - 45) - 4,93827.107 (x - 30).(x - 45).(x - 60) =
= 0,500 + (x - 30).{0,0138 + (x - 45).[- 0,000106667 + (x - 60).(- 4,93827.107)]}.

Esta ultima expressao pode ser calculada segundo o diagrama:

ms = - 4,93827.10" [ m, = - 0,000106667 m, = 0,0138 my = 0,500
S3 =Mmj Sz = d3.S3+ my S1 = d2.82+ mi P(X) = d1.S1+ Mo
d; =x-60 dy=x- 45 dy=x-30

4. Erro de Interpolacao

No processo de Newton, nota-se que, independentemente dos coeficientes my serem corretamente
calculados ou nao, P(30°) dara exatamente 0.500. J& o valor de P(45°) é afetado somente pelo
coeficiente my = 0,0138. Neste sentido, teremos menores erros quando usamos esta expressao
para calcular P(x) com valores de x proximos do inicio da tabela. Para valores perto do fim da
tabela, deveriamos usar os coeficientes inferiores da tabela das diferengas divididas: 1,000,
0,004467, - 0,000136296 e - 4,93827.10”, como se virassemos a tabela dada.

Se a tabela dada tiver espacamentos iguais na variavel X, podemos fazer a tabela das diferengas
(sem dividir). S6 dividiremos na hora de usar os coeficientes. Isto gerara menos erros acumulados.

No caso do nosso exemplo dos senos, mesmo considerando os coeficientes corretamente
calculados, s6 teremos senos corretos para os valores de 30°, 45°, 60° e 90°.

Para os demais valores de x, o erro E(x) de interpolagao dependera da distancia de x ao valores
tabelados, do numero (n+1) de pontos dados e da oscilagdo da fungéo f(x) que se deseja interpolar
por polindmios. Mais precisamente, E(x) < Mp.1.(X - Xo).(X -X1) ... (x - Xp)/(n + 1)},

onde M. significa o0 maximo que a derivada de ordem (n + 1) da fungao f(x) pode assumir.



