1
12

VESTÍGIOS DE HEURÍSTICA NO LIVRO VII DE A COLEÇÃO MATEMÁTICA DE PAPPUS

Prof. Dr. Inocêncio Fernandes Balieiro Filho

UNESP – Universidade Estadual Paulista

Resumo

O presente trabalho apresenta uma análise e discussão de indícios heurísticos presentes na obra A Coleção Matemática de Pappus buscando estabelecer relações com a sistematização da atividade heurística apresentada na obra de George Polya. Através de uma metodologia de pesquisa em História da Matemática, foi consultada tradução do original grego da obra citada. A atividade heurística, definida como um esquema psíquico através do qual o homem cria, elabora e descobre a resolução de um problema, é o eixo central dos estudos sobre “como pensamos”, estabelecidos por Polya, e que fundamentam a Resolução de Problemas, linha de pesquisa em Educação Matemática. 

Introdução


Desde tempos remotos, o conhecimento matemático vem sendo desenvolvido por diferentes povos, ainda que através de formas diversas e tomando rumos distintos. No entanto, a Educação Matemática, enquanto área do conhecimento, surge somente no final do século XIX, a partir das discussões de matemáticos preocupados em tornar acessível o conhecimento dessa ciência. 

Ainda que a Educação Matemática possa ser considerada recente, questões e preocupações sobre “como aprendemos matemática” são antigas e parecem surgir ligadas ao desenvolvimento dessa ciência. 

Com o desenvolvimento da Educação Matemática foram sendo delineadas linhas de pesquisa, dentre elas a Resolução de Problemas, que passou a ser investigada como campo de pesquisa em Educação Matemática sob a influência de George Polya, nos Estados Unidos, nos anos 60 e, mundialmente, na década de 70. (Onuchic, 1999) 

Em 1980, foi editado nos Estados Unidos, o documento An Agenda for Action, pelo NCTM – National Council of Teachers of Mathematics – que enfatizava o uso da Resolução de Problemas, como metodologia para o Ensino da Matemática. As idéias veiculadas nesse documento influenciaram reformas mundiais e algumas propostas elaboradas no Brasil, como a Proposta Curricular para o Ensino de Matemática do Estado de São Paulo (1986) e os Parâmetros Curriculares Nacionais – Matemática para o Ensino Fundamental (1998) e Ensino Médio (2002). 

As políticas públicas educacionais e as pesquisas publicadas, em nível nacional, a partir dos anos 90 têm enfatizado uma aprendizagem de Matemática de forma contextualizada, através de um trabalho com atividades que possibilitem ao aluno o desenvolvimento da capacidade de interpretar e compreender situações, para se apropriar de linguagens específicas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusões próprias, tomar decisões, generalizar e para muitas outras ações necessárias à sua formação. (Brasil, 2002)

Nessa perspectiva, a Resolução de Problemas é indicada como metodologia de ensino adequada para proporcionar ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, construir estratégias de resolução e argumentações, relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar na busca da solução. (Brasil, 2002)

No entanto, em Polya, uma das questões fundamentais é “como pensamos”, ou seja, quais processos cognitivos estão envolvidos no raciocínio que é utilizado na Resolução de Problemas : “resolver problemas” era o tema mais importante para se fazer matemática, e “ensinar o aluno a pensar” era sua importância primeira. Um tema que fundamenta a investigação e a resolução de problemas em matemática é “como pensar”. (Onuchic, 1999, p.210)

Os estudos estabelecidos por Polya, relacionados ao “como pensar” para resolver um problema, têm como eixo central a discussão de processos mentais envolvidos no raciocínio heurístico, isto é, num processo psíquico através do qual o homem cria, elabora e descobre um método que até então era desconhecido, útil à resolução do problema.

Por consequência, considerando as questões que fundamentam a linha de pesquisa Resolução de Problemas, é possível afirmar que tais indagações aparecem em obras, das que se tem registros históricos, de autores muito mais antigos. Vestígios de heurística são encontrados em obras de Arquimedes, Pappus, Descartes, Arnauld, Leibniz, Bolzano e Loria.

Assim, neste trabalho é feita uma análise e discussão de indícios heurísticos presentes no livro VII da obra A Coleção Matemática de Pappus. Dentro de uma metodologia de pesquisa em História da Matemática, foi utilizada a tradução
 de um trecho do Livro VII do texto original em Grego Clássico para o Português, em que Pappus aborda e conceitua os aspectos referentes à análise e síntese, que fornecem subsídios à heurística.

O Livro VII de A Coleção Matemática
Dentre os sucessores imediatos de Euclides de Alexandria (330-275 a.C.) estão Arquimedes (287-212 a.C.), Apolônio de Perga (250-170 a.C.), Hiparco (aprox. 160 a.C.), Gémino de Rodes (cerca de 70 a.C.), Herão de Alexandria (aprox. 100), Nicômaco de Gerasa (50-110 d.C.), Menelau (100 d.C.), Cláudio Ptolomeu (100-168 d.C.), que tentaram dar continuidade às tradições geométricas gregas estabelecidas pelos matemáticos da primeira fase da Escola de Alexandria (300 a 30 a.C.). Mesmo com o desenvolvimento de novos ramos da Matemática, tais como trigonometria, astronomia e álgebra, os matemáticos da segunda fase da Escola de Alexandria (30 a.C. a 641 d.C.) não conseguiram excluir a Matemática do declínio da cultura grega. No entanto, destaca-se um último matemático importante vinculado à Escola de Alexandria por volta do século III d.C.: Pappus de Alexandria. 

Ainda que não se tenha conhecimento de muitas de suas obras e um comentário feito sobre o livro X dos Elementos só se conheça através de uma tradução árabe, deve-se a Pappus a organização de uma obra importante composta por oito livros, chamada A Coleção Matemática
, que é um resumo de alguns dos conhecimentos anteriores, acrescido de interessantes comentários e novas proposições, com indicações e numerosos esclarecimentos significativos, correções e críticas. Provavelmente, esse trabalho fora um espécie de resumo com o intuito de facilitar o estudo dos tratados dos matemáticos anteriores. Ainda assim, A Coleção Matemática de Pappus tem um valor inestimável pelas informações históricas e bibliográficas que contém com relação à matemática grega.

Dentre os oito livros de A Coleção Matemática, neste trabalho, será focado o livro VII, por abordar e conceituar os aspectos referentes à análise e síntese, que fornecem subsídios à heurística. O livro, que foi dedicado ao seu filho Hermodoro, é composto por uma série de obras de autores gregos anteriores, com o objetivo de disponibilizar procedimentos que pudessem ser úteis na resolução dos problemas geométricos, àqueles alunos que já haviam adquirido o domínio da geometria, através do estudo de seus elementos. 

Análise e Síntese

No prefácio do livro VII de A Coleção Matemática de Pappus, pode-se ler o seguinte:

Contendo os lemas do lugar resolvido

O chamado "Tesouro da Análise", meu filho Hermodoro, em resumo, é uma matéria particular para os que querem, depois da produção dos elementos comuns, tomar a si a faculdade inventiva, (de resolver) nas linhas, os problemas apresentados a eles, e sendo estabelecida útil para isso apenas. E foi escrita por três homens, Euclides, o autor dos Elementos, e Apolônio de Perga, e Aristeu, o mais velho, a abordagem sendo segundo a análise e a síntese. 

A análise, com efeito, é o caminho a partir do que é procurado, como aceito, através das sucessivas conseqüências, até algo aceito pela síntese. Pois na análise, tendo (nós) estabelecido a coisa procurada como acontecida, consideramos isso que dela resulta, e, de novo, o precedente daquela, até que, assim voltando sobre nossos passos, cheguemos a alguma das coisas já conhecidas ou que tem a ordem de princípios; e essa abordagem chamamos análise, como solução em sentido contrário. Enquanto que, na síntese, ao contrário, supondo o que foi deixado, por último, na análise, já acontecido, e tendo arranjado como conseqüências as coisas então precedentes, segundo sua natureza, e tendo adicionado umas às outras, chegamos, por fim, à construção da coisa procurada; e chamamos isso síntese.
Duplo é o gênero da análise, um a pesquisa do verdadeiro, o qual é chamado teórico, o outro capaz de dizer o que foi proposto, o qual é chamado problemático. Enquanto que, no gênero teórico, tendo estabelecido o que é procurado como existente e verdadeiro, em seguida, por meio das conseqüências sucessivas como verdadeiras, e como existem segundo a hipótese, tendo avançado até algo admitido, caso, por um lado, fosse verdadeiro aquilo admitido, será verdadeiro também o procurado, e a demonstração é uma inversão da análise; caso, por outro lado, encontramos falso o admitido, falso será também o procurado. No gênero problemático, tendo estabelecido o que foi proposto como conhecido, em seguida, por meio das conseqüências sucessivas, como verdadeiras, tendo avançado até algo admitido, caso, por um lado, o admitido seja possível é obtenível, o que os matemáticos chamam dados, possível também será o proposto, e, de novo, a demonstração é uma inversão à análise; caso, por outro lado,  encontramos impossível o admitido, impossível será também o problema.

Esse tanto, então, acerca da análise e da síntese.

E dos livros antes ditos do tesouro da análise, o arranjo é como segue. Um livro dos Dados de Euclides, dois da Seção de uma Razão de Apolônio, dois de Seção de Área, dois de Seção Determinada, dois do Contatos, três dos Porisma de Euclides, dois das Inclinações de Apolônio, dois dos Lugares Planos do mesmo, oito das Cônicas, cinco dos Lugares Sólidos de Aristeu, dois dos Lugares à Superfície de Euclides, dois Acerca das Médias de Eratóstenes. São 33 livros, dos quais te expus, para exame, os conteúdos até das Cônicas de Apolônio, e a multitude dos Lugares e das condições de possibilidade e dos casos, segundo cada livro, mas também os lemas procurados, e nenhum inquérito no tratamento dos livros deixei para trás, como pensava.

Conforme Pappus, no campo da Matemática, as obras que tratam da análise geométrica utilizadas pelos antigos geômetras gregos, caracterizada como um método para se descobrir a solução de problemas geométricos, isto é, uma forma de atividade heurística desenvolvida por esses geômetras gregos, é o que constitui a chamada Coleção Analítica dos antigos.

Os antigos geômetras utilizavam um procedimento heurístico para solucionar seus problemas matemáticos, isto é, um modelo matemático que utilizava a análise para encontrar a solução de um problema ou a demonstração de um teorema e, em 

seguida, a síntese para expor o que se encontrou para solucionar o problema ou a demonstração de um teorema; esses aspectos, analítico e sintético, permaneceram na Matemática de Euclides de Alexandria e nos trabalhos desenvolvidos por outros geômetras gregos contemporâneos e posteriores. 

Antes de esquematizar este procedimento heurístico, convém apresentar os tipos de problemas que eram estudados e resolvidos pelos antigos geômetras gregos. Assim, conforme Pappus, tem-se:

Os Antigos admitiam que os problemas pertencem à três gêneros geométricos: uns são chamados planos
, outros sólidos
 e outros ainda gramicas
. Chama-se, com justo título, planos os que podem ser resolvidos por meio de linhas retas e de circunferência de círculo; pois, as linhas por meio das quais os problemas desse gênero são resolvidos encontram sua origem no plano. Quanto aos problemas cuja solução invoca uma ou várias seções de cone, são chamados sólidos; pois é necessário fazer uso de superfície de figuras sólidas para sua construção, notadamente de superfície cônicas. Por fim, o terceiro gênero de problemas é chamado gramicas, porque além das linhas que acabamos de citar, eles admitem outras para sua construção, cuja origem é muito variada e muito complexa, tais como as espirais, as quadratrizes, as concóides e as cissóides que possuem propriedades numerosas e admiráveis. (Pappus, 38-39)     

Atualmente, um problema matemático pode ser caracterizado como uma situação que requer uma ou várias realizações de uma seqüência de procedimentos mentais para se encontrar um resultado satisfatório com o caracter do problema; entretanto, poderá 

ocorrer que a solução de um problema, na maioria das vezes, não se encontre inicialmente à disposição do indivíduo, mas poderá ser possível, através de um procedimento, construir a solução desejada. 

Com relação à obtenção da solução de um problema, freqüentemente, pode-se “adivinhá-la”, baseando-se em analogias com outros problemas resolvidos e não se pode negar que, talvez por esse fato, foram alcançados resultados importantes, como se verifica no desenvolvimento das idéias Matemáticas; mas, apesar de ser excelente, uma tal adivinhação (predição) não é um método científico propriamente dito: em todo tratamento metódico, importa analisar as condições impostas pelos dados coletados do problema e é necessário, primeiramente, ter bem claramente ao espírito aquilo que se alcançou com a imaginação, então supondo o problema resolvido. 

Adota-se então um procedimento heurístico segundo regras que se experimentam de problemas análogos ao problema de que se quer a solução. A análise consiste em resolver um problema admitindo o resultado que se quer demostrar como verdadeiro, buscando, em seguida, um antecedente do qual seja possível deduzir o resultado que se quer demostrar e que foi admitido como verdadeiro. Repetindo esse processo de regressão sucessivamente busca-se chegar a algum resultado que já se conhece ou admite-se como válido. 

A síntese consiste em realizar esta solução, isto é, em determinar as quantidades e as figuras procuradas de maneira a satisfazer às condições requeridas e transformadas; em seguida, é necessário mostrar que as condições primitivamente postas são, também, satisfeitas. Pela falta de um procedimento mais simples, esta demonstração opera-se, regra geral, por uma transformação das condições segundo uma ordem inversa daquela que se observaria na análise, para concluir que as condições novas podem auxiliar a verificar se as condições primitivas também ficarão completas. Além disso, esse procedimento, servindo-se da transformação reversível, possibilita concluir que as novas condições requeridas sejam as condições, não somente necessárias, mas suficientes das condições primitivas. Também é necessário distinguir problemas de teoremas, conforme concepção dos antigos geômetras, segundo o que foi exposto por Proclus:

Pois, é evidente que há uma certa diferença entre o problema e o teorema e que as lições dos elementos de Euclides têm problemas e teoremas, diferença que se observa em cada proposição considerada em particular e no fato de que o próprio Euclides agrega “o que era necessário fazer” ao final dos objetos buscados e “o que era necessário demonstrar” que caracteriza os teoremas. Também há demonstrações nos problemas, como dissemos, mas isto ocorre quando se quer comprovar uma construção ou quando a demonstração é digna de atenção por si mesma e susceptível de destacar a natureza do objeto que se busca. (Proclus apud Vera, 1970, p.1164-1165)

Assim, os antigos geômetras diferenciavam problemas de teoremas e na versão livre que Polya faz do texto de Pappus, verifica-se que o último fazia uma distinção entre o processo de análise aplicado a problemas de demonstração e a problemas de determinação.

Vestígios de Heurística

Utilizando a síntese para expor o que se encontrou para solucionar um problema ou demonstrar um teorema, os antigos geômetras dividiam o problema (ou teorema) e sua solução (ou demonstração) em seis partes, a saber, protasis 
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(

protasiV

- é o enunciado da proposição; ekthasis 
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(

ekqesiV

- é o que é dado no enunciado; diorismos 
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(

diorismoV

- é o que se pede no enunciado; kataskeue 
[image: image4.wmf])

(

catasceuh

- é a construção geométrica da proposição; apodeixis 
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(

apodeixiV

- é a demonstração da proposição; sumperasma 
[image: image6.wmf])

(

sumperasma

- é a conclusão da proposição.

Para exemplificar esse modelo matemático será considerada a proposição 1, livro IV, dos Elementos de Euclides
: 

Inserir, no círculo dado, uma reta igual à reta dada que não é maior do que o diâmetro do círculo. 

Seja o círculo dado ABC e a reta dada D, não maior do que o diâmetro do círculo. Exige-se, então, inserir, no círculo ABC, uma reta igual à reta D. Fique traçado um diâmetro do círculo ABC, o BC. Se, de fato, a BC é igual à D, estaria acontecendo o que estava prescrito; pois foi inserida, no círculo ABC, a BC igual à reta D. E se a BC é maior do que a D, seja colocada a CE igual à D, e com um centro, o C, e um raio, o CE, seja descrito um círculo, o EAF, e seja ligada a CA.

Como, de fato, o ponto C é centro do círculo EAF, a CA é igual à CE. Mas a CE é igual à D; e, portanto, a D é igual à CA.

Portanto, no círculo dado ABC, foi inserida a CA igual à reta dada D; o que se exigia fazer.

· Protasis 
Inserir, no círculo dado, uma reta igual à reta dada que não é maior do que o diâmetro do círculo. 

· Ekthasis 
Seja o círculo dado ABC e a reta dada D, não maior do que o diâmetro do círculo. 
· Diorismos 

Exige-se, então, inserir, no círculo ABC, uma reta igual à reta D. 
· Kataskeue 
Fique traçado um diâmetro do círculo ABC, o BC. Se, de fato, a BC é igual à D, estaria acontecendo o que estava prescrito; pois foi inserida, no círculo ABC, a BC igual à reta D. E se a BC é maior do que a D, seja colocada a CE igual à D, e com um centro, o C, e um raio, o CE, seja descrito um círculo, o EAF, e seja ligada a CA.
· Apodeixis 
Como, de fato, o ponto C é centro do círculo EAF, a CA é igual à CE. Mas a CE é igual à D; e, portanto, a D é igual à CA.
· Sumperasma 
Portanto, no círculo dado ABC, foi inserida a CA igual à reta dada D; o que se exigia fazer.
Em sua obra A Coleção Matemática, Pappus estabelece a solução ou demonstração de alguns problemas ou teoremas pelo método da análise, expondo-a, em seguida, através da síntese, como no livro III, proposições 54, 55, 56, 57 e 58 e no livro IV, proposições 4 e 37. 

Considerações Finais

O livro VII de A Coleção Matemática, é importante, dentre outros aspectos, por nele Pappus descrever e discutir a produção matemática dos gregos Euclides, Apolônio, Eratóstenes e Aristeu, relatando os procedimentos que esses antigos geômetras utilizavam para realizar suas descobertas e demonstrações das proposições. Algumas obras desses matemáticos, só são conhecidas através de Pappus, bem como, os assuntos que elas abordavam. 

É também nesse livro, que Pappus define análise e síntese, que eram métodos para a demonstração de uma proposição. A análise é um método com características heurísticas por envolver processos de raciocínio que antecedem uma demonstração rigorosa, dada pela síntese. 

Os procedimentos utilizados na resolução de problemas e os raciocínios que conduzem à descoberta são tão importantes quanto a resposta obtida. Como afirma Polya:

O resultado do trabalho criador do Matemático é o raciocínio demonstrativo, uma prova, mas a prova se descobre por raciocínio plausível, isto é, por intuição. 

Se isso é assim, e eu o creio, haverá um lugar para a intuição no ensino da Matemática. A educação deve preparar-nos para a invenção, ou, ao menos, para o gosto por ela. Em todo caso, a educação não deve suprimir os germes inventivos no estudante. (...) Meu conselho aos professores de Matemática de todos os graus pode resumir-se nesta exclamação: Ensinemos a intuir! (Polya, 1954, p.465)
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� Tradução feita do grego pelo Prof. Dr. Irineu Bicudo.


� Segundo Ver Eecke: A maioria dos manuscritos, e sobretudo os mais antigos, são intitulados simplesmente A Coleção � EMBED Equation.3  ���, enquanto que as cópias posteriores trazem um título mais completo no plural: As Coleções Matemáticas � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���.


� Tradução feita do grego pelo Prof. Dr. Irineu Bicudo.


� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���, os problemas planos.


� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���, os problemas sólidos.


� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���, os problemas lineares ou gramicas, segundo o neologismo introduzido por Tannery.


� Tradução feita do grego pelo Prof. Dr. Irineu Bicudo.





[image: image7.wmf](

)

sunagwgh

[image: image8.wmf](

i

maqhmatica

[image: image9.wmf])

sunagwgai

[image: image10.wmf]ta

[image: image11.wmf]epipeda

[image: image12.wmf]problhmata

[image: image13.wmf]ta

[image: image14.wmf]sterea

[image: image15.wmf]problhmata

[image: image16.wmf]ta

[image: image17.wmf]grammika

[image: image18.wmf]problhmata

_377270786.unknown

_1129542002.unknown

_1129613352.unknown

_1129613374.unknown

_1129613383.unknown

_1129613391.unknown

_1129613353.unknown

_1129613197.unknown

_1129613350.unknown

_1129613351.unknown

_1129613247.unknown

_1129542679.unknown

_377270964.unknown

_1129541960.unknown

_377270864.unknown

_377270699.unknown

_377270714.unknown

_377270663.unknown

