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Resumo

           Neste trabalho proponho um estudo sobre as origens do Cálculo e seus precursores na Europa Ocidental influenciados pelos árabes e hindus, do período que vai da metade da Idade Média até o final do Renascimento e primórdios do Iluminismo. Iniciamos com  o surgimento das equações algébricas e dos algarismos indo-arábicos, passamos por Johannes Kepler e Bonaventura Cavalieri com seus métodos de cálculo de volumes, até chegar a Pierre de Fermat e Isaac Barrow e seus respectivos métodos para se achar tangentes a uma determinada curva. Nessa pesquisa encontramos idéias férteis relacionadas ao Cálculo e ao seu ensino.

Introdução
           A idéia para este trabalho surgiu durante o primeiro ano do curso de Licenciatura em Matemática na Universidade de São Paulo, me questionando como Isaac Newton e Gottfried Leibniz “inventaram” o Cálculo. Munido de muitas dúvidas procurei a orientação do Professor Antonio Carlos Brolezzi e juntos desenvolvemos um projeto de pesquisa que me possibilitou estudar a evolução dos conceitos matemáticos que levaram ao surgimento do Cálculo, analisando também, o contexto sócio-cultural de épocas distintas, tentando entender os fundamentos sobre os quais essas idéias poderiam ter se baseado.
Desenvolvimento e Discussão

Os primeiros séculos do império muçulmano foram de pouco desenvolvimento cultural e científico até que na segunda metade do século oito começaram a ser chamados estudiosos para Bagdá, inclusive judeus e cristãos. Mas foi durante o califado de al-Mamum (809-833) que os árabes se entregaram com paixão a tradução de todas as obras gregas que tivessem às mãos. Al-Mamum estabeleceu em Bagdá a “casa da sabedoria” (Bait al-hikma) entre os mestres que a freqüentavam havia Muhammed ibn Musa al-Khowarizmi (780?-850?) que escreveu mais de uma dúzia de obras sobre astronomia e matemática dentre as quais dois livros sobre aritmética e álgebra.

De numero hindorum (sobre a arte hindu de calcular) da qual só resta a versão latina. Este livro tem uma exposição tão completa dos numerais hindu, que causa a falsa impressão de que este sistema de numeração seja árabe. Porém, al-Khowarizmi não tinha a pretensão de ser o autor deste sistema de numeração, mas devido às várias traduções que apareceram na Europa, começaram a atribuir a ele a autoria do sistema. Interessante notar que a forma de nosso sistema de numeração é diferente da usada pelos árabes. Essas formas foram mudando com o tempo até chegar a forma usada naEuropa nos séculos 15 e 16. O que se manteve dos numerais indianos passando pelos árabes e chegando aos europeus foi o conceito de algarismo. 

Livro mais importante: Al-jabr wa´l muqabalah, com um detalhe interessante: o livro todo foi escrito com palavras até mesmo o novo sistema de numeração. A palavra Al-jabr possivelmente significa restauração ou complementação e muqabalah redução ou equilíbrio. O livro contém exposições diretas e elementares de equações, principalmente do segundo grau, onde eram desprezadas as raízes negativas das equações. Os árabes conheciam bem as regras que governam os números com sinal o que pode ser comprovado por saberem as regras de transposição e redução em uma equação do primeiro grau. Um motivo para rejeitarem a raiz negativa é o fato de comprovarem também a equação geometricamente, onde a raiz negativa não teria sentido.

Tradução Latina: Liber Algebrae et Almucabola está sem o prefácio da primeira versão árabe sobre Maomé e al-Mamum. Esta versão começa com uma explanação sobre princípio posicional dos números 0, 1, 2, ...., .A exposição da obra é tão sistemática e completa que seus leitores não devem ter tido dificuldades para aprender as soluções. Não se sabe ao certo quais as influências da álgebra árabe, mas as mais provável são a grega, a hindu e a mesopotâmica (devido ao grande número e diversidade de estudiosos que foram chamados a Bagdá).

A álgebra árabe tinha muito em comum com a geometria grega, devido as demonstrações das equações, porém a parte aritmética é estranha ao pensamento grego. Tantas influências mostram o ecletismo e o espírito cosmopolita dos árabes da época de al-Khowarizmi, que é um exemplo típico desse espírito.

A matemática de al-Khowarizmi começou a aparecer na Europa através de Gerbert (cerca de 940-1003) que nasceu na França mas estudou na Espanha e Itália, e acabou virando Papa em 999 e adotou o nome de Silvestre II. Escreveu sobre aritmética e geometria e foi, provavelmente, a primeira pessoa a ensinar os numerais indo-arábicos. Possivelmente ele os teria conhecido em 967 durante uma viagem a Espanha onde teria entrado em contato com a cultura moura.

A Europa, antes e durante o período de Gerbert, não estava preparada para o surgimento da matemática e assumia uma atitude semelhante a do império islâmico em seus primórdios, como podemos observar nesta afirmação de Tertuliano: “ A pesquisa científica se tornara supérflua depois do recebimento do evangelho de Jesus Cristo”. Não se sabe ao certo se houve um uso continuado dos novos numerais na Europa durante os dois séculos seguintes a Gerbert. Somente no século 13 é que o sistema indo-arábico ficou definitivamente estabelecido na Europa, e isto não foi realização de um homem, mas de vários. 

A cidade de Toledo na região onde hoje é a Espanha desenvolveu uma verdadeira escola de traduções. Encorajada pelo arcebispo da cidade, acabou se tornando uma cidade cosmopolita com várias bibliotecas e observatórios astronômicos que facilitavam a troca de informações. Entre as traduções que foram feitas em Toledo podemos citar: Os Elementos de Euclides foi uma das primeiras traduções feitas por Adelard de Bath em 1142, ele também traduziu as tabelas astronômicas de al-Khowarizmi em 1126 e o Almagesto de Ptolomeu em 1155. Robert de Chester foi o primeiro a traduzir, no ano de 1145, a álgebra de al-Khowarizmi de uma maneira popular. Esta tradução pode ser tomada como o início da álgebra na Europa. As obras de al-Khowarizmi eram uma das mais traduzidas na época. Os Europeus se viam mais inclinados a aritmética e a álgebra árabe do que a geométrica grega pois aquela se mostrava em um nível mais elementar, e era aplicada a algo que a Europa começava a redescobrir: o comércio, que ajudou muito a popularização da álgebra e dos algarismos indo-arábicos.

É neste contexto que surge o matemático italiano Leonardo de Pisa, ou como ele é mais conhecido Fibonacci (1171/80?-1250). O pai de Leonardo, natural de Pisa, tinha negócios no norte da África e o seu filho estudou com um professor muçulmano e viajou pelo Egito, Síria e Grécia. Era então natural que Fibonacci conhecesse a fundo os métodos algébricos árabes, inclusive os numerais indo-arábicos. O livro mais importante de Fibonacci foi o Liber Abacci que traz uma descrição completa das “nove cifras indianas” juntamente com o siímbolo 0, chamado de Zhefirum em árabe. O livro traz inúmeros problemas, em sua maioria de transações comerciais, usando um complicado sistema de frações para se calcular câmbios de moedas. Mas sem dúvida o problema do livro que mais inspirou os matemáticos foi o seguinte:

Quantos pares de coelho serão produzidos num ano, começando com um só par, se em cada mês cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo mês?

Esse problema célebre dá origem a chamada “Seqüência de Fibonacci” , 1,1,2,3,5,8,13,....., em que cada termo após os dois primeiros é a soma dos dois imediatamente precedentes.

A óptica e a mecânica eram os ramos que mais atraiam o interessem dos escolásticos nos séculos treze e catorze. Havia numerosos grupos de físicos na época que eram basicamente professores das primeiras universidades e estudiosos da igreja, entre eles:

Thomas Bradwardine (1290?- 1349) filósofo e matemático que se tornou arcebispo de Catenbury, escreveu tratados sobre proporções: (Tractatus de Proportionibus) de 1328, aritmética e geometria. Era conhecido como Doctor Profundus . Mas o que mais interessa é o seu Tractatus de Continuo onde aparece mais o seu espírito filosófico, onde ele dizia: que as grandezas contínuas, embora contendo um número infinito de indivisíveis, não são formados por estes átomos matemáticos, mas são compostos de um número infinito de contínuos da mesma espécie. A grande contribuição para o nosso estudo são os primeiros questionamentos sobre o infinito, que talvez tenha sido influenciado pela álgebra árabe. Mostra uma evolução do pensamento grego, que  não admitia questionamentos sobre o problema do infinito.

Nicole Oresme (1323?-1382) Sábio parisiense que veio a se tornar Bispo de Lisieux. Oresme era um seguidor e aprofundador  da obra de Brawardine. Seu trabalho, que teve mais influencia, foi uma versão primitiva de representação gráfica de velocidade uniformemente variada que é uma antecipação da lei de Galileu sobre a queda dos corpos. Os eixos eram chamados de latitude e longitude, que são o equivalente de abscissa e ordenada da geometria analítica. Oresme se interessava muito pela área abaixo da curva, (isto é, o que hoje conhecemos como a integral da função, e sabia que a distância era igual a esta área, mas segundo Boyer é provável que pensasse a área como sendo formada por muitos segmentos verticais e indivisíveis os quais representavam uma velocidade que se mantinha por um tempo muito curto (conceito bem primitivo da integral de Riemman). A representação gráfica de funções que era conhecida como “latitude de formas” reaparece em Tratctatus de Figuratione Potentiarum et Mensurarum onde Oresme sugere uma extensão a 3 dimensões de sua latitude de formas que representariam o volume. E há também uma insinuação de uma geometria de 4 dimensões.

A maior contribuição dos matemáticos do final da idade média foi o de sugerir novos pontos de vista, já que faltava-lhes técnicas algébricas e geométricas para estender as obras clássicas, isto é demonstrado pelo interesse por series infinitas, que era um conceito totalmente novo na época.

Na metade do século XV a atividade matemática estava novamente aumentando. A Europa ocidental estava se recuperando da peste negra e com a invenção da imprensa por Guttemberg tornou-se possível uma grande difusão de obras eruditas. Já no fim do século XV existiam 30.000 obras diversas em circulação, porém poucas de matemática. As impressões de traduções latinas de tratados árabes eram em números bem mais significativos que as impressões dos clássicos gregos, pois poucos homens do século XV liam o grego ou tinham um conhecimento suficiente para entender a maioria das obras gregas. 

Nicholas de Cusa (1401-1464) percebeu que uma das fraquezas da ciência escolástica era a falta de medidas (mensuração) dizia ele que o conhecimento deve ser baseado em medidas. Cusa acabou sendo melhor escolástico do que matemático, tinha uma doutrina “filosófica dos contrários” o que o levou a acreditar que o círculo devia ser conciliável com o triângulo e acreditava que se tomasse a média dos polígonos inscritos e circunscrito chagaria a quadratura do círculo. Seu êxito neste ponto foi ter retomado um problema que tinha estimulado os sábios antigos e, propiciou que os seus contemporâneos criticassem a sua obra.

O início da renascença é marcado por um desenvolvimento e divulgação da álgebra e aritmética nunca antes visto na Europa. Destacaram-se: Regiomontanus (1436-1476) alemão que tencionava imprimir várias obras clássicas tanto gregas quanto árabes mas acabou morrendo antes deste feito;  e Luca Pacioli ( 1445-1514) sua Summa de Arithmetica teve mais influencia do que originalidade, uma compilação de aritmética, álgebra, geometria euclidiana bem elementar e contabilidade 

Começa a surgir na Europa um espírito de inovação, de criação de algo nome para a resolução destes problemas que iam surgindo. Um exemplo da mudança de pensamento dos europeus com relação aos gregos seria na arte o chamado “ponto de fuga” na perspectiva renascentista onde o ponto de fuga estaria no infinito com Filippo Bruneleschi (1377-1446) e Piero della Francesca (1410?-1492).

François Viéte (1540-1603) ou em latim Franciscus Vieta advogado que praticava matemática nas horas vagas tornou-se membro do conselho do rei, primeiro com Henrique III depois com Henrique IV. Dentre as suas contribuições para a aritmética está o incentivo do uso da base decimal para as frações, no lugar da então usada base sexagesimal. Na época de Viéte só se representavam equações especificas com valores já conhecidos. Não havia uma representação genérica para as equações, o que impossibilitava um desenvolvimento geral da álgebra. A idéia de Viéte foi simples, porém muito fecunda, representar as incógnitas por vogais e os valores conhecidos por consoantes como: CA + D =0. Porém ele só sugeriu esta idéia mas não a pôs em prática pois seus livros quase não continham símbolos mas apenas palavras. O importante foi o começo da idéia de simplificação e padronização das idéias matemáticas e um começo de uma abordagem mais genérica dos problemas.

Simon Stevin de Bruge (1548-1620) nascido nos Países Baixos responsável maior pela introdução nos Países Baixos do sistema de contabilidade de Pacioli. Mas o seu livro De Thiende (o décimo) de 1585 é que teve uma influência mais ampla na prática comercial, engenharia, e na notação matemática. Neste livro Stevin se dispõe a explicar o sistema de frações decimais de modo completo e elementar. Ele queria ensinar a todos “como efetuar, com facilidade nunca antes visa, todas as computações necessárias entre os homens por meio de inteiros sem frações” Stevin em sua Estatística de 1586 demonstrou que o centro de gravidade de um triângulo está em sua mediana. As alturas são iguais e os lados, dois a dois, paralelos a um lado e a mediana traçada a este lado. O centro de gravidade das figuras recaíra sobre a mediana, pelo princípio de Arquimedes de que figuras bilateralmente simétricas estão em equilíbrio.Só que podemos inscrever uma infinidade de figuras no triângulo quanto maior o seu número menor será a diferença para a área do triângulo, portanto o centro de gravidade do triângulo também será sobre a mediana.

Johannes Kepler (1571-1630) nascido em Weil na região da Alemanha, em sua astronomia de 1609 em sua Astronomia Novae Kepler anunciou suas duas primeiras leis da astronomia:

1) os planetas descrevem órbitas elípticas em torno do sol, com o sol em um dos focos da elipse.

2) O raio vetor que une um planeta ao sol varre áreas  iguais em tempos iguais.

Ao tratar deste problema de área Kepler pensava na área formada por uma infinidade de triângulos com um vértice no sol e os outros dois em pontos infinitamente próximos um do outro ao longo da órbita. Vemos aí uma forma primitiva do cálculo integral bem parecido com a técnica de Oresme.

Outra técnica interessante de Kepler era para o cálculo do volume de sólidos de revolução, que consistia em considerar os sólidos como compostos de uma infinidade de elementos infinitesimais, e procedia de modo semelhante ao cálculo de áreas, os seus trabalhos sobre cálculos de volumes saíram no livro Stereometria doliorum (medidas de volumes de Barris).

Galileu Galilei (1564-1642) as maiores contribuições de Galileu para a matemática foram as suas idéias sobre infinitamente grande e infinitamente pequeno que estão presentes na sua dinâmica, que pode ser verificado neste trecho de Duas Novas Ciências (1638) quando Salviati (um estudioso bem informado cientificamente) afirma que “infinitos e indivisíveis transcendem nosso entendimento finito, os primeiros por causa de sua grandeza, os outros por causa de sua pequenez; imaginem o que são quando combinados”.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) aluno de Galileo, foimuito influenciado pela Stereometria de Kepler e pelas idéias de Oresme, seu livro mais lembrado e influente Directorium universale de 1635, livro este que foi incentivado por Galileu, segundo Boyer. O argumento em que se baseia o livro é de que uma área pode ser pensada como sendo formada por segmentos ou “indivisíveis”, a mesma idéia sendo aplicada para o cálculo de volumes. A proposição hoje conhecida como princípio de Cavalieri diz o seguinte: “Se dois sólidos têm alturas iguais, e se secções feitas por planos paralelos às bases e a distância iguais dessas, estão sempre numa mesma razão, então os volumes dos sólidos estão também nesta razão”. Cavalieri já enunciava em 1635 que uma linha é formada por um número infinito de pontos, uma superfície é formada por um número infinito de linhas e o volume é formado por infinitas superfícies.

Pierre de Fermat (1601-1665) era um advogado formado em Toulouse, onde serviu no parlamento local primeiro como advogado depois como conselheiro. Apesar de muito ocupado, por prazer, se dedicava à literatura, ciência e matemática em suas horas vagas. Em 1629 Fermat começa a “restaurar” obras perdidas da antiguidade com base em informações encontradas em tratados clássicos preservados Propôs-se a reconstruir o Lugares Planos de Apolônio baseado em alusões contidas na Coleção Matemática de Papus.

Fermat desenvolveu a sua geometria analítica alguns anos antes que Descartes mas como quase não publicou os seus trabalhos em vida, este acabou com a fama de inventor da geometria analítica, o que é uma pena pois a exposição de Fermat era muito mais sistemática e didática que a de Descartes. Interessante notar que Fermat usava a notação matemática sugerida por Viéte para representar equações, como para representar uma simples equação linear: “ D in A eaquetur B in E” isto em notação moderna fica DX = BY.

Uma das grandes contribuições de Fermat foi seu método para se achar máximos e mínimos de uma função que apareceu pela primeira vez em um tratado de 1638 e dizia o seguinte: Sendo f (x) o valor máximo ou mínimo de x e o valor c muito pequeno então f ( x-c) é praticamente igual a f(x) então, f(x-c) = f(x) e fazemos esta igualdade verdadeira fazendo c assumir o valor igual a zero, portanto as raízes da equação resultante nos dá os valores de x para o qual f(x) assume valores máximos ou mínimos. Porém Fermat não sabia distinguir os valores máximos dos mínimos.

Tomado pelo sucesso de seu método, Fermat o aplica na determinação de tangentes a curvas dadas. Ele procurava o comprimento da subtangente, isto é, o segmento pertencente ao eixo x entre a abscissa do ponto cuja tangente é procurada e o ponto de intersecção da reta tangente com o eixo x, então ele traçava uma reta até o ponto f(a) onde se queria achar a tangente. Segundo Mahoney, não há nenhuma menção em seu trabalho de se procurar o ângulo de inclinação da tangente em relação ao eixo x.
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Isaac Barrow (1630-1677) nasceu em Londres em Outubro de 1630. Em 1649 se tornou professor primeiro de Grego depois de Geometria em Cambridge, Barrow então começou a estudar religião e história da igreja o que o levou a estudar astronomia e como conseqüência a estudar geometria. Ele acabou escrevendo uma versão simplificada dos Elementos de Euclides que foi impresso em 1655 e acabou se tornando um dos principais livros texto por mais de meio século.

Neste mesmo ano Barrow recebeu um prêmio da universidade de Cambridge pelo qual ele iria viajar para vários locais a estudo com a condição de reportar todos os seus progressos. Então ele acabou viajando pela França, Florença (onde conheceu Vicenzo Viviani, último assistente de Galileu), Constantinopla, Alemanha e Holanda. Nestas viagens ele teve a oportunidade de conhecer vários matemáticos e de entrar em contato com obras antigas em suas línguas originais. Depois do período em que Cambridge ficou fechada por causa da peste negra Barrow com a ajuda de Newton começa a preparar os seus trabalhos para serem publicados: 

Em 1669, Lectiones Opticae, em 1670 Lectiones Geometricae e em 1683 sai postumamente Lectiones Mathematicae.

Lectiones Geometricae: Onde ele tenta classificar os diferentes ramos da matemática, ele dizia que a álgebra não fazia parte da matemática, mas sim da lógica, como podemos ver neste trecho: 

 “ A Geometria é a ciência Matemática básica, e isso inclui a aritmética, e os números matemáticos representam apenas magnitudes geométricas.”

Barrow, também neste livro, apóia o ponto de vista cinemático que segundo Boyer era de Torriceli:

 “...a cada instante de tempo ou uma partícula indefinidamente pequena de tempo, eu digo, esse lugar corresponde a uma certa medida de velocidade, que se considera que o corpo em movimento possua neste instante.”

Barrow quando dizia “o tempo tem muitas analogias com uma linha” ele considerava cada ponto da linha como um instante de tempo, ou seja, uma visão atomística do tempo.

Este livro também trazia um método novo para se achar tangentes. Método este muito parecido com o de Fermat, sendo a única diferença que o de Barrow utilizava duas quantidades infinitamente pequenas, representados pelas letras e e a, em vez de uma única utilizada por Fermat que era simbolizada pela letra E.
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m = abscissa conhecida por onde passa a reta tangente.

t = valor procurado da subtangente

a = variação da ordenada

e =   variação da abscissa

Em 1669 Barrow é indicado Capelão Real por Charles II e passa a sua cadeira de matemática para o seu aluno Isaac Newton. Em 1677 durante uma viajem a Londres Barrow contrai uma febre maligna, ele tenta se tratar com ópio (método que tinha aprendido em Constantinopla) mas acaba não resistindo e morre sendo enterrado alguns dias depois na Abadia de Westminster.

Considerações Finais

Com este trabalho queremos ressaltar o desenvolvimento anterior da matemática que levou Newton e Leibniz ao Cálculo. Vários matemáticos, em diferentes países e em diferentes épocas, contribuíram de maneira fundamental para a construção de uma base sólida para que seus sucessores pudessem dar um prosseguimento em seus trabalhos. Creio que o principal objetivo desta pesquisa foi o de estudar a evolução dos conceitos matemáticos que levaram ao Cálculo, e usá-la como um ferramenta pedagógica no ensino desta disciplina, a partir de uma análise histórica e cultural. Uma conseqüência direta disso é um reforço a importância da pesquisa ligada ao desenvolvimento do pensamento diferencial e integral e uma continuidade deste trabalho.
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