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RESUMO

Analisamos a proposta dos Parâmetros Curriculares Nacionais com respeito  à História da Matemática e os Números Irracionais do ponto de vista histórico.


Impõe-se o confronto entre a História da Matemática com o que tem sido realizado no Ensino Fundamental, ou seja, a História da Matemática e o Ensino Fundamental que responde pelo ensino dos números reais no 4o  ciclo. Verifica-se em que condições é feita a diferenciação entre os números racionais e irracionais.

Num segundo estágio, este projeto consistiu em uma proposta para trabalhar conceitualmente os números reais no Ensino Médio, uma vez que constamos que, na realidade, o trabalho na Educação Básica apenas considera o aspecto operacional. A implicação deste fato é que não há qualquer possibilidade de diferenciação entre os números irracionais e racionais, impondo uma redundância em relação ao uso do termo Reais.  

Focamos para o método das provas e refutações de Imre Lakatos (1978) para estabelecer as bases de trabalho com os alunos do Ensino Médio, o texto do Bento de Jesus Caraça (1948) para dar as bases sobre o tratamento das séries e o texto do Richard Dedekind (1963) para a prova da existência dos números irracionais. 

1. INTRODUÇÃO

Diante dos resultados obtidos no trabalho de Iniciação Científica que está sendo realizado, propomos a continuidade da pesquisa. Considerando o fato de haver uma distância entre o saber ensinado no Ensino Médio e o que é estabelecido pela História da Matemática acerca dos números Reais, propomos trabalhar este assunto, sob um viés histórico, o que implicará no tratamento do Cortes de Dedekind e no conceito de Limite de Karl Weierstrass (1815-1897). Com base em Lakatos (1978) utilizaremos a metodologia da matemática (heurística) para trabalharmos com alunos em nível de Ensino Médio e verificarmos a possibilidade da Transposição Didática conceitual.

A proposta que nos baseamos no momento nasceu após a participação na 3rd Mediterranean Conference on Mathematical Education. Nesta Conferência  foi apresentado o trabalho The process of “becoming” in the university classroom: a teaching experiment on the conceptualization of polygons and polyhedra, neste artigo os autores relatam a experiência realizada com alunos de graduação, com base na epistemologia Quase-empiricista de Lakatos. Segundo Patronis et al (2003)  

In principle Lakatos’ Proofs and Refutations offered us both the procedure and the mathematical content. (…) Of course “proofs and refutations”, which are typical in the informal stage of mathematical knowledge building, were introduced by the teacher or evoked in the classroom discussion. Local and global counterexemplos were used mainly as leading to logical restrictions and as a new way of thinking for the participating students” (p.555).

Patronis et al (2003) realiza o trabalho idealizado por Lakatos em sua obra intitulada A Lógica do Descobrimento Matemático: Provas e Refutações, no sentido metodológico e de conteúdo. O que pretendemos no presente trabalho é seguir o posicionamento metodológico e trabalhar outro assunto matemático, isto é, os números reais do ponto de vista conceitual.

Possivelmente não é simples encontrar boa vontade entre os jovens para lidar com a matemática, mas se pensarmos que há pessoas que, mesmo com pouca idade, estão dispostas a lidar com conhecimentos científicos, seremos capazes de investir um período de tempo à procura de tal público. Entretanto, se diante do tempo que possuímos, não for possível agregar os alunos do Ensino Fundamental, solicitaremos o trabalho com os alunos que estarão ingressando no Curso de Licenciatura em Matemática em 2004, uma vez que estes alunos estarão em nível de Ensino Médio e teríamos a vantagem de desenvolver o trabalho nas dependências da UNIMEP.
2. DESENVOLVIMENTO E DISCUSSÃO

2.1. Sobre o primeiro ano do projeto

Há uma grande distância entre os livros didáticos e a História da Matemática, particularmente, a do século XIX. A defesa exercida nos Parâmetros Curriculares Nacionais (2001) para que a História da Matemática seja utilizada com fim o motivacional, deve ser investigada com maior profundidade.

No trabalho que foi realizado na categoria de Iniciação Científica, foi confirmado que nos ensinos Fundamental e Médio, apenas, se opera com os números Reais, no entanto, a diferença só é sentida no Cálculo Diferencial e Integral. A transposição didática acerca dos números Reais se refere somente à operacionalidade, entretanto se tomarmos a História da Matemática como referência para a aprendizagem da Matemática ou devemos assumir o assunto até o século XVIII, o que ficaria inconsistente com o ensino de Matemática (Fundamental e Médio) ou, então, avançar até o século XIX, mas aí deveríamos ir além do que é proposto no Ensino Médio e Fundamental.

Trabalhar com a História da Matemática significa entender a matemática em duas dimensões, na técnica e na histórica (contextual). Sem dúvida alguma um Estado possuir professores que possam atuar nestes dois campos é o sonho do idealista, e certamente estamos longe e cada vez mais longe, enquanto a transposição burocrática sobre a reprodução de conhecimento estiver garantindo o sistema disciplinar. Se os Parâmetros Curriculares Nacionais não quebrarem com a disciplina, a História da Matemática não passará de um mero pano de fundo, que não motiva, apenas ilustra algo longínquo que não faz a menor diferença para o texto matemático.

2.2. Objetivos

Este trabalho possui quatro objetivos principais: 

(a) fazer uma proposta para trabalhar os Cortes de Dedekind no Ensino Médio, uma vez que foi constatado a inconsistência entre o saber científico e o saber ensinado, via teoria da transposição didática;

(b) tomar como base o Programa de LAKATOS (1978) no que condiz com a metodologia de trabalho (heurística); 

2.3. A lógica do descobrimento de Lakatos

LAKATOS (1978), em sua obra clássica intitulada A Lógica do Descobrimento Matemático: provas e refutações, mostra o exemplo da aplicação do método de provas e refutações em uma sala de aula imaginária, em que a turma está interessada no problema de relacionar vértices, arestas e faces num poliedro qualquer. Na realidade o autor, nas notas de rodapé que representam mais da metade livro, ele identifica os alunos imaginários com os matemáticos que participaram da resolução do problema inicial. Trata-se de uma análise histórica do problema, baseada na dialética hegeliana.

É bastante interessante ressaltar a articulação dos acontecimentos  históricos que ocorreram desde a suspeita de Euller (1707-1783) a respeito da relação entre vértices, arestas e faces nos poliedros até que fosse totalmente concluído, também por Euller, mas passando por vários matemáticos e por profundas alterações, até mesmo da definição atual de  “poliedros”.

Segundo LAKATOS (1978), o “...método de provas e refutações é um esquema heurístico muito geral de descoberta Matemática”, que “...ainda hoje parece paradoxal a muitas pessoas” e que “...não é adequadamente reconhecido” (p.166).

A obra Provas e Refutações propõe um enfoque diferente para pensar a epistemologia da Matemática, que se contrapõe ao método euclidiano. Segundo o autor, o método euclidiano tenta “...dotar a Matemática de axiomas verdadeiros, indubitáveis, calcados em termos perfeitamente claros” (LAKATOS, 1978, p.141). O método de provas e refutações, ao que pode ser percebido claramente no livro de LAKATOS (1978), é o percurso histórico com as suas contradições até a sua formalização final, a qual na realidade o autor entende ser apenas mais um estágio, ou seja, uma nova síntese, como afirma o autor quando diz que “...a história da Matemática e a lógica do descobrimento matemático [...] não se podem desenvolver sem a crítica e rejeição definitiva do formalismo” (LAKATOS, 1978, p.17).

O autor fala sobre a metodologia euclidiana, que, segundo ele, é um enfoque dedutivista. Diz ele que “...os axiomas e definições freqüentemente parecem artificiais e mistificadoramente complicados”, que “...nunca se fica sabendo como essas complicações surgiram”, que os teoremas “...estão carregados de pesadas condições [...] e é seguido da prova” (LAKATOS, 1978, p.185). Além disso, ainda segundo LAKATOS (1978), “...todas as proposições são verdadeiras e válidas todas as inferências” e que “...a Matemática é apresentada como uma série sempre crescente de verdades imutáveis e eternas”, assumindo assim, “um aspecto autoritário” (p.186).

Ainda segundo LAKATOS (1978), o “...estilo dedutivista oculta a luta, esconde a aventura”, e “...toda a história evapora”, neste sentido, “...as sucessivas formulações provisórias do teorema durante a prova são relegadas ao esquecimento enquanto o resultado final é exaltado como infalibilidade sagrada” (p.186). Ele completa dizendo, em nota de rodapé, que “...a atual educação científica e matemática é um foco de autoritarismo e que é a pior inimiga do pensamento independente e crítico” (LAKATOS, 1978, p.186).

Portanto o autor defende que o método das provas e refutações possui um enfoque heurístico. LAKATOS (1978) afirma que enquanto “...o estilo dedutivista rompe as definições geradas pela prova dos antepassados, apresenta-as no vazio, de modo artificial e autoritário” e que “...oculta os contra-exemplos globais que levaram ao seu descobrimento”, o estilo heurístico “...acentua esses fatores [...], acentua a lógica que deu nascimento ao novo conceito” (p.188).

LAKATOS (1978) critica o método euclidiano, apontando que ele “...pode, em certas situações problemáticas cruciais, ter efeitos deletérios sobre o desenvolvimento da Matemática”, que “...a maioria dessas situações problemáticas ocorre nas teorias matemáticas em evolução, em que os conceitos em evolução são os veículos do progresso” (p.182-183). Ainda segundo o autor, “...nessas teorias em progresso, a intuição não é sentida, ela confunde e erra”, dizendo que “...não há teoria que não tenha passado por um período de progresso; além do mais, esse período é o mais interessante do ponto de vista histórico e deve ser o mais interessante do ponto de vista didático”, e completa afirmando que, por isso, “Euclides tem sido o gênio mau, sobretudo para a história da Matemática e para o ensino da Matemática, tanto no nível introdutório como no nível criativo” (LAKATOS, 1978, p.183).

Segundo o autor, existe “...um padrão simples de descoberta matemática ou do progresso das teorias matemáticas não-formais” que consiste nas fases seguintes:

(1) conjectura primitiva; 

(2) prova (rústico experimento mental ou argumento, decompondo a conjectura primitiva em sub-conjecturas ou lemas); 

(3) surgem contra-exemplos globais (contra-exemplos à conjectura primitiva); 

(4) prova reexaminada: o lema condenado para o qual o contra-exemplo global é um contra-exemplo local é localizado. Esse lema condenado pode ter permanecido anteriormente oculto ou pode ter sido mal identificado. Agora ele é tornado explícito, e elevado na conjectura primitiva à categoria de condição. O teorema (a conjectura aperfeiçoada) suplanta a conjectura primitiva com o novo conceito gerado pela prova como seu novo aspecto superior;

(5) são examinados provas e outros teoremas para verificar se o lema recentemente achado ou o novo conceito gerado pela prova ocorre neles: esse conceito pode ser encontrado fazendo como encruzilhada de diferentes provas, daí surgindo como de importância fundamental;

(6) as conseqüências até então aceitas da conjectura original e agora refutada são conferidas;

(7) os contra-exemplos convertem-se em novos exemplos (abrem-se novos campos de investigação) (LAKATOS, 1978, p.166-167).

Um contra-exemplo local é “...aquele que refuta um lema (sem necessariamente refutar a conjectura principal)”, enquanto contra-exemplo global é “...aquele que refuta a própria conjectura principal” (LAKATOS, 1978, p.25). Com isso, LAKATOS (1978) pode afirmar que “...um contra-exemplo local, porém, não global é critica da prova, mas não da conjectura” (p.25). Dessa maneira, o autor indica que, a partir da descoberta de um contra-exemplo local, e conseqüentemente, do lema condenado, podemos “...melhorar a prova, substituindo o lema falso por um outro ligeiramente modificado, que o seu contra-exemplo não refutará” (LAKATOS, 1978, p.25).

Da mesma forma, a obra de LAKATOS (1978) mostra que “...um contra-exemplo global é crítica da conjectura, mas não necessariamente da prova“ e com isso teremos justamente esse contra exemplo como condição para a conjectura (p.29).

LAKATOS (1978) ressalta que se os matemáticos do século XIX tivessem conhecimento do enfoque heurístico não perderiam 26 anos (de 1821 a 1847) sem perceber “...a mínima falha na prova de Cauchy”, no princípio da Continuidade, e teriam “...aperfeiçoado tanto a análise da prova como o teorema” (p.177). Ainda segundo o autor, “...eles não sabiam que após o descobrimento de um contra-exemplo eles tinham que analisar sua prova cuidadosamente e tentar encontrar o lema oculto. Eles tratavam de contra-exemplos globais mediante o método heuristicamente estéril de antiexcessão” (LAKATOS, 1978, p.177).

O autor termina a obra concluindo que se fosse utilizado o método heurístico, “...dissiparíamos o misticismo autoritário da Matemática abstrata” (enfoque dedutivista) e “...atuaríamos como freio à degeneração” e completa afirmando que “...uns poucos estudos de casos dessa degeneração fariam muito bem à Matemática” (LAKATOS, 1978, p.199).

2.4. Os Cortes de Dedekind

De acordo com Boyer (1974) o movimento conhecido por Aritmetização da Análise, ocorreu em 1872 sob influência, principalmente, de Weierstrass, Cantor e Dedekind (1831 – 1916). Havia duas razões para instauração do movimento: a falta de confiança nas operações sobre séries infinitas e a falta de qualquer definição de número Real.

Vários matemáticos tentaram dar uma definição para os números reais como limite de uma seqüência de números racionais, mas sem sucesso. Até que Dedekind estabeleceu uma definição de números Reais que é a mais aceita hoje.

Dedekind e Cantor desenvolveram a definição dos números Reais. Dedekind concluiu que o conceito de limite deveria ser desenvolvido através da aritmética apenas para ser rigoroso, mas ele procurou um outro enfoque sobre o problema. Dedekind percebeu que os números Racionais são densos, mas não formam um tipo do contínuo e refletindo sobre a questão, chegou à conclusão de que a essência da continuidade de um segmento de reta não se deve a uma vaga propriedade da ligação mútua, mas a uma propriedade exatamente oposta – a natureza da divisão do segmento em duas partes por um ponto sobre o segmento. Com isso, Dedekind deu o conceito de Corte e ressaltou que esse simples conceito revelaria o segredo da continuidade.

Segundo Boyer (1974), após Dedekind e Cantor darem a definição de números Reais através do conceito de Corte, Dedekind percebeu que, a partir de então, podia-se provar os teoremas sobre limites sem recurso à geometria.


O assunto que apresentamos aqui agora precisa ser desmontado, no sentido proposto por LAKATOS (1978). O resultado, talvez um dos mais importantes do século XIX é apresentado abaixo. Os Cortes garantem a existência do números reais. A partir do Postulado de Dedekind  torna-se consistente a possibilidade da convergência de seqüências para números  irracionais. Obviamente o conceito de Limite de Weierstrass (1815-1897) vem a o grande instrumento para constituir esses números que ganham sua fundamentação a partir do Postulado incessantemente mencionado neste texto.

Dedekind resolveu a problemática dos números irracionais da seguinte maneira:

Seja uma reta P e um ponto p sobre ela; através deste ponto repartimos a reta em duas classes: a classe (A) dos pontos que estão à esquerda de p, e a classe (B) dos pontos à direita de p.

O próprio p pode ser colocado em uma classe ou em outra.

Uma repartição construída dessa forma satisfaz:



1) Nenhum ponto escapa à repartição.

2) Todo ponto da classe (A) está à esquerda de todo ponto da classe (B).

Diz-se que se tem um corte do qual (A) e (B) são as classes constitutivas.

Qualquer ponto p da reta produz um corte na reta. Será que todo corte provém de um ponto nela? 

Postulado da Continuidade de Dedekind: todo corte da reta é produzido por um ponto dela, isto é, qualquer que seja o corte (A, B), existe sempre um ponto da reta que separa as duas classes (A) e (B).

Aplicando o conceito de corte nos Reais, fazemos o critério “estar à esquerda de”, em ponto, corresponder ao critério “ser menor que” em números.

Tem-se um corte em Q quando existirem duas classes (A) e (B) de racionais tais que:

1) ( r racional está classificado em (A) ou em (B).

2) ( x em (A) temos x < y , ( y em (B).


No conjunto Q há cortes (A,B) que não têm elementos de separação.

Seja a repartição dos números racionais em duas classes  (A) e (B):

· x pertence a (A), se x é racional e x2 < 2 

· y pertence  a (B), se y é racional e y2 > 2 

Mas o número b, tal que b2 = 2, não existe no campo racional, ou seja, b não pode ser da forma (p/q) com p e q inteiros e q ( 0.

Uma repartição assim construída trata-se de um corte, pois:

1) ( x racional, x está classificado.

2) r2 < 2< s 2  resulta  r < s

Entretanto, o elemento de separação trata-se de 
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 que não é racional. Portanto, o conjunto Q não satisfaz o Postulado de Dedekind.

Ou seja, a diferença entre Reais e Racionais é estabelecida pelo conceito de corte.

Analisando sob o enfoque de LAKATOS (1978), podemos notar que a conjectura primitiva segundo a História (CARAÇA, 1948) é a tentativa de escrever todos os números sob a forma de 
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 primos entre si. Entretanto, isto somente é possível para os números racionais.

Até aqui estamos falando da existência dos números reais. Continuaremos a percorrer o conceito de número real tomando o trabalho de CARAÇA (1978) para nos ajudar a organizar as atividades sem cair no método dedutivista. Devemos confessar que quebrar com a estrutura que reina há séculos não tem sido tarefa fácil, entretanto, encontramos neste autor uma luz sobre um tratamento acerca da continuidade. 

2.5. A continuidade

Voltamos a ler a obra de CARAÇA (1948), intitulada Conceitos Fundamentais da Matemática, agoras enfocamos o segundo capítulo da terceira parte, chamado Um Novo Instrumento Matemático – As Séries, pois acreditamos ser necessário voltar a estudar este assunto sob um enfoque diferente do proposto por LIMA (1976), no primeiro ano deste projeto.

CARAÇA (1948) inicia se perguntando se seria possível “...determinar o espaço andado por cada um dos dois móveis até o ponto de encontro” (p.238), na realidade trata-se do argumento que Zenão de Elea utilizou para arruinar a concepção pitagórica. E mostra que sim, por se tratar da soma de parcelas infinitas
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e “...por se tratar da soma dos termos duma progressão geométrica de razão 
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” (CARAÇA, 1948, p.238-239).

Neste momento, CARAÇA (1948) mostra a importância do conceito de limite para a continuidade, aplicando-o sobre a soma e resultando que 
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 (p.239).

O autor começa agora um interessante diálogo com o leitor, discutindo sobre a perigosa idéia de associar a identidade
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como uma soma de infinitas parcelas e suas conseqüências (CARAÇA, 1948, p.239). Ele ainda aponta para o fato que a soma de infinitas parcelas não possuem, em geral, as mesmas propriedades de uma soma de finitas parcelas e, com isso, CARAÇA (1948) completa dizendo que será melhor “...banir da nossa linguagem tudo que possa originar confusões” e “...aquilo a que chamaste de soma duma infinidade de parcelas [...], vamos passar a chamar-lhe uma série”, indicando como será distinguida uma série de outra: através do conceito de convergência, que depende do conceito de limite (p.240-242). 

A partir de então, CARAÇA (1948) mostra o conceito de convergência, suas propriedades, suas relações sobre as propriedades da soma (associativa e comutativa) e a operação sobre séries.

O autor volta a ter uma conversa com o leitor. Nesta conversa, o leitor estranhou o fato de os matemáticos terem trabalhado com um instrumento, isto é,  a série, desconhecida por mais de 200 anos e o autor respondeu que foi exatamente isso que ocorreu e que somente no primeiro quarto do século XIX, através da “...obra de Bolzano e depois de Cauchy, se assentou em bases rigorosas o conceito de convergência”, ressaltando que a “...teoria das séries oferece-nos um dos mais flagrantes exemplos de como as necessidades atuam como agulhões na criação dos conceitos, independentemente da sua ordenação lógica” (CARAÇA, 1948, p.262).

Além disso, CARAÇA (1948) diz que “..isto é a Ciência tal como ela se faz; por isso ela nos apresenta um tão maravilhoso paredes-meias dos triunfos mais luminosos com os fracassos mais retumbante”, que 

...verdade e erro não podem tornar-se em absoluto, mas têm significado apenas quando apostos contra o seu contexto. De época para época, este varia e varia conseqüentemente o significado da verdade e erro” e que “nisso só vejo uma prova do caráter histórico e não absoluto da verdade; uma prova de que a Ciência é feita pelos homens para os homens, sujeitos a todas as suas limitações (p.262-263).

Nesta conversa ainda, o autor mostra que as séries é uma boa ferramenta para obter o valor aproximado de números transcendentes como o ‘
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Mas afirma que, é claro, “...o trabalho com séries não se reduz, de modo nenhum, ao cálculo aproximado da sua soma” (CARAÇA, 1948, p.265).

No Capitulo III, CARAÇA (1948) prossegue falando sobre o problema da continuidade.

Neste Capítulo, o autor faz a definição fundamental de Limite, dizendo que “...
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” (CARAÇA, 1948, p.274). 

O autor enuncia as propriedades, tanto operatórias quanto de passagem ao limite, além da condição de existência desses Limites (como limites laterais iguais).

Adiante, CARAÇA (1948) define a teoria da continuidade dizendo que “...
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 do seu domínio quando forem nesse ponto, satisfeitas as seguintes condições: (a) existe e é finito o valor da função no ponto 
[image: image33.wmf]a

; (b) existe e é finito o limite da função no ponto 
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; (c) esse limite é igual ao valor da função no ponto 
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”, ou seja,

“
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 finito”,

e ressalta que “...a continuidade confere portanto às funções uma especial regularidade de comportamento” (p.280).

Bem, esta definição dada, se refere, segundo o autor, exclusivamente à continuidade num ponto. Neste instante, CARAÇA (1948) traz a definição de continuidade num intervalo, afirmando que “...a função 
[image: image37.wmf])
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, real de variável real, diz-se contínua no intervalo 
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,
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 quando nesse intervalo não existe nenhum ponto de descontinuidade da função” (p.284).

O autor levanta agora um problema: “a continuidade confere, como vimos, uma especial regularidade de comportamento a uma função. Quais são as propriedades pelas quais se exprime esse comportamento” (CARAÇA 1948, p.285). E exibe duas dessas propriedades: (a) limitação e; (b) valores compreendidos. Segundo ele, (a) “toda a função contínua num intervalo fechado é limitada nesse intervalo”; e que (b) “...se uma função é contínua num intervalo, ela satisfaz nesse intervalo à propriedade dos valores compreendidos”, ou seja, esta função é “...tal que para ir dum valor A para um valor B
[image: image39.wmf]¹

A, quaisquer, assumidos nesse intervalo pela função, ela passa, uma vez pelo menos, por todos os valores compreendidos entre A e B” (p.285-286).

CARAÇA (1948) finaliza o capítulo apresentando algumas funções contínuas como (a) todos os polinômios de coeficientes inteiros, (b) funções racionais 
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, onde apenas as raízes de 
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 são pontos de descontinuidade, (c) as funções trigonométricas 
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 e 
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cos

, (d) as funções trigonométricas 
[image: image44.wmf]x

tg

, 
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, 
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 e 
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, que possuem infinitos pontos de descontinuidade, e (e) a função exponencial e a função logarítmica (p.287-289).

2.6. Elementos para a preparação do material

Como podemos ver na obra de LAKATOS (1978), o primeiro passo do descobrimento matemático é a conjectura primitiva. Pois bem, lançaremos então a seguinte conjectura primitiva, criada a partir de um exemplo dado na obra de CARAÇA (1948, p.239-241): “Seja 
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uma identidade qualquer, do tipo 
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. Podemos chamá-la de ‘soma de uma infinidade de parcelas’ a identidade 
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Não elaboramos ainda o segundo passo da lógica do descobrimento matemático, que é, segundo LAKATOS (1978), uma prova rústica. Entretanto, o terceiro passo que, ainda segundo o autor, são os contra-exemplos à conjectura primitiva, já podemos citar vários exemplos como as identidades (a)
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, (b)
[image: image52.wmf]....

1

1

1

1

+

-

+

-

 e tantas outras identidades que não são absolutamente convergentes (CARAÇA, 1948, p.239-241), mas é claro que, este passo deverá surgir naturalmente nos encontros com os cinco estudantes. 

3. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Por meio programa de LAKATOS (1978) Provas e Refutações e do trabalho de CARAÇA (1948) sobre o conceito de números Reais, elaboramos atividades para trabalhar os Cortes de Dedekind e o conceito de Limite no Ensino Médio.

O próximo passo é verificar se o último objetivo será alcançado, ou seja, se esta proposta é razoável enquanto transposição didática para o Ensino Médio.
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