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Resumo

Estas notas foram elaboradas a partir de um trabalho de mesmo nome apresentado na disciplina Projeto de Ensino da Matemática sobre a orientação do Professor Sérgio Alves do Instituto de Matemática e Estatística da Universidade São Paulo, cujo objetivo era a apresentação de um dos mais belos e desconhecidos fatos da geometria: a demonstração do resultado que estabelece os sete padrões quanto às simetrias de uma faixa decorativa.

Como parte fundamental do trabalho, pretendemos mostrar como esses padrões são utilizados na civilização islâmica, civilização esta que nos apresenta uma arte riquíssima. A arte islâmica não é restrita a um único país ou a um povo em particular. Ela é formada pela combinação de circunstâncias históricas tendo sido assimilada pela arte e cultura de diversos povos conquistados ao longo de vários séculos.

 A religião islâmica foi elemento fundamental na formação dos estados árabes, razão pela qual política e religião conviveram lado a lado. O Islamismo não permite o uso de figuras humanas em manifestações artísticas, fato que fez com que os árabes desenvolvessem a arte abstrata das figuras simétricas. Eles desenvolveram toda técnica nessa área sem saber que usavam conceitos matemáticos avançados em relação à pavimentação do plano. 

Embora os PCNs (Parâmetros Curriculares Nacionais) estabeleçam a utilização de simetria e transformações no ensino de geometria existe uma enorme deficiência deste tema em nossos livros didáticos. O nosso trabalho vem na direção de oferecer ao professor uma aplicação da geometria na arte, utilizando como ferramenta fundamental essas transformações geométricas.

1. Breve Histórico da Arte Islâmica

Introdução

A arte islâmica abrange a literatura, a música, a dança, o teatro e as artes visuais de uma vasta população do Oriente Médio que adotou o islamismo a partir do século VII. Em sentido estrito, a arte dos povos islâmicos inclui apenas as manifestações diretamente surgidas da prática religiosa, no entanto, é comum que o termo abarque todos os gêneros da arte produzida pelos povos muçulmanos, associada ou não à religião.  Com a expansão do Islamismo, os mosaicos de características essencialmente romanas ganharam novos contornos e características no mundo árabe. Por razões religiosas que proíbem a reprodução de seres vivos, a motivação passou a ser os arranjos geométricos, nos quais os árabes tanto se distinguiram. Da pedra dura passaram ao uso de peças cerâmicas, esmaltadas, multicoloridas e formato capaz de garantir sua reprodução até o infinito. Os mosaicos de desenhos geométricos ganharam um novo sentido no mundo muçulmano, revelando a forte inspiração de seus geômetras, que muito contribuíram para o avanço da ciência matemática em todo o mundo.

Na esteira desta vocação, o holandês Maurits Cornelis Escher, nascido em 1898, iria maravilhar o mundo das artes com a aplicação da geometria dos mosaicos muçulmanos em seus desenhos de repetições matemáticas, hoje disseminados e apreciados em todas escolas de artes plásticas. Escher apoiou-se muito na cultura recolhida no Palácio de Alhambra, em Granada e na Mesquita de Córdoba, ambas na Espanha, construídas pelos mouros. 

A Arte e a Arquitetura Muçulmana

Assim como no caso da Ciência, também nas Artes foi o Alcorão Sagrado que estabeleceu a iniciativa de seu desenvolvimento, entre os muçulmanos.

A proibição da representação de figuras de animais incluindo a do ser humano não parece, entretanto, ser absoluta, porém o Profeta Mohamed (que a Paz e a Bênção de Deus estejam sobre ele), impôs uma restrição a este tipo de atividade. As razões para tanto são metafísicas, bem como biológicas e sociais. Na criação, dos diversos reinos, o animal é a mais alta das manifestações, sendo os minerais e vegetais de ordem inferior. Portanto, na sua ansiedade de mostrar um profundo respeito pelo Criador, o homem reserva a Deus o privilégio da criação suprema, e se contenta com a representação de seres e objetos inferiores. O aspecto biológico é o de que o talento não aproveitado reforça aqueles que estão em uso constante. Desse modo, o cego possui uma memória e uma sensibilidade que são muito superiores às dos homens normais. Quanto ao aspecto social, o horror ao chauvinismo degenera em idolatria, e a restrição à representação de formas animais imporia, também, uma restrição à idolatria. Há, no entanto, várias exceções, tais como os brinquedos das crianças, a decoração de tapetes e tapeçarias, ambos, explicitamente tolerados pelo Profeta Mohamed (que a Paz e a Bênção de Deus estejam sobre ele), as necessidades científicas para o ensino da anatomia, antropologia, etc.

A história demonstra que este freio à arte figurativa, entre os muçulmanos, nunca conteve a arte em geral; pelo contrário foi atingida uma evolução surpreendente, nas esferas não figurativas. O próprio Alcorão Sagrado recomendou grandeza na edificação das Mesquitas. As de Sulleimanyiah em Istambul na Turquia, o Taj Mahal na cidade de Agra na Índia, o Palácio de Al Hambra na cidade de Granada na Espanha, a Mesquita Bhong no Paquistão, e outros monumentos, não são, de modo algum, inferiores às obras primas arquitetônicas de outras civilizações, quer em termos de arquitetura, quer em termos de decoração artística. 

A caligrafia, como arte, é uma especialidade da arte Islâmica, em vez de se usar as imagens; e esta arte caligráfica é empregada na pintura mural ou na escultura, na decoração de tecelagens finas e outros materiais. Outra arte típica dos muçulmanos é a recitação do Alcorão Sagrado, desacompanhada de instrumentos musicais e em versos. A leitura do Alcorão Sagrado tem atraído grande atenção, desde os tempos do Profeta Mohamed . Os mais belos tapetes de toda a história da arte são persas e datam dos séculos XVI e XVII. Foram produzidos em Tabriz, Kashan, Herat e Isfahan, na dinastia dos safávidas. Feitos de lã, seda e outros materiais, os tapetes persas, a exemplo do que ocorrera séculos antes com os turcos, tiveram grande aceitação no Ocidente. 

Em suma, no reino das artes, os muçulmanos fizeram contribuições valiosas, evitando as suas características mais danosas, desenvolvendo os seus aspectos estéticos e inventando coisas novas, para as enriquecer, nesta esfera, também, a sua cota de participação, no desenvolvimento das artes foi considerável. 

2. Descobrindo padrões em mosaicos

Padrões de simetria em faixas

Ao redor do friso de um edifício antigo existe, em geral, um desenho formado pela repetição de alguma figura ou motivo. Este fato também é bastante observado em tapetes e alguns objetos decorativos.

A propriedade essencial destes ornamentos é a existência de uma translação “minimal”, numa única direção, que desloca tal figura “indefinidamente” ao longo de uma faixa. Além destas translações outras simetrias aparecem nas repetições do motivo.

Evidentemente, existe uma variedade infinita de temas para estas ornamentações. Contudo, levando-se em conta apenas as simetrias que deixam invariantes tais frisos, veremos que existem sete tipos possíveis de padrões de simetria. São os chamados grupos de fitas, faixas ou frisos.

Um grupo de transformações de um plano euclidiano P é chamado discreto se qualquer ponto P 
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 P possui um conjunto discreto de imagens pelas transformações do grupo.

Grupos discretos de isometrias que possuem translações, distintas da identidade, mas somente em uma direção, são chamados grupos de fitas faixas ou frisos. Esta direção distinguida é denominada o centro do grupo de fitas.

Seguimos com exemplos dos sete padrões de simetria.

Padrão 1
i)Simetria de translação horizontal.

[image: image3.png]RN N WA







Padrão 2

i) Simetria de translação (horizontal)

ii) Simetria de reflexão (em relação às retas verticais tipo a e tipo b)
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Padrão 3

i) Simetria de translação (horizontal)

ii) Simetria de reflexão transladada (em relação a uma reta de deslizamento r horizontal)
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Padrão 4

i) Simetria de translação (horizontal)

ii) Simetria de reflexão (em relação a uma reta horizontal r)

iii) Simetria de reflexão transladada (com reta de deslizamento horizontal r).
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Padrão 5 

i) Simetria de translação(horizontal)

ii) Simetria de rotação (180º) (em torno de pontos do tipo A e B)

[image: image7.png]



Padrão 6 
i) Simetria de translação (horizontal)

ii) Simetria de reflexão (em relação a duas famílias de retas verticais a e b; em relação à reta horizontal r)

iii) Simetria de reflexão transladada (com reta de deslizamento r)

iv) Simetria de rotação (180º) (em torno de pontos do tipos A e B)
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Padrão 7
i) Simetria de translação (horizontal)

ii) Simetria de reflexão (em relação a duas famílias de retas verticais a e c)

iii) Simetria de reflexão transladada (com reta de deslizamento horizontal r, e vetor com módulo igual a distancia entre os pontos A e C).

iv) Simetria de rotação (180º) (em torno de pontos do tipos B e D)
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3. Os sete grupos de fita

Organograma dos grupos de fita

A identificação dos sete grupos de fita pode ser feita a partir de algumas perguntas.

i) Existe um ponto de simetria?

ii) É o centro do grupo de fita um eixo de simetria?

iii) Existe algum outro eixo de simetria?

iv) O padrão é fixado por uma reflexão transladada?

As respostas dessas perguntas nos permitem determinar o grupo de simetria das faixas. A notação utilizada no esquema a seguir é devido ao matemático húngaro Fejes Tóth. O índice inferior 2 ou 1 na letra F  indica se existe ou não uma rotação de 180º no grupo. O índice superior 1 indica o centro do grupo como eixo de simetria. O índice superior 2 indica que o centro do grupo não é eixo de simetria mas existe uma perpendicular ao centro como eixo de simetria. Finalmente o índice superior 3 é deixado para o caso especial em que o grupo contém somente reflexões transladadas (e translações). 
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4. Classificação dos grupos de fitas

Grupos de fitas (ou frisos) são grupos discretos de isometrias que possuem translações distintas da identidade, mas em uma única direção.

Uma isometria do plano é própria, se ela é a composta de um número par de reflexões em relação a retas e imprópria, se o número de fatores da composição é impar.

Tomemos F como um grupo de fita. O conjunto das translações e o conjunto das isometrias próprias contidas em F formam dois subgrupos de F, distinguidos da seguinte forma:

1) Grupos de fitas que contêm somente isometrias próprias.

A) Grupos de fitas que possuem somente translações.

B) Grupos de fitas que possuem translações e rotações.

2) Grupos de fitas que contêm isometrias impróprias.

C) Grupos de fitas que possuem reflexões em retas.

D) Grupos de fitas que possuem reflexões transladadas.

Mostraremos a seguir de maneira bastante sucinta a existência de:

1 grupo F1 do tipo A

1 grupo F2 do tipo B

2 grupos F1 do tipo C

2 grupos F 2 do tipo C

1 grupo não enumerado do tipo D

Para cada um destes casos haverá exemplos tirados da arte islâmica.

Maiores detalhes podem ser encontrados em nosso projeto de Ensino da Matemática de mesmo título que o atual trabalho.

A) Grupos de fitas que possuem somente translações

Seja F um grupo desse tipo. Todas as translações em F tem a mesma direção.

Teorema

F é um grupo cíclico infinito, gerado por uma translação 
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]Î

 F cujo vetor tenha módulo mínimo 
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 Indicamos este grupo pela letra F1.
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B) Grupos de fitas que possuem translações e rotações
Um grupo de fita contém sempre translações distintas da identidade. Então, para todo grupo de fita é válido o seguinte resultado:

 Teorema

O conjunto das translações contidas num grupo de fita F forma um subgrupo. Esse subgrupo contém somente translações em uma única direção e é, portanto, um grupo de fita do tipo F1 , gerado por uma translação 
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Teorema

Cada rotação contida num grupo de fita F tem ordem 2, isto é, são reflexões em relação a pontos.

Teorema

Seja F um grupo de fita com translação minimal 
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. Se a reflexão R
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 é um elemento de F, todas as R
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]=
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, também pertencem a F e estas reflexões em relações a pontos são as únicas contidas em F.

Teorema

Se F é um grupo de fita contendo translações e rotações, mas não isometrias impróprias, então os únicos elementos de F  são as translações e as reflexões em relação pontos. Este grupo será indicado por F2.
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Há, portanto, somente dois tipos de grupos formados por isometrias próprias: F 1 e F 2.

C) Grupos de fitas que possuem reflexões em retas

Teorema

Se a reflexão R
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 pertence ao grupo de fita F de translação minimal 
[image: image25.wmf]v

T
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]v
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Este teorema implica que precisamos distinguir quatro tipos de grupo de fitas de translação minimal  
[image: image29.wmf]v

T

 contendo uma reflexão R
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i) m // 
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 e o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias, é do tipo F1. Este grupo será representado pela letra F11.
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ii) m // 
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 e o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias, é do tipo F2. Este será o grupo F21.
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iii) m 
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]v
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  e o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias, é do tipo F1. Teremos então o grupo F12.
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iv) m 
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 e o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias, é do tipo F2. Denominamos este grupo por F22.
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D) Grupos de fitas que possuem reflexões transladadas

Seja F um grupo de fita de translação minimal 
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 uma reflexão transladada de F.

a) i = 2k, 
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Quando analisamos esse caso recaímos no caso C. Como a reta m é paralela à direção das translações, obtemos um grupo do tipo F11 ou F21, conforme o subgrupo das isometrias próprias seja do tipo F1 ou F2.
b) i = 2k + 1, 
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1) Se o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias, é do tipo F1, Fcontém somente translações e reflexões transladadas.

Este grupo é diferente dos grupos de fitas já obtidos e será indicado por F13.
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2) Considerando o subgrupo de F, formado pelas isometrias próprias do tipo F2, e sejam R
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, as reflexões em pontos do grupo F, e s a reta que passa pelos pontos Mi, 
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F é um grupo de fita que contém uma reflexão numa reta perpendicular a s que não passa por nenhum dos pontos Mi, 
[image: image51.wmf]Z
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, e é, portanto, do tipo F 22.

Assim estudamos os grupos de fita que contém uma reflexão transladada: F 11, F 21, F 22, F 13.
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