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Resumo:Embora a matemática seja um dos conhecimentos mais valorizados  na sociedade moderna é, no geral, um dos mais inacessíveis e produtor de fracassos. Situando essa questão no contexto escolar, o objetivo da mesa redonda é o de debater sobre as dificuldades e erros na aprendizagem matemática, procurando examinar a natureza de tais dificuldades e os mecanismos produtores de erros. Tomando por base algumas investigações realizadas sobre solução de problemas aritméticos, envolvendo  operações de multiplicação e divisão, bem como aquelas relacionadas ao tratamento da informação nas séries iniciais, serão discutidas  as possíveis origens das dificuldades e erros, relacionando-os ao próprio conhecimento matemático, às situações didáticas e aos processos cognitivos do aluno. 
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1- Introdução: a natureza dos conceitos matemáticos

De forma geral a Matemática, segundo Ponte e Serrazina (s/d) é considerada a ciência que tem como objeto a quantidade e o espaço, ou seja, o número e a forma. Essa definição, embora corresponda às atividades que deram origem à matemática na humanidade, atualmente é mais abrangente, sendo tratada como a ciência das regularidades em geral e como tal é um modo de pensar e de verificar as descobertas de regularidades propostas por outros campos de conhecimento. 
Para tanto se desenvolve também como linguagem, constituindo-se como um meio de comunicação e uma ferramenta para descrever, analisar problemas, bem como intervir nas suas soluções.



A busca de regularidades está na base de toda tentativa de compreender e explicar os fenômenos à nossa volta e as relações entre eles. Piaget, em várias obras, mostra que esse processo é inerente ao funcionamento da inteligência humana e se manifesta desde os primórdios do seu desenvolvimento, na tentativa de estabelecer relações.

Dessa forma, todo conceito expressa alguma forma de elemento comum ou regularidade existente para uma classe de objetos, fenômenos, situações e ou relações entre eles.

A descoberta de regularidades, portanto, não só na matemática, supõe um raciocínio hipotético dedutivo, ou seja, imaginar respostas aos problemas e submetê-las à prova até que se tornem consistentemente elaboradas. O que é peculiar à matemática é que para o estabelecimento de uma verdade matemática as provas não são de caráter experimental, mas se apóiam em verdades já estabelecidas (axiomas), a partir das quais se pode fazer demonstrações lógicas e chegar a novos resultados ou teoremas. As novas descobertas ou os novos teoremas precisam ser comunicados, donde a necessidade de uma linguagem própria à matemática. 

Em conseqüência o conhecimento matemático é axiomático-dedutivo, embora isso não signifique que esse conhecimento é acabado, pois está em permanente construção. A matemática é um campo de conhecimento que se origina socialmente dos problemas criados e propostos por outros campos ou pelos próprios problemas oriundos da sua própria investigação.

 A busca de relações e regularidades faz parte da atividade humana e como tal a matemática não é só uma atividade do cientista, mas de todos os que ensinam e estudam matemática.

Além de ser um conhecimento situado historicamente a matemática apresenta muitas facetas dependendo dos usos que dela se fazem na sociedade. Assim temos a matemática como campo de investigação, a matemática utilizada ou aplicada a várias áreas do conhecimento e a matemática escolar.

2- A produção dos erros na aprendizagem escolar de matemática

Atualmente, a análise de erros, como forma de investigação dos problemas relacionados ao ensino e aprendizagem escolar de matemática, tem contribuído de forma significativa para compreender a natureza dos erros produzidos. Na realidade, muito recentemente os erros deixaram de ser vistos como algo negativo a ser evitado a todo custo.


A concepção de erro sofreu alterações a partir da mudança de paradigma  ocorrida na segunda metade do século passado, quanto ao referencial epistemológico, tanto do ponto de vista da construção do conhecimento científico, quanto da construção do conhecimento pelo sujeito. A crença na existência de uma verdade absoluta, baseada no poder da razão ou advinda da observação de fatos empíricos, foi colocada em xeque por vários autores, dentre os quais se destacam Popper (1980) e Bachelard (1967) e substituída por uma concepção relativista de ciência em que o conhecimento não é absoluto, mas sempre incompleto. 
A partir da comparação de dois paradigmas, o do tratamento dogmático e do tratamento científico das informações, Favre (1995) apontou alguns reflexos sobre as atitudes cognitivas frente ao erro, resumindo-as no seguinte quadro:

	Tratamento  dogmático   das 

informações
	Tratamento científico das                                                                 informações



	Enunciado com formulação implícita

 Erro pode ser mascarado 


	Formulação explícita dos enunciados

 Erro pode ser exposto

	Afirmações dogmáticas/ pré-juízos

 Erro deve ser excluído
	Hipóteses/construção de modelos provisórios e aproximativos

 Erro está potencialmente presente 

	Fabricação de sistemáticas/

reforçamento de dogmas
 Erro é evitado

      
	Busca de contra-evidências 

 Erro indica validade dos modelos

	Atitude projetiva baseada na objetividade pura

 Erro é visto como falta
	Atitude reflexiva, incorpora e reflete sobre a subjetividade

 Erro é sinal de informação incompleta, portanto, geradora de questionamentos

       


Paralelamente, no que se refere à construção do conhecimento pelo sujeito, a abordagem psicogenética do desenvolvimento e da aprendizagem proposta por Piaget (1974,1976), analisa o erro como expressão do processo de adaptação, ou seja, da tentativa de assimilação da realidade pelos esquemas de ação. Nesse sentido os erros não são casuais, mas constitutivos do mecanismo funcional do processo de construção do conhecimento. Essa abordagem tem sido aplicada à aprendizagem de conteúdos escolares de matemática por vários autores. Brousseau (1983) aponta vários obstáculos que podem interferir na aprendizagem de conceitos matemáticos. Para o autor os erros podem revelar certas concepções dos alunos em relação a um determinado conhecimento que, por serem muito estruturadas constituem um obstáculo de caráter epistemológico, conforme denominou Bachelard (1967). Os erros podem ainda advir de outros obstáculos relativos à forma de ensinar ou de estabelecer o contrato didático, tanto quanto das limitações que o desenvolvimento do aluno pode apresentar.

A teoria dos campos conceituais (Vergnaud,1990) mostra também que a aprendizagem de conceitos não é pontual, mas depende de desenvolvimento. Os esquemas, como organizadores invariantes da ação se constroem na medida em que se enfrenta situações problema, se abstraem e se incorporam as regras de ação para as diferentes classes de situações. Os erros resultam nesse caso da extensão dos esquemas a uma classe de situações não pertinente, quer porque o esquema se aplica a uma classe muito ampla, produzindo generalizações abusivas, quer porque se limita a situações muito específicas. Em qualquer dos casos, o erro não é casuístico, mas indicador do mecanismo próprio de construção dos esquemas que se constituem e ganham significado quando se enfrenta novas situações no meio.

Dessa forma, o erro tem sido considerado como um aspecto constitutivo do processo de aquisição e consolidação do conhecimento, tanto no caso da ciência como do sujeito.Tal qual um termômetro, os erros produzidos pelas crianças ao aprenderem matemática devem ser encarados como indicadores da atuação dos processos subjacentes à construção de um conceito e das variáveis que influenciam externamente esses processos, sobre tudo aquelas ligadas ao processo de ensino e aprendizagem (Charnay,1992). Para entender os erros mais freqüentes no processo de ensino e aprendizagem escolar é necessário investigar a natureza e a produção de conceitos de um dado campo de investigação, no caso a matemática, explicitando as principais dificuldades associadas à construção dos mesmos.
3- A origem dos erros e das dificuldades na aprendizagem matemática

A matemática é um dos conhecimentos mais valorizados e necessários na sociedade moderna. Porque é o um dos mais inacessíveis e produtor de fracassos? O que está envolvido na aprendizagem de conceitos matemáticos que possa explicar os erros e dificuldades dos alunos? Na realidade não existe uma causa única para responder a essa questão, mas um conjunto de variáveis em jogo, de diferentes ordens, relativas à própria natureza dos conceitos matemáticos, à forma de ensiná-los ou às condições do aluno para aprender.

3a) A natureza dos conceitos matemáticos


Algumas das características dos conceitos matemáticos, podem, no geral, ser responsáveis pelas dificuldades encontradas pelos alunos.

  
A aprendizagem de conceitos matemáticos é de natureza lógico-matemática e não empírica.

Os conceitos não são extraídos da experiência em si com os objetos concretos e ou situações que ela envolve, mas das articulações que o pensamento faz entre as ações que realizamos. O conceito de número, por exemplo, não se forma simplesmente porque as crianças contam objetos, mas quando elas coordenam os princípios de correspondência biunívoca, de ordem invariável e de cardinalização, como mostraram os estudos de Piaget e Szeminska  ( 1971), Gelman e Gallistel( 1978). 

Os conceitos matemáticos se baseiam na capacidade geral da inteligência humana de fazer relações de natureza necessária e não contingente.

 A inteligência humana se caracteriza pela capacidade de fazer relações. As relações que o pensamento matemático estabelece são de caráter necessário e universal, porque o “conhecimento na matemática diz respeito ao acordo de suas construções consigo mesmas”, conforme afirma Ramozzi-Chiarottino (1988,p.22). Por exemplo, a adição de dois números, 5 e 7, na base 10 é necessariamente 12, ou seja, essa é a única resposta possível, dadas as propriedades desse sistema de numeração, assim como a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180º. Diferentemente das relações contingentes que realizamos para interpretar situações cotidianas, o pensamento matemático se baseia em relações necessárias que independem do espaço e do tempo.

Os conceitos matemáticos se formam por dedução e não por indução.

 O raciocínio indutivo está presente nas interpretações e explicações causais  a respeito da realidade e na formação do pensamento cotidiano. As verdades matemáticas não podem se basear em dados empíricos ou provas experimentais e por isso  apóiam suas demonstrações   em axiomas por meio de um raciocínio dedutivo. No caso de relações transitivas, por exemplo, se A=B e B=C, deduz-se que A=C. Da mesma forma, observamos  que quando a criança descobre o princípio da seriação ela é capaz de colocar  em uma ordem qualquer, dois conjuntos com o mesmo número de elementos  (garrafas e tampas) de forma independente e deduzir que há correspondência entre eles.

Os conceitos matemáticos são abstratos: referem-se às regularidades distantes do diretamente observável. 

Todo conceito implica existência de regularidades abstraídas da comparação entre as várias situações em que seus elementos estão em jogo. No caso da matemática a exigência de abstração é muito maior e rigorosa porque supõe desvincular as regularidades de todos os elementos contextuais. Assim, a noção de número ou idéia de quantidade invariável, depende da abstração de todas as propriedades dos elementos enumeráveis, tais como: tamanho dos objetos, forma, cor, disposição no espaço, etc. Da mesma forma a álgebra, dado o seu caráter abrangente possibilita uma amplitude muito maior de resolução de problemas.O avanço em matemática depende, portanto, da descontextualização progressiva dos conceitos em relação a intenções ou circunstâncias imediatas.

 A generalização ( de regras, categorias ou estratégias) demanda reconhecer as condições para sua aplicação.

 Paralelamente ao processo de abstração que permite captar as regularidades, há outro processo complementar, o da generalização, por meio do qual atribuímos as propriedades ou atributos abstraídos a outras classes de objetos ou situações.No entanto, generalizar esquemas válidos em certas situações, para outras é um processo complexo porque envolve reconhecer os limites de aplicação dos esquemas. Por exemplo, as crianças, muito cedo, constroem a idéia de adição, relacionando tal operação à noção de juntar e acrescentar. Esse princípio, válido para o conjunto dos naturais não pode ser generalizado para o conjunto dos inteiros, no qual a união de dois conjuntos não resulta, necessariamente, uma maior quantidade. Da mesma maneira, uma criança que ordena os números na seqüência 4,05<4,5<4,15 está generalizando indevidamente para os decimais, princípios relativos aos números naturais. Abstração e generalização são, portanto, processos complementares porque é preciso não só abstrair o invariante para uma classe de situações, mas discriminar a quais situações se aplicam. Essa é uma das maiores dificuldades na aprendizagem de conceitos matemáticos, pois é difícil para os alunos reconhecerem os limites da generalização. Esse é um processo que demanda níveis mais específicos de aprendizagem o que nos permite afirmar que a aprendizagem escolar de conceitos matemáticos se baseia na hierarquia dos conceitos (domínio de  idéias, procedimentos anteriores) e na exigência de memorização e de prática.
Os conceitos matemáticos são expressos em uma linguagem específica.

 Todo pensamento se baseia em representações de diferentes níveis, ou seja: de uma ação por outra, imagens mentais ou linguagem. Como o pensamento matemático é resultado de abstrações e evolui na medida em que se descontextualiza, precisa ser expresso por uma simbolização própria. Embora as primeiras representações, tanto na história da matemática como na do indivíduo, sejam muito ligadas a situações concretas ou imagináveis, o avanço da matemática depende da desvinculação desses aspectos. A formalização dos inteiros, por exemplo, só avançou quando os matemáticos ampliaram o conceito de zero (de ausência de quantidade para ponto de origem), tanto quanto abandonaram a idéia de aplicar o modelo contábil, cabível na adição, à multiplicação de inteiros. 

Conforme Rivière (1995) a evolução do pensamento matemático depende da passagem de representações analógicas e intuitivas para representações analíticas que utilizam códigos mais abstratos e menos intuitivos. Embora a linguagem natural tenha algumas dessas características - dado que é convencional – e seja o ponto de apoio inicial para representar idéias matemáticas e dar-lhes significado, ela apresenta muitas ambigüidades. A linguagem natural tem a finalidade ampla de comunicar todo tipo de pensamento. No caso da matemática, ela é mais específica porque pretende comunicar as inferências, donde a necessidade de formalidade e de não ambigüidade.  Nesse sentido o conhecimento matemático é muito dependente de uma linguagem sintética, formal e universal, e como tal permite que os conceitos matemáticos se tornem objetos manipuláveis e calculáveis.


A linguagem matemática é, na realidade, uma segunda língua (ibidem) e aprender as regras sintáticas  dessa nova língua é um dos grandes desafios a serem enfrentados para aprender matemática. 

 

A relação entre linguagem natural e matemática é essencial, mas exige um longo aprendizado de diferenciação, pois a tradução de uma para a outra não se faz diretamente, mas de forma homomorfa, como afirma Vergnaud (1989), ou seja, não há uma correspondência biunívoca entre elas.

Vários exemplos podem ilustrar dificuldades, cuja origem está nas relações indiferenciadas entre a linguagem natural e matemática. Em problemas que se pede para operar com a diferença, como é o caso de calcular quanto um pai tem de idade a mais que um filho, é comum as crianças interpretarem a expressão “a mais” como indicador  para realizarem uma adição.  A aprendizagem da numeração escrita apresenta também muitas ambigüidades (Teixeira, 2000), tendo em vista as relações que os alunos fazem entre a numeração oral, de caráter aditivo e a escrita, de caráter posicional (por exemplo:1254 escrito como 1000200504).  Frente a uma representação fracionária pictórica como 1/8 de pizza, a leitura que os alunos fazem muitas vezes, não é expressão da relação parte-todo (o todo foi dividido em 8 partes iguais), mas da idéia de razão (uma parte pintada para 7 sem pintar). A tradução da linguagem natural para a algébrica apresenta também inúmeras dificuldades, como é o caso de escrever uma expressão algébrica para problemas do tipo: um aluno estudou 22 horas, tendo se dedicado o dobro do tempo à Língua do que à Matemática e 3 horas menos à História do que à Língua. Ao tentar descobrir quanto tempo o aluno estudou cada matéria é comum a dúvida entre quais das expressões é correta: x+2x+(3-2x) ou x+2x+(2x-3). (Riviére,1995)

Os códigos matemáticos por serem sintéticos, exigem uma interpretação que lhes é própria e esta aprendizagem é lenta e complexa.

3b) a natureza do ensino

 

No geral, o ensino de matemática padece de problemas semelhantes aos de outras disciplinas do currículo escolar, ou seja, segue um modelo padrão perpetuado pela tradição escolar que se pauta por princípios arraigados no fazer docente, como: 

- prática de organização dos conteúdos de forma dicotomizada que produz aprendizagens isoladas e sem significado;

-  utilização de situações didáticas padronizadas que não desafiam os alunos porque distante da realidade e  que não consideram as aprendizagens anteriores dos alunos e seus significados;

-  a crença de que a teoria deve sempre anteceder a prática, produzindo uma prática de ensino transmissivo, fundada no paradoxo de que aquilo que deve ser descoberto pelo aluno pode ser diretamente ensinado.

Mais especificamente o ensino da matemática apresenta outras características peculiares. 

A primeira delas diz respeito à dissociação dos aspectos sintáticos e semânticos da matemática. O aspecto semântico se refere aos significados que os fatos matemáticos revelam e o aspecto formal ou sintático, diz respeito à linguagem matemática.Conforme aponta Gómez-Granell (1997) o ensino de matemática tem oscilado entre essas duas tendências, gerando ambigüidades na prática dos professores e dificuldades ou incompletudes para a aprendizagem dos alunos. Quando se orienta por uma tendência sintática a ênfase é na linguagem formal, no domínio de regras e manipulação de algoritmos. De outro lado, quando a predominância recai sobre dimensão semântica, os aspectos valorizados são os conceituais e os processos utilizados são os da exploração intuitiva e invenção de procedimentos pelo aluno. Essa tendência defende a idéia de que o ensino da matemática não pode ser excessivamente verbal, mas baseado na manipulação e ação que garanta o significado dos conceitos matemáticos. Pesquisas recentes têm revelado que priorizar qualquer um desses aspectos no ensino de matemática conduz a compreensões parciais dos conceitos. Na realidade, os aspectos semânticos e sintáticos da matemática são indissociáveis e devem ser cuidados simultaneamente desde o ensino das noções matemáticas elementares, embora na prática isso não aconteça.

Uma outra característica diz respeito à utilização da resolução de  problemas como um método largamente  recomendado  para o ensino de matemática na escola. Os trabalhos realizados a esse respeito não têm mostrado bons resultados, porque de fato, o que tem sido posto em prática é uma metodologia de resolução de problemas como um fim em si mesmo e não como forma de investigação, conforme Chevallard, Bosch e Gascón (2001). Esse aspecto, segundo esses autores, está ligado à pequena visibilidade social das atividades matemáticas que, associada à situação didática em vigor na sala de aula produzem um “aprisionamento” da matemática na escola. 

“Os problemas escolares tendem a ser apresentados, efetivamente, como enunciados perfeitamente elaborados, cujos textos costumam esconder a problemática que lhes deu origem. Isso acontece a tal ponto que poderíamos falar de um autêntico “desaparecimento” das questões ou das tarefas reais que originaram as obras matemáticas estudadas na escola.” (ibidem, p.130)


Perde-se, portanto, neste modelo de ensino todo o caráter exploratório, conjetural que permite ao aluno construir um raciocínio matemático significativo e consistente, ou seja, que inclua fazer boas perguntas e encontrar soluções.


Ainda nesse sentido, Gómez-Granell (1998) faz uma crítica aos problemas escolares cujas características são muito diferentes dos “dilemas reais” presentes na vida cotidiana. No geral os problemas trabalhados na escola têm mais a ver com o objetivo de ensinar um método de resolver problemas ou aplicar um algoritmo e menos com a intenção de levar o aluno a formular ou resolver problemas.Isso não significa que o ensino de matemática deva se reduzir à matemática cotidiana e intuitiva, mas é preciso encontrar um equilíbrio entre o conhecimento cotidiano e o formal, de tal sorte que os alunos tenham acesso ao conhecimento matemático formal com significado.

3c) os processos cognitivos do  aluno

Há ainda que considerar que as dificuldades para aprender matemática não são só de origem externa. Algumas são originárias de características dos processos cognitivos do próprio aluno e do seu funcionamento, resultantes tanto dos processos internos ao seu desenvolvimento mental, quanto das limitações impostas pelo meio ao seu desenvolvimento.Em que pese a existência de fatores intrínsecos de base neurológica, tais como problemas de atraso cognitivo, de linguagem ou de atenção, sabe-se que são numericamente pouco significativos, sendo necessário, portanto, levar em conta os processos cognitivos que estão  na base da aprendizagem da maioria dos alunos.

Em primeiro lugar a aprendizagem de matemática tanto quanto de outros conceitos necessita de esquemas de assimilação e da possibilidade de abstrair elementos invariantes de certas situações ou relações e generalizá-los adequadamente. Esses processos, embora inerentes ao funcionamento da inteligência, podem ser mais ou menos desenvolvidos dependendo das solicitações que o ambiente proporciona. Dessa forma, é esperado que ao entrar em contato com um novo conceito na escola, as crianças apresentem diferenças quanto à compreensão, sendo necessário considerar os esquemas disponíveis, como ponto de partida, bem como o ritmo de aprendizagem de cada um..

De qualquer forma, é preciso lembrar que a “cegueira para a matemática”, como mostrou Krutetsky (1991), não existe. Embora alguns alunos demonstrem uma capacidade evidente para as matemáticas, há outros que não têm a mesma facilidade, tanto no que diz respeito à rapidez, quanto ao nível de complexidade alcançado. Segundo o autor a aprendizagem de matemática envolve as relações entre dois sistemas de sinais; o visual-imaginativo e lógico-verbal. Investigando as relações entre esses componentes em escolares de 11 a 14 anos com dificuldades em matemática, verificou que  todos apresentavam desenvolvimento insuficiente dos componentes lógico- verbais. No entanto, encontrou também que um desenvolvimento elevado desses componentes não é suficiente para garantir a capacidade para a matemática. Em síntese, o componente lógico-verbal é condição necessária, mas não suficiente para a aprendizagem matemática, significando que outros fatores podem contribuir para tais dificuldades. 

Há ainda que ressaltar, como aponta Rivière (1995) alguns aspectos básicos do processamento de informação tais como a  memória e a  atenção seletiva que podem influenciar a aprendizagem. Alguns estudos têm mostrado que certas crianças podem ter dificuldades especiais para conservar informação numérica na memória de trabalho, bem como aquelas que apresentam problemas de atenção podem ter dificuldades para empregar estratégias ordenadas e hierarquizadas, o que acarreta conseqüências negativas para a aprendizagem em matemática.

Para concluir


Em que pese todo o conjunto de fatores de diferentes ordens, geradores das dificuldades na aprendizagem de matemática, é sempre ao professor que cabe a tarefa de ensinar ou orquestrar uma sala de aula em que todos os aspectos descritos estão presentes e se combinam das mais diferentes formas.

 

De forma geral, podemos dizer, conforme aponta Gómez-Granell ( 1997) que os aspectos básicos - o sintático e o semântico –  devem ser equacionados para o  ensino de matemática, cabendo ao professor o desafio de fazer essa articulação. 

Sabemos que pensar matematicamente exige, desde cedo, um esforço de abstração e formalização o que demanda, por sua vez, desvincular o pensamento de propósitos e intenções imediatas. Ensinar matemática é fazer ao aluno um convite à abstração. Esse convite, no entanto, parece que só pode ser aceito ou compreendido se o professor adotar algumas precauções. Em outras palavras, o professor precisa ter uma metodologia que possibilite mediações progressivas entre os significados matemáticos e aqueles que o aluno domina. Em síntese podemos dizer que ensinar é  negociar significados.



Além disso, é necessário que a consciência da complexidade da produção de dificuldades na aprendizagem de matemática seja um elemento incorporado à formação docente. A formação do professor será sempre insuficiente se ela se limitar a algumas regras didáticas gerais, sem clareza dos principais obstáculos que cada um dos conceitos apresentam, para os quais o professor deve desenvolver metodologias específicas.
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