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Resumo

O artigo tem como objetivo discutir sobre uma possibilidade de trabalho nos cursos de
Cdlculo Diferencial e Integral. A idéia € legitimar as concepg¢des infinitesimais dos alunos, como
a tradicional que afirma que 0,999 ... € menor que 1, pois existe, de fato, uma diferenca entre os
dois ndmeros. Considerando dx e dy quantidades infinitesimais, os conceitos de Célculo sdo
desenvolvidos de forma diferente da tradicional. Um amdlgama conceitual formado por alunos de
um curso de graduacdo € apresentado para reforcar a idéia do trabalho com os infinitésimos.
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Introducao

As idéias que aqui serdo discutidas partem da dissertacdo de mestrado que desenvolvi no
Programa de P6s-Graduagdao em Educagdao Matemdtica da UNESP/ Rio Claro. O motivo de fazer
um mestrado nesta drea surgiu, principalmente, da experiéncia de ser monitora de Calculo na
Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Ali tive o primeiro desafio de praticar a Educacao

Matematica. Discutir sobre Célculo com os colegas fez com que eu refletisse mais seriamente a

. - c o dy . . )
respeito de questdes como: o que significa d_y ? E apenas um simbolo? Tem sentido analisar
X

separadamente dy e dx ? Qual a semelhanca com Ay e Ax ? O que significa o dx que aparece no
simbolo de integral? Essas questdes me levaram ao Calculo Infinitesimal, aos infinitésimos.
Trabalhar com as quantidades infinitesimais ndo € uma pratica recente. Leibniz, no final do
século 17, definia dy, geralmente, chamado de diferencial de y, como dy = f(x+dx)— f(x),
onde dye dx eram acréscimos infinitesimais as varidveis y e x. Com a formalizacdo do
conceito de limite, no século 19, os infinitésimos foram banidos da Matemética. Mas serd que

desapareceram também do pensamento dos alunos?
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O estudo

A pesquisa que desenvolvi tratou-se de um experimento de ensino realizado em alguns
encontros com um grupo de alunos da disciplina de Calculo do curso de graduagao em Fisica, da
UNESP de Rio Claro, cuja abordagem era a tradicional, baseada no conceito de limite. O trabalho
desenvolvido foi um estudo a respeito de alguns conceitos de Célculo, tratados segundo a
abordagem infinitesimal. O grupo era formado por quatro alunos. Foram desenvolvidos seis
Encontros de Calculo Infinitesimal (ECI). Nos quatro primeiros, trabalhei com os alunos
conceitos como a derivada de fungdes polinomiais e da fun¢do seno, regras de derivacao, integral
definida e segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo. Em seguida, ocorreu um encontro
de preparacdo, onde os alunos deveriam organizar uma apresentacdo para seus colegas e
professora responsavel pela disciplina. O tltimo encontro foi a propria apresentagao do grupo.
Esse momento foi essencial para que eu pudesse refletir sobre a pergunta-diretriz da pesquisa:
Como alunos de Cdlculo I do curso de Fisica, da UNESP de Rio Claro, lidam com as concepgoes
infinitesimais, no trabalho com topicos dessa disciplina, estudados segundo a abordagem
infinitesimal? No ultimo encontro, o grupo de alunos apresentou suas crengas e opinides a
respeito do que haviamos estudado durante os quatro primeiros ECI.

O trabalho com o grupo comegou com minha solicitagdo para que falassem sobre suas
idéias a respeito de infinit€simos e também sobre a seguinte questdo: 0,999 é menor ou igual a 1?
As respostas foram na seguinte direcao: 0,99...<1. Por menor que seja a diferenca entre esses
dois nuimeros, ela existe. Infinitésimos sdo pontos infinitamente pequenos, que podem ser
despreziveis. Essas concepcoes infinitesimais (MILANI, 2002) dos alunos foram legitimadas.
Disse a eles que podiam pensar desse jeito. Era possivel desenvolver um curso de Cédlculo com
base nessas idéias. Essa legitimacdo foi importante, se ndo fundamental, para a credibilidade do
trabalho. A partir dessas concepgdes, o estudo de conceitos de Calculo via abordagem
infinitesimal foi desenvolvido. Disse que a diferenca que eles determinaram entre 1 e 0,999... era

um infinitésimo, um nimero muito préximo de zero, menor que qualquer real positivo”.

? Nesse momento, nem em qualquer outro dos ECI, os alunos ndo falaram sobre a possibilidade de —5, por exemplo,
ser um infinitésimo, ja que era menor que qualquer real positivo. Ao apresentar essa concepg¢do, estava pensando nos
infinitésimos positivos. Seria com esses niimeros que trabalhariamos em todos ECI.



A nomenclatura e as atividades

Nos ECI, foi criada uma nomenclatura para ser utilizada nos estudos da abordagem
infinitesimal. O quadro abaixo mostra uma comparagdo entre o trabalho que foi desenvolvido
com os alunos nos Encontros, baseado nas quantidades infinitesimais de Leibniz, e o que se
encontra, atualmente, na maioria dos livros de Célculo, baseado nos estudos de Cauchy, e que foi

desenvolvido com os alunos nas aulas regulares de Calculo.
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Quadro 1 - comparagdo entre as abordagens infinitesimal e tradicional

Na abordagem infinitesimal, o cdlculo da derivada comegou com a determinagdo de dy,
diferenca infinitesimal na func¢do decorrente de um acréscimo em x. O segundo passo do

processo foi dividir dy pelo infinitésimo dx. O quociente @ ¢ denominado de quase-derivada,

dx
pois é a derivada acrescida de uma quantidade infinitesimal. Nesse quociente, podemos notar

uma parte real e uma parte infinitesimal. A respeito desta caracterizacdo, os alunos da pesquisa
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associaram a “‘estrutura” de d_y a de um nimero complexo, formado de uma parte real e uma
X

imagindria. Dessa forma, a derivada da fun¢ao, denotada por f'(x), é definida como a parte real

d . . - . .
de d—y No exemplo acima, x € real. Ao ser multiplicado por 2, resulta em um ndmero real. Ja
X

dx € infinitesimal. Ao ser elevado ao quadrado, torna-se um infinitesimal de ordem 2. Portanto,

f'(x)=2x.



Para ilustrar o que ocorre quando se opera com o conceito de derivada através da idéia
intuitiva de limite, muitas vezes, utiliza-se o esquema das retas secantes se aproximando da reta
tangente. Para fazer com que as quantidades infinitesimais fossem visualizadas geometricamente,
a ferramenta zoom do software Corel Draw foi utilizada. Esse procedimento, bem como todas as
fichas de trabalho utilizadas com o grupo de alunos, foram elaborados por Roberto R. Baldino
(orientador da pesquisa de mestrado desenvolvida) e Tania C. B. Cabral, e podem ser encontradas

em BALDINO & CABRAL (2000), MILANI (2002), MILANI (2003) ou http://www.gritee.com.

A Formalizacao dos Infinitésimos

O trabalho realizado com os alunos na pesquisa foi feito no nivel intuitivo, como deve ser
pensado um curso de Calculo. A teoria matemdtica que sustenta e fundamenta o pensamento
infinitesimal dos estudantes € chamada de Andlise Nao-Standard, que formaliza os infinitésimos
trabalhados desde os tempos de Leibniz. Essa teoria foi criada por Abraham Robinson, por volta
de 1960.

Os infinitésimos sdo elementos do conjunto dos hiper-reais (*R) que inclui os nimeros
reais. Um ndmero hiper-real é definido como uma classe de equivaléncia de seqiiéncias de
numeros reais, cuja relacdo € dada por (a,)~ (b)) & {ne N/a, =b,}e U, onde U € um

ultra-filtro. Um infinitésimo € um hiper-real, cujo médulo € menor que qualquer real positivo, por

7
exemplo, (—).
n

Essa teoria matemadtica, que fundamenta as concepg¢des infinitesimais dos alunos, deve ser
estudada em outro nivel, como numa disciplina de Anélise, e ndo em um curso de Calculo. Essa
linguagem ndo foi trabalhada com os alunos. Apenas, a titulo de curiosidade, apresentei algumas
idéias sobre o conjunto dos hiper-reais, falando de seus elementos: infinitésimos, monadas e

ndmeros infinitos.

As Implicacoes da Pesquisa na Pratica Docente

Os alunos que participaram da pesquisa estiveram em contato com duas abordagens de
trabalho sobre o Cdlculo: abordagem infinitesimal, durante os ECI, e a do conceito de limite, nas
aulas regulares. Era natural que os alunos trouxessem comparagdes entre os dois contextos. Tal

comparacao ficou bastante visivel no encontro de apresentag¢do, quando os quatro alunos tiveram



que falar, aos colegas e professora responsdvel pela disciplina de Calculo, sobre o que haviamos
estudado nos encontros. Como o assunto seria novo aos colegas, o grupo buscou uma
aproximacao entre as duas abordagens. Nessa tentativa, eles apresentaram as seguintes idéias:
“Porque o limite quando x tende a a, vocé estd pegando os infinitésimos proximos de a”, “O
limite é quando vocé estd pegando os infinitésimos mesmo”.

Essas 1déias representaram a construcdo de um novo conhecimento. Trata-se de um
amdalgama conceitual entre limite e infinitésimos. Por vezes, na apresentacdo, o conceito de limite
era evocado para que os colegas compreendessem a idéia dos infinitésimos. Em outros
momentos, o pensamento infinitesimal era utilizado para falar sobre o conceito de limite. Enfim,
limite e infinitésimos surgiram juntos para tratar sobre conceitos de Célculo.

Esse amdlgama € aceitdvel? Do ponto de vista matemdtico, a separacdo entre limite e
infinitésimos deve ser feita, tanto que existem duas teorias que fundamentam essas idéias: a
Andlise Real e a Infinitesimal. Estamos tratando, porém, de uma disciplina de Calculo, cujo
objetivo € trabalhar com as concepc¢des espontdneas (CORNU, 1983) dos alunos e com os
conceitos de modo a aplicd-los em diversas dreas do conhecimento, sem formalizd-los. Se o
objetivo ndo € a formaliza¢do dos conceitos (objetivo de uma disciplina de Anélise), o amalgama
entre limite e infinitésimos é cabivel em uma disciplina de Célculo. Estamos falando, agora, a
partir do ponto de vista da Educacdo Matemadtica. Qual professor nunca falou, ou até mesmo
pensou, em um pequeno retangulo abaixo de uma curva, ao tratar do conceito de integral
definida? Os infinitamente pequenos sempre estiveram presentes no pensamento dos alunos e
professores.

Nao estou propondo extinguir o conceito de limite dos cursos e substitui-lo pela idéia de
infinitésimo. Tendo em vista o objetivo de um curso de Célculo, a proposta é de um trabalho
conjunto entre as duas abordagens: compreender o conceito de limite através da idéia de
infinitésimos e vice-versa. Em minha pratica, como professora de Calculo, procuro utilizar o
ensinamento dos quatro alunos sobre o amélgama conceitual. Trabalho o conceito de derivada,
por exemplo, partindo da idéia de velocidade instantdnea, mostrada nas lombadas eletronicas, que
envolve quantidades de espaco e tempo muito pequenas, infinitesimais. Esse € um contexto que
faz parte da realidade dos alunos. Em aula, eles opinam como acham que tal velocidade é
calculada e passamos a discutir se o nimero representa, de fato, uma velocidade instantanea.

Quando se conclui que o que temos, em verdade, € a velocidade média, surge a questdo do que



fazer para que esse nimero represente melhor a velocidade desejada. Nesse momento, aparece
tanto a idéia de diminuir os intervalos de espaco e tempo quanto a de tomar tais intervalos muito
pequenos. Diminuir os intervalos nos remete a nocdo dindmica de limite quando
AS — 0e At — 0. Tomar intervalos muito pequenos trata das quantidades infinitesimais dS e
dt .

Outra situacdo, em que o amalgama conceitual é colocado em prética, € quando estuda-se os
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limites trigonométricos fundamentais, como lim

=1. O que estd envolvido nesses célculos
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¢ a idéia de um arco muito pequeno (dx ), préximo de 0. Com o apoio do zoom do software Corel

sen x

Draw, a afirmacao =1 quando x =0 torna-se intuitiva, de modo que os alunos visualizam,

de fato, o que estd envolvido no raciocinio.

Quando estudamos o conceito de integral definida e suas aplicagdes no célculo de areas e
volumes, partimos de uma fatia infinitesimal de area, chamada dA, ou de volume, chamada dV.
No caso do cdlculo da drea abaixo do grifico de uma fun¢do, tomamos um retangulo de base

infinitesimal dx e altura f{x). Sua area é representada por dA = f(x)dx. Obtemos a drea desejada

quando somamos as infinitas fatias de dreas infinitesimais dA (BALDINO, CABRAL, 2003).

Consideracoes Finais

Com esse artigo espero ter contribuido para uma reflexdo sobre a pratica docente de
professores de Célculo, incluindo a minha, tanto em sala de aula, quanto em nivel institucional,
ao discutir-se sobre os objetivos do curso, ementas, atividades e outras questdes pertinentes,
sempre tendo em vista a importincia da legitimacdo do conhecimento prévio e intuitivo dos
alunos.

Ouvir as idéias do aluno, saber de suas concepcdes € um ato essencial do professor em sua
pratica docente. Conhecendo suas idéias, como professora, tenho condi¢des de saber “onde” o
aluno se encontra, para que eu possa me “colocar” junto a ele e orientd-lo para um determinado
“lugar”. Foi ao ouvir o aluno que percebi que as concepgdes espontaneas infinitesimais estavam
presentes em seu pensamento. Como educadora, ndo posso nega-las, mas sim aceitd-las e

legitimé-las como conhecimento vélido.
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