Capitulo 1

Numeros Reais, Intervalos e Funcoes

Objetivos

e Identificar os conjuntos numeéricos;

e Conhecer e aplicar as propriedades relativas a adicao e multiplicacao de niimeros
reais;

e Utilizar as propriedades relacionadas com as desigualdades estritas e nao estritas;

e Operar com equagoes e inequagoes com e sem valor absoluto;

e Determinar o campo de definicao de uma funcao;
e Operar com fungoes;

e Obter fungoes compostas;

e Identificar fungoes pares, impares e periddicas;

e Determinar a inversa de uma funcao;

e Esbocar gréficos de fungoes usando translacao;

e Reconhecer os tipos de fungoes: polinomiais; racionais; irracionais; potenciais;
exponenciais; logaritmicas; trigonométricas; hiperbélicas; e hiperbélicas inversas;



1.1 Numeros

Os primeiros nimeros conhecidos foram os Numeros Contdveis, ou seja, o
conjunto dos Numeros Naturais, representado por N, isto é:

N={1,2,3,..}.

As operacoes com os numeros naturais foram responsdveis pela criagao dos
nimeros negativos, assim:

r+a=b=xr=>b—a,

onde a e b sao nimeros naturais.
Estes niimeros, juntamente com os nimeros naturais formam o conjunto dos
Numeros Inteiros, representado por 7Z, isto é:

Z={.,-3,-2-1,01,2,3,..}.

A resolucao de equagoes do tipo

ar=b = xr = —,

a
com a e b nimeros inteiros onde a nao é nulo, pode levar ao surgimento de niimeros
nao inteiros. Desta forma, os nimeros da forma % com a e b nimeros inteiros e a # 0
formam um conjunto de mimeros, denominado Numeros Racionais, representado por
Q. E os numeros (fragoes) decimais infinitos nao periédicos sdo denominados Nimeros

Irracionais, representados por . Sao exemplos de nimeros irracionais: 7, e, v/2, v/3,

Observando a reta numerada, vemos que a todos os pontos foram atribuidos
nimeros. Temos, entao que, a reuniao dos niimeros racionais com os nimeros irracionais
se denomina conjunto dos Nimeros Reais, representado por R.
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Como o célculo envolve nimeros reais, vejamos algumas defini¢oes e pro-
priedades fundamentais destes nimeros, embora nao tenhamos interesse em mostrar
como estas propriedades sao tiradas dos axiomas e teoremas.

Definicao 1:
Soma: Ya,b e R=3(a+b) €R
Produto: Ya,b € R= 3 (a.b) eR
satisfazendo as propriedades:

at+b=b+a

1. Comutativa: Va,b € R = _ ;
a.b="b.a



2. Associativa: Va,b,c € R = a+ (b +_C) =(a+b)+c ,
a. (b.c) = a.(b.c)

A Cf YVaeR,I0eR /a+0=04+a=a .
3. Existéncia de elemento neutro: { VacR3ILER /al=1la=a ;

4. Elemento oposto: Va e R,3—a € R / a+ (—a) = (—a) + a = 0;
5. Elemento inverso: Vae Rea#0,3a ' €R /a.(a')=(a')a=1;

6. Distributiva: Va,b,c € R = a.(b+c¢) = a.b+ a.c.

Definicao 2: Subtracdo: Va,b € R = 3 (a —b) € R.
Definicao 3: Divisdo: Va,b e Reb#0,3 ¢ € R.

1.2 Desigualdades

Axioma de Ordem: No conjunto dos niimeros reais, existe um subconjunto, R , dito
reais positivos, tais que:

1. se a € R, exatamente uma das trés afirmacoes é verdadeira: a = 0, a é positivo
ou —a € positivo;

2. a soma e o produto de reais positivos € um nimero real positivo;

Definicao 4: O nimero real a é negativo se, e somente se, —a é positivo.

Definicao 5: Desigualdade Estrita
Os simbolos < (menor que) e > (maior que) sao definidos por:

i. a < b se, e somente se, b — a é positivo;
ii. a > b se, e somente se, a — b é positivo.

Definicao 6: Desigualdade Néao Estrita
Os simbolos < (menor ou igual) e > (maior ou igual) sdo definidos por:

i. a < b se, e somente se, a < b ou a = b;
ii. a > b se, e somente se, a > b ou a = b.

As desigualdades definidas acima, satisfazem as propriedades:

1. a > 0 se, e somentes se, a é positivo;
2. a < 0 se, e somentes se, a &€ negativo;

3. a > 0 se, e somentes se, —a é negativo;
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a < 0 se, e somentes se, —a € positivo;
Transitiva: Se a < be b < ¢, entao a < c;
Sea<beceR,entaoa+c<b+c
Sea<bec<d, entao a+c < b+ d,;

Sea<beceR,, entao a.c < b.c

R B

Sea<beceR_, entao a.c > b.c;

10. Se0<a<bel<c<d, entao a.c < b.d;
11. Sea>beb > c, entao a > ¢

12. Sea>beceR,entao a+c>b+¢;
13. Sea>bec>d,entao a+c > b+ d;
14. Se a > b e c € RY, entao a.c > b.c;

15. Sea >bece R, entao a.c < b.c;

16. Sea>b>0ec>d>0, entao a.c > b.d;

17. Se a < b, com ambos positivos ou negativos, entao % > %

1.3 Intervalos

Definicao 7: Intervalos sao conjuntos infinitos de nimeros reais. Geomet-
ricamente, correspondem a segmentos de reta sobre um eixo coordenado. Por exemplo,
se a < b, entdo o intervalo aberto de a a b, denotado por (a,b), é o segmento de reta que
se estende de a até b, excluindo-se os extremos; e o intervalo fechado de a até b, deno-
tado por [a, ], é o segmento de reta que se estende de a até b, incluindo-se os extremos.
Estes intervalos podem ser expressos na notacao de conjuntos como

(a,b) ={x €R / a <z <b};
la,b] ={z € R /a<x<b}.

Um intervalo pode incluir um extremo, mas nao outro. Estes intervalos sao
chamados semi-abertos (ou, algumas vezes, semi-fechados). Além disso, é possivel um
intervalo estender-se indefinidamente em uma ou em outra direcao, escrevemos +o0 no
lugar do extremo direito, e para indicar que o intervalo se estende indefinidamente na
direcao negativa, escrevemos —oo, no lugar do extremo esquerdo. Os intervalos que se
estendem entre dois niimeros reais sao chamados de intervalos finitos, enquanto que os
que se estendem indefinidamente em uma ou em ambas as diregoes sao chamados de
intervalos infinitos.



| Notagao de Intervalo | Notacao de Conjuntos | Classificacao

(a,b) {r R /a<x<b} | Finito; aberto

la, 0] {r €R /a<x<b} | Finito; fechado

la, b) {reR /a<xz<b} | Finito; semi-aberto

(a, b {reR /a<xz<b} | Finito; semi-aberto
(—00, 0] {reR/z<b} Infinito; fechado

(—00,b) {reR/z<b} Infinito; aberto

la, +00) {reR/z>a} Infinito; fechado

(a,+00) {reR/z>a} Infinito; aberto

(—o00, +00) R Infinito; aberto e fechado

Exemplo 2: Determinar os valores de x que satisfazem a desigualdades:

1. 2% — 3z < 10;
Solucao:

Subtraindo-se 10 em ambos os lados, obtém-se a inequagao:

2 — 3z — 10 < 0. (1)

As raizes da equagao 22 — 3z — 10 = 0 sao —2 e 5.

Estas raizes dividem o eixo coordenado em trés intervalos abertos: (—oo, —2),(—2,5)

e (5,400).
Analisando os sinais de #? — 3z — 10 = (z + 2) (z — 5) em cada intervalo, temos
que:
Intervalo | Ponto de teste | Sinal (z + 2) (z — 5) no ponto de teste
(_007 _2) -3 (_) (_) =+
(—2,5) 0 (+) (=)= -
(5, +00) 6 (H) () =+

Portanto, a solucao da desigualdade (1) & S = [-2,5].
2. 20 -5< (%)
Solucao:
Condicao de existéncia de solu¢ao: t —1#0 = x # 1.
Observe que x — 1 pode ser positivo ou negativo. Assim, temos 2 casos a
serem analisados:

1° Caso: Para x — 1 < 0, ou seja, x < 1, temos que:

Multiplicando (x) por x — 1, temos que:

20-5< -5 = 20-5)(z—-1)>1 = 222—Te+4>0. (%)
Resolvendo a equacao 222 — 7z +4 = 0 conclui-se %ﬁ —=2.7808 ¢ TVAT —

4
0.719 22 sao suas raizes

Analisando os intervalos (—oo, 7’2/?), <7’Zﬁ,7+ﬁ) e (%ﬁ,—l—oo),

obtém-se que a solugao da desigualdade (xx) é I} = (—oo, 7_21/ﬁ> U (”Z/ﬁ, ~|—oo> )
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Dessa forma, neste intervalo, a solugdo ¢ S; = I} N (—o0,1) = S =
<_ 7—«/17)
00, =)

2° Caso: Para xr — 1 > 0, temos que:

Multiplicando (x) por x — 1, temos que:
20 -5< - = 2v-5)(r—-1)<1 = 222-Tr+4<0.

z—1
A solugao dessa desigualdade é [, = <%m, %ﬁ) .
Logo, neste intervalo a solu¢do é Sy = I, N (1,+00) = Sy = (1, %) .
Portanto, a solucao da desigualdade é a uniao das solucoes acima, ou seja,
S=81US8 = 8=—o0, =) u (1,A1).

1.4 Valor Absoluto

Definicao 8: O walor absoluto ou médulo de um mimero real = é definido
e representado por:

| = z, sex >0
] —x,sex <0

Vemos que o valor absoluto de um nimero real é sempre nao negativo. Geo-
metricamente, o valor absoluto de um niimero real = ¢ sua distancia do ponto de origem,
independentemente de sua direcao.

Exemplo 1: |7T—4|=|3|=3¢[4-T7]=|—-3|=3.
Vemos que |7 — 4| = |4 — 7| é a distancia entre 4 e 7 sem a preocupacao com qual dos
nimeros é maior.

1.4.1 Propriedades do Valor Absoluto

Sejam x e y dois niimeros reais.

L. |z| > 0;
2. |z| >
3. |—a| = [zf;

A demonstracao da cada uma das propriedades acima, decorre diretamente da
definicao.



) |:1c|2 = 2% |z| = V12

Demonstracao:

a) Se x >0, entdo da definicao vem que, |—x| = |z| que verifica a proposi¢ao;
(a) Se x>0, entio da definica que, |—x| = |z| ¢ fica a proposido;
(b) Se = < 0, entdo da definicio vem que, |—z| = |z| e (—z)* = 22, de onde

2| = x%e, por conseguinte, || = V2.

-yl = 1=] -yl
Demonstracao:

Pela propriedade 4, temos que: |zy| = \/(zy)?* = Va2.\/y2 = |z| . |y|.

. Desigualdade triangular: |z + y| < |z| + |y|;

Demonstracao:

Pela propriedade 4, temos que:

@+ y* = (x +y)" = 2” + 22y + 3 < 2® +2ay| + 3
= [z +y* < |o* + 2 |zy| + ly* = (2] + |y))”

= [z +y| < |2| +[yl.

el =yl < o =yl
Demonstracao:

Fazendo v = x +y — y e da propriedade 6, seque que:
[zl =z +y—yl<|z—y[+yl.
Somando — |y| a ambos os lados, temos que:

2| = |y| < |z —yl|.

] =yl < e 4yl

Demonstracao:

Fazendo © = x4+ y — y e da propriedade f vem que

lz| =lz+y—yl <|lz+yl+ |-yl =z +y|+ |yl

Somando — |y| a ambos os lados, temos que:

lz] = |yl < |z +y|.



9.

10.

11.

lz —y| < |z + [yl;

Demonstracao:

Observe que:
|z =yl =z + (=y)| < |z|+ |~y <|z] +|y].

_ =l
[yl

Demonstracao:

T

m com y # 0.

Note que:

1
x—|=lz|. |-|=|z]. — =
Yy Yy

Seja a um nimero real positivo, entao:

(a) |z| < a se, e somente se, —a < x < a;
(b) |z| < a se, e somente se, —a <z < a
)
)

(c

(d) |z| > a se, e somente se, z < —aouz>a.

|z| > a se, e somente se, r < —a ou = > a;

Demonstragao: Somente do caso (a)

Inicalmente, provaremos que |z| < a se —a < z < a:

i.Se x>0 = |z| =x, uma vez que x < a teremos |x| < a;
it. Sex <0 = |z| = —x, uma vez que , mas x < a teremos —r < a, Mas
|—z| =z, entdo |z| < a.

Portanto |z] < a se —a <z < a.

Agora, mostraremos que |x| < a somente se —a < v < a:

i. Se x > 0, como |z| = a, teremos x < a, como a > 0 e —a < 0, entdo
—a <0<z <a deondevem que —a < x < a.

it.Se v <0 = |x| = —x, como |z| < a teremos que —x < a e com —x > 0,
entio —a <0< —x < a ou —a < —x < a, de onde vem que —a < x < a.

Portanto, |x| < a se, e somente se, —a < x < a.
Observagao 1: A demonstragao dos casos (b), (c) e (d) é andloga.

Exemplo 2: Determine todos os valores de x que satisfazem a desigualdade

|z — 5| <|z+1].

Solucgao 1:
Elevando ao quadrado ambos os lados e usando a propriedade 4, temos que:



lz -5 <|z+1° = (z—5)°<(z+1)
= 22 —-100+25<2?+22+1
= 12x > 24, ou seja, © > 2.

Solugao 2:
Pela definicao de médulo, temos que:

o — 5| = r—095, sex>5H o+ 1] = rz+1, sex>—1
r ] —x+5,sex<b ¢ ] —z—1,sex < —1"

1° Caso: Se x< —1, temos que:
lt =5 <|z+1 = —z+5<—-2—-1 = 5<1.Absurdo!!!
Logo, nao hé solugao para x< —1, isto &, Sy = {}.

2° Caso: Se —1 < x < 5, temos que:
lz =5 <|z+1] = —z+db<z+l = -2x<-4 = x<2
Logo, a solugdo neste intervalo é 51 = (2,5).

3° Caso: Se x > 5, temos que:
=5 <|z+1] = xz-5<z+1 = 5H<1.
Como a desigualdade é satisfeita para qualquer x > 5, temos que a solucao

é todo x € (5, +00), ou seja, Sy = (5, +00) .

Portanto, a solucao da desigualdade é a uniao das solucoes acima, ou seja,

S:SOUS1USQZ(2,+OO).

Exemplo 3: Determine todos os valores de = que satisfazem a desigualdade
122 — 1| < 5. (%)

Solucgao:

Condicao de existéncia de solugao: x # 2

Pela definicao de mdédulo, temos que:

_ > 1
|2x_1|:{2x L, sex > 5 X
r <3

—(2x—1), se 5

Observe que x — 2 pode ser positivo ou negativo. Assim, temos 3 casos a

serem analisados:

1° Caso: Se x < %, temos que:

que:

forma, analisando os intervalos (—oo, 1), (1

Para z < %, temos que  — 2 < 0. Assim, multiplicando (%) por x — 2, temos

20 -1|<-5 = —(22-1)(z—-2)>1 = —222+5z—3>0.
Resolvendo a inequacao —2z% + 5x — 3 > 0. (%)

Observe que r=1ex = % sao raizes da equacao —2x2 + 5z — 3 = 0. Dessa

, %) e (%, +oo), conclui-se que a solugao da

inequagdo (xx) é I; = (1,2).

Logo, neste intervalo nao ha solucao, pois I; N (—oo, %) ={}

2° Caso: Se % <z < 2, temos que:



Para % <z < 2, temos que x — 2 < 0. Assim, multiplicando (%) por x — 2,
temos que:

20 -1|<—45 = 2e—-1)(z—-2)>1 = 22>—5x+1>0.

Resolvendo a inequacio 22? — 5x +1 > 0. (*x)

Observe que HT VIT o E)_T VIT s30 raizes da equacdo 222 — 52 4+ 1 = 0. Dessa
forma, analisando os intervalos <—c>o7 5_4V 17), (5_4” 17 5+4V 17) e (5+4V 17 +oo), conclui-

se que a solugao da inequagao (xx) é Iy = (—oo, 5’ﬁ) U (5+4ﬁ, +oo).

Logo, neste intervalo a solugao é Sy = LN [1,2) = S, ={}.

3° Caso: Se r > 2, temos que:

Para z > 2, temos que x — 2 > 0. Assim, multiplicando (%) por z — 2, temos
que:

20 -1<-5 = 2e-1)(z-2)<1 = 22*-5x+1<0.

A solucao da inequacido 222 —bx+1<0¢é 3= (%ﬁ, %) )

Logo, neste intervalo é S3 = I3 N (2, +00) = S3= (2, %) .

Portanto, a solucao da desigualdade é a uniao das solucoes acima, ou seja,
S=S1USUS = 8= (20,

Exemplo 4: Determin e todos os valores de x que satisfazem a desigualdade

xt =52+ 4

22 1] < 4z.

Solugao:
Condigao de existéncia de solugao: 2> —1 = x # +1.
Pela definicao de médulo, temos que:

9 22 —1,sex?—-1>0
|[L’—1‘: 2 2 .
—(2*=1),sea*—1<0

Resolvendo a inequacao 22 — 1 > 0, obtém-se que:

9 22 —1,sex<—loux>1
R
—(@*=1),se —1l<z<1

zt 52244 ($2_4)<$2_1) < 4. (#)

Observe que: e = ]
Temos dois casos a serem analisados.

1° Caso: Se 2 —1 > 0:
Aplicando a defini¢do de médulo em (x), temos que:

1® —4x —4<0.
A solugao dessa inequagao é I; = (2 —2V2,2+ 2\/5)
Logo, a solugdo ¢ Sy = I; N [(—oo, —1) U (1, +00)] = S; = (1,2+22).
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2° Caso: Se r? —1 < 0:
Aplicando a definicao de médulo em (%), temos que:

2® +4x —4>0.
A solugao dessa inequagao é I, = (—oo, -2 — 2\/5) U (—2 +2V/2, +oo).
Logo, a solugdo é Sy = LN (—1,1) = Sy = (—2 +2v/2, 1) :

Portanto, a solucao da desigualdade é a uniao das solucoes acima, ou seja,
S=5US = S3=(-2+2v2,1)U(1,2+2v2).

Exemplo 5: Resolva a equacio |z — 3> — 4 |z — 3| = 12.
Solugao:
Definindo u = |z — 3|, temos que a equagao acima pode ser escrita como

w? —4u—12=0 (1)

As raizes da equacao (1) sao —2 e 6.

* Para u = —2, segue que: |z — 3| = —2.  Absurdo!!!!
Por propriedade de médulo |z| > 0.

* Para u = 6, segue que: |z — 3| =6 (2)
Pela definicao de médulo, temos que

o — 3] = r—3, sex >3
g ] —(z—-3), sex <3

1° Caso: Se x > 3, temos que:
r—3=6=—=2=9
Como 9 € [3, +00), segue que uma solucao ¢ S; = {9} .

2° Caso: Se x < 3, temos que:

—r4+3=06=2=-3

Como —3 € (—o0, 3], segue que uma solucao é Sy = {—3}.
Portanto, a solucao ¢ S = {—3,9}.

1.5 Funcao

Definicao 9: Sejam A e B dois subconjuntos de R. Uma funcéio f : A — B
¢ uma lei (ou regra) de correspondéncia entre dois conjuntos nao vazios, tal que a cada
elemento de A se associa um tnico elemento de B. O conjunto A é chamado de dominio
de f e é denotado por Df, B é chamado de contradominio ou campo de valores de f .
Denotamos por,

f:A—B
x— f(x)

Exemplo 6:
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1. A drea do quadrado (A) é fungao do comprimento do lado (1), ou seja, A = I°..

2. A distancia que alguém percorre (d) depende do tempo gasto (¢). Representamos
por d =d(t).

Definicao 10: Seja f: A — B.

1. Dado = € A, o elemento f (z) € B é chamado de valor da func¢do f no ponto x ou
de imagem de x por f.

2. O conjunto de todos os valores assumidos pela funcao é chamado de conjunto
imagem de f e é denotado por Im f.

1.5.1 Formas de Expressao das Funcoes

1. Forma Tabular: a correspondéncia entre os elementos é dada por meio de uma
tabela.

Por exemplo, se f (z,) = vo, [ (1) =1, f(22) = Y2, -+, [ (20) = Yn.

T Lo | X1 | T2 | * - Tn
y=f@) |y |l | wwm

Exemplo 7:

(a) Tdbuas de logaritmos;
(b) Tabelas trigonométricas.

2. Forma Gréfica: A funcao pode ser escrita de duas formas:
(a) Diagrama de Ven-Euler: As flechas indicam que a correspondéncia é do
conjunto A para o conjunto B.

B
A

f
Observe que:
Dominio de f: Df = A;

Contradominio de f: B;
Imgem de f: Im f = {2,-3,5,7}.

12



(b) Diagrama Cartesiano: As retas x e y sao perpendiculares; = é chamado
eixo das abcissas e y o eixo das ordenadas.

3. Forma Analitica: A funcao é escrita, segundo uma lei, denotada por y = f ().
Exemplos:

(a) f(x)=a%
Dominio: Df = R;
Imagem: Im f = R.

(b) g(t) = ==
Dominio: Df ={teR:t# 42} = Df=R—-{-2,2}
Imagem: Im f = R.

(c) h(x)=+va?2—-1
Dominio: Df ={reR:22-1>0} = Df={reR:z<—-1loux>1}
= Df = (—o0,—1]U][l, +00);
Imagem: Im f = [0, 4+00).

Na forma analitica, a segunda varidvel, x, a qual se pode atribuir valores
arbitrdrios dentro dos limites impostos pela natureza do problema, é dita varidvel in-
dependente ou argumento da funcdo, e a primeira varidvel y cujo valor é determinado
quando se d4 valores & varidvel independente é dita varidvel dependente ou simplesmente
funcao.

Observacao:Uma maneira rdapida de saber se a curva C' dada representa ou
nao uma funcao é através do teste da reta vertical. Sabemos que, se f é uma funcao,
um ponto de seu dominio pode ter somente uma imagem. Assim, C' s6 representa o
grafico de uma funcao quando qualquer reta vertical corta a curva C' no maximo em um
ponto. Na figura abaixo, C respresenta o grafico de uma fung¢ao, enquanto a curva Cs
nao representa.

C, e

AN
N—

»
»

/\;/
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1.5.2 Operagoes com Funcoes

Definicao 11: Dadas as funcoes f e g. As operacdes de adicdo, subtracao,
multiplicacao e divisao sao definidas por:

L (f+g)(x)=f(x)£g(z);
2. (f9) (@) = f(2).g(x);

3, (g) (z) = 12,

O dominio das fungoes f + g e f.g é a intersecao dos dominios de f e g.
O dominio de § é a intersecao dos dominios f e g, excluindo-se os pontos de x onde
g(z)=0.

Exemplo 8: Sejam f () =2z —1e g(z) = vVa? —5x + 6 . Determine as
fungoes f + g, f.g e % e seus dominios.
Solucao: Pela definicao acima, temos que:
(ftg)(z) =22 -1+ V2?2 -5z + 6;
(f.9) (x) = (22 — 1) Va? — 52 + 6

% (l’) - \/mgi_&lc—iﬁ'
Como Df =R e Dg = (—00,2] U [3,+00), entdo o dominio de f +ge f.g é

(—00,2] U [3,4+00). O dominio de % é (—00,2) U (3,4+00).

Observacgao: Deve-se tomar cuidado, pois nem sempre a intersecao dos

dominios das novas fungdes é o dominio das fungdes resultantes. Por exemplo, se f (x) =
vz e g(x) =+/r odominio da fungao h (z) = (f.g) (x) =x ¢ Dh=DfNDg = [0, +00)
e nao R (que aparentemente seria o dominio da funcao h (x)).

Definicao 12: Dadas duas funcoes f e g, a funcdo composta de g com f,
denotada por g o f é definida por

(gof)(x) =g(f(x)).

O dominio de g o f é o conjunto de todos os pontos x do dominio de f tais
que f (x) estd no dominio de g. Simbolicamente,

D(gof)={zeDf: f(x) € Dg}.

O diagrama pode ser visualizado abaixo.
~_gf S
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Exemplo 9: Sejam f (z) = 22+ 3 e g (z) = /z. Encontre a fungao f; (z) =
(o f)(x)e fo(x) = (fog)(x)

Solugao: Pela definicao de funcao composta, temos que:

filz)=(gof)(z) =g(a®+3) = Va>+3;

fa(x) = (fog)(r)=f(Vr)=2+3.

Note que, go f # fog.

Exemplo 10: Sejam f (x) =Inz, g (z) = \/z e h(z) = sin (2? + 1). Encon-
tre fi () = (fog)(x) e fa(z) = (g0 foh)(z).

Solugao: Pela definicao de funcao composta, temos que:

fil@) = (fog) (@) = f(va) =Inya = .
fol@) = (go foh)(x) = g (f (sin (a2 + 1)) = g (In (sin (¢ + 1)) = /In (s (& T 1)).

Determine o dominio dessas fungoes compostas!

1.5.3 Funcoes Especiais

1. Fungao constante: f : R — {k} definida por f(z) = k. Associa a qualquer
numro real x um mesmo numero real k. Graficamente, é uma reta paralela ao eixo
das abcissas. Se k = 2, o gréfico é

y 2.5-_‘_—

.U

— -
4 2 0 2 4
X

2. Fungao Identidade: f : R — R definida por f(z) = z. O gréafico é a reta
bissetriz do primeiro e do terceiro quadrante.

3. Fungoes Lineares: f:R — R definida por f (z) = az + b, onde a e b constantes
e a # (0 sao, respectivamente, o coeficiente angular e o coeficiente linear. O gréafico
é uma reta. Se a > 0, a reta é crescente; se a < 0, a reta é decrescente; e se b = 0,
a reta passa pela origem do sistema cartesiano. Exemplo: f (z) = —3z + 4.
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- X

5. Fungao Quadrdtica: f: R — R definida por f (z) = ax® 4+ bx + ¢, onde a, b e ¢
constantes e a # 0. O gréfico dessa fungdo é uma pardbola com eixo de simetria
paralelo ao eixo dos y. Se a > 0 a pardbola tem concavidade voltada para cima.
Se a < 0 a concavidade ¢ voltada para baixo. Exemplo: f (z) = 2* — 4z + 4

6. Fungao polinomial: f : R — R definida por f(z) = agx™ + a2t + -+ +
ap_ 1T+ ay,, coma;, i =0,1,---  n, constantes reais, ag # 0, n € Nen é o grau do
plonimomio. As fungoes constante, identidade, lineares e quadréticas sao exemplos
de fungoes polinomiais. Exemplo: f (z) = 525 — 62 + 7.

} t t +i—
2 I i 2
-10 X

7. Funcao Racional: funcao definida como o quociente de duas fung¢oes polinomiais,

isto é, f(z) = %, onde ¢ (x) # 0. O dominio da fun¢ao racional é o conjunto dos
z—1

reais excluindo todos os z tais que ¢ (x) # 0. Exemplo: f (z) = 5.
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1.5.4 Funcées Pares, Impares e Periédicas

Definicao 12: Uma funcdo f () é par se, para todo x € Df,

f(=z)=f(2).

O gréfico de uma funcao par é simétrico em relacao ao eixo dos y.

Definicao 13: Uma funcdo f (z) é mpar se, para todo z € Df,

f(=x)=—f(2).

O grifico de uma funcao impar é simétrico em relacao a origem.

Defini¢ao 14: Uma fungdo f () é periddica se existe um nimero real T' # 0,
tal que

flae+T)=f(z).

para todo x € Df. O grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao
eixo dos y.

Exemplo 11: Classifique as fungoes abaixo, como par ou fmpar.

1. f(z)=a*+ 22 —2;
Solugdo: f(—xz) = (—2)" +(—2)’—2=at+22—2=f(2).

Logo, f é uma funcao par.

2. f(x) =423 + 2%
Solugao: f(—z)=4(—x)"+ (—x)° = 2 — 4a’.

Logo, f nao é uma fungao par nem fmpar.

3. f(x)=2a";
Solugéo: f(—xz) = (—xz)" = —27 = —f (z).

Logo, f é uma funcao fmpar.
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Exemplo 12: Mostre que fungao f(x) = sin(2z) é perédica de perido

Solugao: Pela definicao de fungoes periédicas, temos que:
fx+7m)=sin(2(x+m)) =sin2zx = f(z).
Portanto, f (z) = sin(2z) é perddica com perido T' = .

1.5.5 Funcgoes Inversas

Seja y = f (z) = 2® + 1. Nesta expressao, temos que y ¢ uma fungao de x,
mas podemos escrever z como uma fungao de y, ou seja, = g (y) = /y — 1. Observe
que,

(gof)(@)=g(f(x) =g (=*+1) =
(fog)(y) f(g(y))zf(3 y—l) =y.

Neste exemplo, compondo as funcoes f e g obtivemos as fungoes identidades.
Os pares de funcoes com essas duas propriedades sao chamadas de fungoes inversas.

Definicao 15: Se as funcdes f e g satisfazem as duas condicdes

(9o f)(x) =2, VzeDf,
(fog)(y) =y, vy € Dy,
entao, dizemos que f e g sao fungoes inversas. Além disso, chamamos f uma

tmversa de g e g uma tnversa de f.

Definicao 16: Seja y = f (x) uma fungdo ou f : A — B. Se, para cada
y € B, existir exatamente um valor de x € A tal que y = f (z), entdo podemos definir
uma funcao g : B — A. A funcao g definida desta maneira é chamada de inversa de f.

Exemplo 13: As fungoes f(z) = 22 + 1 e g(y) = V/y — 1 sao fungoes
inversas.

Uma funcao nao pode ter duas inversas. Assim, se uma fungao f tiver uma
inversa, a inversa é tnica. A inversa de uma funcdo ¢ comumente denotada por f—!
(lé-se: inversa de f). Sabemos que, fungao estd determinada pela relacao que estabelece
entre suas entradas e saidas e nao pela letra usada para varidvel independente. Assim,
no exemplo 13, temos que f~! (z) = v/z — 1 ¢ a fungao inversa de f.

Se usarmos a notacao f~1, em vez de g, na definicao 15, e se usarmos x como
varidvel independente, temos que se f e f —" &0 inversas, entao:

(fflof) () =z, Ve € Df,
(fof ) (z)=a,VoeDf "

ATENCAOQO: f~! ¢ apenas uma notagio para a funcio inversa, f~' # %

Exemplo 14:

18



1. A funcao f : [%, —|—oo) — R, definida por y = f (z) = v/3z — 2 tem como fungao
inversa f~' : Ry — [2,400), definida por f™ (z) = £ (22 + 2).

2. A funcdo f: R — {3} — R — {—1} definida por y = f (z) = 2=% tem como fungao

inversa f~' : R — {—1} — R — {3}, definida por f~' (z) = L2

Uma maneira de determinar as fungoes inversas é resolvendo y = f (z) para
x como uma funcao de y e, a seguir, substituir y por z na férmula final para 1.

Nem toda funcao tem uma funcao inversa. Graficamente, podemos deter-
minar se uma funcao admite inversa. Passndo uma reta paralela ao eixo dos z, esta
deve cortar o grafico em apenas um ponto. Este é o teste da reta horizontal. A funcao
f () = 2% nao possui fungao inversa, mas fazendo uma restrigao conveniente no dominio,
essa mesma funcao pode admitir inversa.

Para fazermos o grifico da fungao inversa basta tracarmos a reta y = x e
observarmos a simetria.

Exemplo 15: Se f : [0,4+00) — [0, 400) definida por f (z) = 2* tem como
inversa a fungao f~!: [0, +00) — [0, +00) dada por f~!(x) = /.

1.5.6 Algumas Funcoes Elementares

1. Funcao Potencial: fungdo definida por f(z) = 2™, onde n € R. Exemplo:

flz)=a3 =z

19



2. Funcgao Exponencial: f: R — (0,+00) definida por f (z) = a”, coma € R e
0 < a # 1. Com relacao ao gréfico dessa fungao, podemos afirmar que:
(a) estd acima do eixo das abcissas;
(b) corta o eixo das ordenadas no ponto (0,1);

(c) f & crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

10

3. Fungao Logaritmica: f : R% — R definida por f (z) = log,z, com a € R e
0 < a # 1. Com relagao ao grafico dessa fungao, podemos afirmar que:

(
(

a) estd todo a direita eixo das ordenadas;

)
b)
)
)

corta o eixo das abcissas no ponto (1,0);

(c
(d) é simétrico ao gréfico da fungao g () = a® em relagdo a reta y = = (ou seja,
fungdes exponenciais e logaritmicas sao inversas uma da outra).

. /
| H—
X

N

f € crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

y

Observagao: Quando a base for o nimero e o logarftmo ¢ dito logritmo natural
ou neperiano, escrevemos f (r) = Inz.

4. Fungoes Trigonométricas:
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(a)

Fungao Seno: f:R — [—1,1] definida por f(x) = sinz. A funcdo seno é
uma funcgao periédica e de periodo T' = 27.

Fungao Cosseno: f : R — [—1,1] definida por f(z) = cosz. A funcdo
cosseno é uma funcgao periédica e de periodo T = 27.

sinx
coszx’

Funcao Tangente: definida por f (z) =tg(z) =
(2k +1)

para todo x tais que

cosx # 0, isto é, para x 7£ ==, com k € Z . A fungao tangente é uma
funcao perlodlca e de periodo T =T.

/&/
T

Funcao Cotangente: definida por f () =cotg(r) = &7, para todo x tais
que sinzx # 0, isto é, para x # kw, com k € Z. A fungao cotangente é uma

funcao periédica e de periodo T = 7.

Funcgao Secante: definida por f(z) = secx = ﬁ, para todo x tais que

cosx # 0, isto é, para x # @ﬂ', com k € Z . A funcdo secante ¢ uma

funcao periédica e de periodo T = 7.
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(f) Fungao Cossecante: definida por f (z) =cossec(z) = =—, para todo z tais
que sinx # 0, isto é, para x # kmw, com k € Z . A funcao cossecante é uma
funcao periddica e de perfodo T = .

5. Funcoes Trigonométricas Inversas: como as funcoes trigonométricas sao per-
i6dicas é impossivel definir fungoes inversas das trigonométricas em todo o seu
dominio. Portanto, para definirmos a fungoes trigonométricas inversas necessita-
mos restringir os dominios.

a ngao Arco Seno: Seja f : |-Z, Z| — [—1,1] a fungdo definida por
Funcao A S Sej 55 1,1] a funcao definid
f(z) = sinz. A funcdo inversa de f (z) é chamada de arcsinz e denotada

por /7 ¢ [~1,1] = [~5,5], onde ! (2) = arcsina.
y
1
[ Ha—
-1 1
1 X

(b) Fungao Arco Cosseno: Seja f : [0,7] — [—1,1] a fungdo definida por
f(x) = cosz. A funcdo inversa de f (x) é chamada de arccosz e denotada
x

por f71:[=1,1] — [0, 7], onde f~!(x) = arccos .
y
: T Hi—
1 0 1
X

(c) Fungao Arco Tangente: Seja f : (— ,g) — R a funcao definida por
f(z) =tg(z). A funcdo inversa de f (z) é chamada de arctg(z) e denotada
por [ :R — (—=%,%), onde f~! (z) =arctg(z).

NI
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(d) Fungao Arco Cotangente: f~':R — (0, 7) definifa por f~! (z) =arccotg(x) .

(e) Fungao Arco Secante: definida por f~! (z) = arcsec (x), cujo dominio é
Df™' = (—00,1]U[1,+00) e imagem Im f~! = [0, %) U (%,ﬂ.

Ya

—

6 -4-20 2 46
X

(f) Fungao Arco Cossecante: definida por f~! (z) =arcssec(z), cujo dominio
¢ Df ' =(—00,1]U[l,+00) e imagem Im f~' = [-Z,0) U (0,%].

6. Funcoes Hiperbdlicas: As funcoes exponenciais

e’ —e ” et+e”
€ )
2 2
ocorrem freqiientemente na Matematica Aplicada. Estas expressoes definem as
fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbélibo de x, respectivamente. O comporta-

mento dessas funcoes nos leva a fazer uma analogia com as funcoes trigonométricas.

(a) Seno Hiperbdlico: f : R — R definida por f(z) = sinhz = <=*— . O
grafico dessa fungao pode ser obtido pelo método chamado adi¢ao de coorde-
nadas. Para usar esta técnica, esbocamos os graficos das funcoes %em e —%e‘m

(tracejados) e somamos as resectivas ordenadas.
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(b) Cosseno Hiperbdélico: [ : R — [1,400) definida por f(z) = coshz =

ef4e "
2

(c) Tangente Hiperbdlica: f : R — (—1,1) definida por f (z) =tgh(z) =

sinhx __ e*—e™ "
coshx eT4e "

(d) Cotangente Hiperbdlica: f : R* — [(—oo,—1) U (1,+00)] definida por
[ @) = b = 2t

tgh(z) er—e~T "

y
4
__ 2
———+ ————+—
3 2 T4
X
4
(e) Secante Hiperbdlica: f: R — (0,1] definida por f (z) = —— = =2=.
y
4 2 0 2 4
X
1 2
por f (l’) = Sinhz  ef—e @

Observagao: Muitas identidades andlogas as conhecidas para func¢oes trigonométri-
cas sao vilidas para as funcoes hiperbdlicas. Algumas identidades das funcoes
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hiperbdlicas estao abaixo relacionadas:
i. cosh?z — sinh?z = 1;
ii. sinhx 4 coshx = e*;
iii. coshx —sinhx = e™7;
iv. 1—tgh? (z) =sech? (z);
v. 1—cotgh? (x) =cossech? (z) ;
vi. sinh (x + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y;
vii. cosh (z + y) = cosh z coshy + sinh x sinh y;
viii. sinh (2z) = 2sinh x cosh z;
ix. cosh (2z) = cosh?® z + sinh? z;
cosh(z)—1,
2 Y
cosh(z)+1
—.

x. sinh?z =

xi. cosh?z =

7. Funcoes Hiperbdlicas Inversas:

(a) Inversa do Seno Hiperbélico: f: R — R definida por f (z) = argsinhx =
In (x + Va2 + 1), chamada de argumento do seno hiperbdlico.

(b) Inversa do Cosseno Hiperbélico: f : [1,+00) — [0,+00) definida por

f(x) = argcoshz = In (x + Va? — 1), chamada de argumento do cosseno
hiperbdlico.

(c) Inversa da Tangente Hiperbdlica: f: (—1,1) — R definida por f () =argtgh(x) =

%ln (%), chamada de argumento da tangente hiperbdlica.
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(d) Inversa da Cotangente Hiperbdlica: [ : [(—oo,1)U(1,+0)] — R*

definida por f (z) =argcotgh(z) = 11In ().

(e) Inversa da Secante Hiperbdlica: f : (0,1] — R* definida por f (x) =argsech(z) =
In (1+_ Vi-a? ) '

0.0 05 1.0

(f) Inversa da Cossecante Hiperbélica: f : R* — R* definida por f () =argcossech(x) =

ln(%—i—

Nier:)

||

).

2

— T
4 -2 2 4
2 X
-4

Exemplo 15: Mostrar que o argsinhx = In (x +Vx2+ 1), VxelR.
Solucao: Sejam x € R e y = argsinh x

Como a fungao argumento do seno hiperbdlico é a fungao inversa do seno,
temos que:

e = e -2r-e¥=0.

Multiplicando ambos os lados por €Y, temos que:

e —2xe¥ — 1 =0.

Resolvendo essa equagao quadratica, segue que:

v = VT _ oy ST

Como e¥ > 0, V y, a solugao envolvendo o sinal negativo deve ser descartada.
Portanto,

ey =v+ V241

Aplicando o neperiano em ambos os membros, obtemos que:

y=In(z+Vv22+1) = agsihz=In(z+V22+1).

r =sinhy =
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1.6 Translacoes

Uma vez conhecido o gréfico de uma equagao y = f (z), ha algumas técnicas
as quais podem ser usadas para ajudar a visualizar os gréaficos das equagoes y = f (z)+ce
y = f (z £ ¢), onde ¢ é uma constante positiva qualquer.

O efeito geométrico de acrescentar ou subtrair uma constante positiva a f (z)
¢é transladar o seu gréfico paralelamente ao eico y; a adicao translada na direcao posi-
tiva enquanto que a subtracao, na negativa. Analogamente, se uma constante positiva
for acrescentada ou subtraida da varidvel independente x, o efeito geométrico é uma
translacao paralela ao eixo z, na direcao positiva se for subtracao e na negativa se for
adicao.

Exemplo 16: Se y = f (z) = |z| e ¢ = 2, temos que:
y=lz[+2 y=lz| -2

Exemplo 17: Esboce o grafico da fungao f (z) = Iﬂgi@%ﬁ.
Solucgao: Note que,

242z z(x42 z T—
o) =522 = gty = i = o = 1+3.%.

Podemos esbogar o gréfico dessa fungao, observando que f (z) = 14+3g (z — 3),
onde g (x) = % O gréfico de f é obtido através de uma translacao paralela ao eixo x,
do gréfico de g em trés unidades direcao positiva, e ainda, ha uma translacao de uma
unidade, na direcao positiva, paralela ao eixo y. Assim,
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1.7 Exercicios

1. Resolva as desigualdade em R:

1 . 2x+1 r—3
aJ.1m2> 1’ r—2 b 121_2 ok’ T z (6
c.3 — 5 (62 =9) > 555 d 5 (Fr+4)-5>5(3-1);
0. 2= < 1; foo2c e
g.g%m<x; h.x2<%;
7 T . : 1 3 .
L = T—9) J- F > —2)
k. a2t < L L. 541;3 > 1;
-1 1 3 .
m. 0 <55 TZ’ N %1 2§ z—1°
0 5ir < 3oa p-€2m_ —1=0;
o 8- 220 ;e
5. 573 > 5 L. i_;llzzm’
. gra > 0; Vo e <1
2. Sabendo-se que x = —3 e y = 5, calcule:
a. |zl b. |y|;
c. |r+yl; d. ||+ [yl;
e. |z —yl; £ |a] =yl
i[5z —3y|; jofa® + 2zy + 9?5
2
k. fz]. |z —yl; L fz =yl
m L. n. |%
©olyl? |
3. Resolva as equacoes em R:
a. [dz+3| =T, b. |4+ 32| = 1;
c. [Tx] =4 —ux; d x+1—1]2c—4|+1]5—2z|=0;
e. 2r|3 — x| — |4 — 2?| + |z| = 54; f. [22% — 3z + 1] = 28;
g 2z4— x| — |22 = 9| + |z| = —31; h. x+ |z] = 1=0;
Lax—zlr—1]=4 jo |2* +x + 1| — |z| = 10;
lz—2|-7 _ . 1| _ 8.
k o =0 Lo =2l =5;
m. ‘%:5; n. ||z —2| -7 =6;
0. 1f5x| =4

4. Resolva as inequagoes em R:
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a. |6 —2x| > T;
6—5x 1.
C. ‘315 Si’
e. ‘2x73‘<4;
g 2<|z—1|+|z|+|z+1] <9
. 10 1 2.

0. 3= > 4;
x|
r. 3|e — 1]+ |z < 1;
t. 1— |z < &
|r2|
V. 11+ || <2W;
Y Tx| 2 o3’
z. i <=3
B. |z — 1] < 2? = 3;
-3 1
D. 55 < i3

b. |z +4| < |2z — 6];
d. |9 —2z| > |4x|;

f. |:1: + %| > 6;
h. |z]+1 <0;
jo 5 < |4—2? <12
dzl S 2-z.
L. x|71 - EE
z+1|—-3 1.,
n. |z|1 < EE 1
4 e 2 75
s. [3—z| < 53
u 1 > 1.
: |m3+12||:p+3\ = 5’
o )
w. | 1+§c ’ S 4’

A2z =3[—-%+3-]5+%| <3
C.G_—m<1;

5. Seja f (r) = =L uma fungao. Calcule e dé o campo de definigao de:

3x+5
1 1
6. Se f(zr) =Inz e g(x) =3, escreva e dé o campo de defini¢ao, quando possivel:
a. (fog)(x); b. (g0 f)(x); c. (fog)(2).
7. Determine o campo de definicao das funcoes:
_ 32
a. f(2) = we” + 5k b. £ () = e’
arcsin £ sin(1+z2
o f(x) = pomd; d. f(w) = /220,
e. f(x) = /35t £ f () = =
—1 . — Va1l .
g f(x) D) h. f(z) Tl
i f (l’) — e\/l—zQ In(sin ). J f (l’) — \/COSh (1 - x2|;iggr5)7

k f(z)=(z—1—[3—z)% L f(g;):\/@—%)smhu—%).

8. Em cada caso, escreva a funcao pedida na forma mais simples e dé o campo de

definicao:

(a) Se f(x) = =%, entdo:

a f (753);

(b) Se f (z) = %, entéo:

b. (fof)(x). ;



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a. g (x) =2f (x) = f (22); b.g(x)=3f(z) = f(5)
c. f(—x—1); d. f(3);
e. f(453); £ f(G5)-
(c) Se f(z) = {=2%, entdo
a. f(5); bof(3): e f(3H)

(d) Se f(z) =22% — 3z + 4, entao: f(x+h)— f(x);

(e) Se f(x) =z + %, entao:
a. f(z—1); b. f(-%);

_ 5 flath)—f(a).
(f) Se f(x) = 42® — 3z + 2, entdo H=—1%:

(g) Se f(z)=2®>—1eg(x)=1—z, entdo:

a.(f o g) (x); b.(g0 f) ().
_ 0= 54 JO)—F(=0) .
(h) Se f(0) = %, entao 14£f)(9) ((_9)),
(i) Se f(z) = 2, entdo:
a . f(atb).
a. f (ﬁ’;) : b. fg;_rbg, c. f(% + %) )

(j) Se f (x) = sin® (2z), entdo f (a + Z).

Se f (x) = 22 (x — 1) .. Verifique que f (z + 1) = f (z) + =.
Se f (x) = a2, verifique se f (a +b)* + f (a — b)* = 2f (a + b) + 8f (ab).

Se f (z) = 2xv/1 — 22, verifique se f (sina) = f (cosa) = sin (2av).

Se f(x) = 2% + 1, verifique se f (tan (z))= sec? z.

Se f (z) =tg(2a), verifique se f (z) = 2/(3) :

Se f (z) =tg(x), verifique se f (T —z) = 2@,

)2 2
Se f(x) =tg(x), verifique se f (a+ B) f (o — ) = [{(_f)gaﬁ[ﬁgg]? :

Se f (x) = e, verifique se f (z) f (4) = f (z +1).
Se f (z) = Inx, verifique se:
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(&) f(x)+f(y) = [ (zy);

(b) f (%) =f(%) =2f (u) —2f (v);
(c) f(x?) =2f(2);

(d) f(3)+ £ () =0

Se f(z) =In (1 +1> verfique se f (p) + f (q) :f<%).
Se f (z) =1In (-%;), verfique se f (¢ + 1)+ f () = In (&),

Se f (z) = 23, obtenha w e dé o campo de definicao.

Se f (z) = 22, obtenha as fungoes abaixo e dé o campo de definigao.

OO
(a) g(z) = 5=

(b) g(w) = H0LE 1 of (1),

Se f(z) =k e k € R, determine g (z) = L&ra=1@)

a

Se f(z) = £, verifique se f (f (z)) = =.

Se f () = 2t e d # —a, verifique se f (f (7)) = z.

cz+d

Sabendo que:

f@) =mVITes  f@) =5 ke =55 fula) = Y=
h@) = 0= p@=n(Z2)  £0) = m
Determine as fungoes indicadas e dé o campo de definicao da resultante.

(a) g(z) = fi(z) + fo(x) + fr (2);

(b) g(x) = f3(x).fa(2);

(c) g(x) = f5(x).fo ();

(d) g(x) = fi(x)+ f2(z) + f3(z) + f5 (2) + fo (x) + f7 (x)

(e) g(x) (z) fs () - fo ()

) 9 ()
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26. Sabendo que:

N

fl()—zx f2(x) = +; f3(x) = 2%
A@=VI=m @ =hE e fin) -l
fr(z) =3z 2¢B+6 fs(z) =" +2; fo(z) =™+ 2

fio (z) = sinva fu(z)=1-u1; fra () = 25

flg(x)—l—e% f14(x): $—4, f15 (m):%—i—l,

fi6 (z) = Inx; fir () = V1 —a% fis (x) = 3;

fio(x) =1 — x; foo (x) = 2% fo1 (z) = cosz

Determine as fungoes indicadas e dé o campo de defini¢ao da resultante.

(&) g(z) = fi(z)+ fa () + f3(2);

(b) g(z) = fi(2) + fa(x) + f3(x) — fa(2);

(c) g(z) = fi(f2(2));

(d) g(z) = fi(fs (2));

() g(x) = fa(fi(2));

(f) g(z) = fa(f3(2));

(8) g(z) = fa(fa(2));

(h) g(z) = fa(fs (f2 (f1 (2))));

(i) g(x) = (fio f20 fzo fa) (2);

(G) 9(x) = fs (fa(2)) + f1 (2);

(k) g (:C) _ 7(I+h);f7(96*h) e h +0;

(1) g(x) = fs (fi0 (2));

(m) g(z) =In(fs(z) — fo(z));

() () = (fur (1)) ;

(0) g(x) = f25;

(p) g(z) = fia (f15 (2));

(q) g(I) = f15 f151(a:) )

(1) g () = fio (fao (for (2)));

(s) g(v) = fis (f17 (% )

27. Sabendo que:

fi(z) =+V1+sinz; fo(x) =2 —3; f3 (x) = 2z;

f4()*33—4; fs(z) =1; fo(z) ==
fr () = Va? — a? fs(x) =22 — 4 fo(x) =5+2;

fio(x) = \/ln (242 —-6); fii(z)=vV2zr+1; fi2 () = Vo — 2;

fiz (x) = (V2$—$2) fia (x) = V1+$_21+$7 fis (2) = Va* — 4

fus (z) = fur(x) =) fig (@) = 2% - 1

fio (x )fcosx foo () = €% fgl(x):x—ﬁ 11—z

Determine as funcoes indicadas e seu campo de definigao.
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(c) g(z) = To@ 1 fr(2)’

(d) g (x) = L2,

(©) 9(r) = £y

(f) g(z) = fie (fi5 (2));

(8) g(x) = fir (f16 (2));

(h) caleule f5(fo(0)) e fo (fs(0));

(i) mostre que fs (fo(z)) = fo (fs(x)) =2
(j) determine o campo de defini¢ao de fio ()

28. Use a defini¢do de médulo para redefinir a funcdo f (x) = |z| + |2z — 1| + |x — 1].
A seguir, esboce o gréfico de f.

29. A fungao f (z) é uma fungao do 1° grau. Escreva a funcao sabendo que f (—1) = 2

e f(2)=3.

30. Determine, nas figuras abaixo, se o gréfico é simétrico em relagao ao eixo x, ao
eixo y, a origem ou nenhum dos procedentes.

YA yA yA yA

N T
N

>X >X \ >X

31. A figura em anexo mostra a parte de um gréfico. Complete o grafico de forma que
ele seja simétrico com relacao:

(a) ao eixo x; (b) ao eixo y; (c) & origem.

Ya

v
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32. Complete, a tabela abaixo, de tal forma que o gréafico de y = f (z) (o qual é um
mapa de dispersao) seja simétrico em relagao:

(a) ao eixo y; (b) & origem.

x |32 i7273
F@ T[T [1]0[75][7

)

33. Esboce o grifico de y = |1 — 2?|.

34. A figura em anexo mostra a parte de um grafico. Complete os graficos supondo
que:

(a) f € uma fungao par; (b) f & uma funcdo fmpar..

Ya

35. Classifique as fungoes cujos gréficos estao na figura abaixo em anexo, como pares,
fmpares ou nenhum dos dois casos.

20
10

420 2 4

36. Determine quais das funcoes sao pares ou impares.
(a) f(z) = b — 2u; (b) f(s) = s*+2s+2;
(c) f () = It]; (d) f(v) = “H—;
(e)f(x)zln(x—l—\/l—i—xQ); (f) f(u) =1n 1%

1—u’

37. Mostre que se f e g sao fungdes impares, entdo (f +g) e (f — g) sdo também
fungoes impares.

38. Mostre que se f e g sao fungoes impares, entao f.g e § sao funcoes pares.

39. Mostre que a fungao % [f (z) + f (=x)] é par e que a funcdo = [f (v) — f (—x)] é

, 2 2
impar.
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40.

41.

42.

43.

Demostre que qualquer funcao f : R — R pode ser expressa como a soma de uma

fungao par com uma fungao fmpar.

Determine a férmula da funcao inversa. Faca os graficos dafuncao dada e de sua

@»ﬂngg; b) f(x)=vz—1,2>1;
(c) f(2) =77, 2> 0; ) f (z) = ¥4z + 2;
(©) 1 @) = .o 20, N CEE A R ORS

Em cada parte, combine a equagao e um dos gréaficos em anexo.

(a) y = ¥/x; (b) y = 247
(c)y=—= (d) y = 8%
(e) y = v —2 ) y=g

y y *
gt 4 —
1 4 -2
X
0
0 2 4 6 8
X
y Yo Y10
1 5
F— ——— -
-5 5 } t t I + H—
X 2 0 2 4 4 2 2
X X

x+2

o coincide com a sua inversa.

Mostre que a fungao f (z) =

44. Se f (r) é uma funcdo periddica de periodo T, prove que 3T também é perfodo

de f.

45. Sabendo que f (x) é uma par e periddica de periodo T = 4, complete seu gréfico.

y A
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46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

Se f (x) = 2%, mostrar que f (z+3) — f(z—1)=2f ().

Construa o gréafico das fungoes exponenciais.

(a) y=a" sea=2;1e (b) y = 10

)9
2

(©y=c" (d) y = —27

Determine se o teorema do valor intermedidrio se aplica para o valor de k dado.
Se o teorema for aplicdvel, ache um nimero c tal que f (¢) = k. Caso contrério,
explique porqueé.

(@) f(z)=2+x—2% paraz €[0,3] ek =1;

(b) f(z) =—+/100 — 22, para z € [0,8] e k = —8;

22 —4,se —2<z<1
(C)f<x):{:c2—1,se1§a;_§3 ,paraz € [-2,3] e k = —1.

Mostre que o teorema do valor intermedidrio garante que a equacao e*+cosx—3 =

0 tem uma raiz no intervalo [3,1] .

A funcdo f (z) = cosx + Inz + x tem alguma raiz no intervalo [O, —} ?

Mostre que a funcao f (x) = e” pode ser escrita como a soma de uma fungao par
com uma fungao fmpar.
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Capitulo 2

Limite e Continuidade de uma
Funcao

Objetivos

e Interpretar geometricamente a definicao de limite;

e Provar os limites, pela definicao;

e Determinar limites graficamente (usando os limites bilaterais);

e (Calcular limites usando propriedades;
e Encontrar limites utilizando os limites notaveis;

e Estudar a continuidade de uma funcao;

e (lassificar as descontinuidades de uma funcao;

e Aplicar o teorema do Valor Intermedidrio.



2.1 Limite de uma Variavel

A idéia de uma varidvel aproximando-se de um valor limite aparece de forma
clara quando se procura estabelecer a férmula que representa a drea de um circulo.

Assim, considerando a drea de um poligono regular de n lados inscrito no
circulo, vemos que a medida que n cresce a drea do poligono se aproxima da drea do
circulo.

Fazendo n crescer indefinidamente, a drea do poligono tende a um limite e
este é definido como a &drea do circulo. Neste exemplo, observamos geometricamente a
idéia de limite. Agora, vamos construir essa idéia trabalhando com o conjunto dos R.
Analisemos os seguintes exemplos de sucessoes numéricas:

1. {1,2,3,4,5,--- };

2 (33045
3. {1,0,—-1,-2,-3,--- };
4. {1,3,3,2,5,L.7,--- }.

1999 g g
Observe que, na sucessao (1) os termos tornam-se cada vez maiores sem
atingir um limite; em (2), os temos estao se aproximando de zero, ou seja, zero é seu
limite; em (3), os termos da sucessao decrescem indefinifamente sem atingir um limite;
e, em (4), os termos estao oscilando, ndo havendo um limite.
Vamos estabelecer agora, a definicao de limite de uma varigvel.

Definicao 1: Seja 2 uma varidvel, diz-se que x tende a uma constante a,
ou que o limite de z é a, se para um niimero qualquer positivo €, por pequeno que seja,
os valores sucessivos de x se aproximam de a de tal modo que a diferenga x — a em valor
absoluto seja menor que ¢ , isto é, |x — a| < e. Matematicamente, limz = a ou x — a.
Lé-se: x tende para a.

Geometricamente, a desigualdade |x — a| < &, estabelecida definigao 1, sig-
nifica que, para qualquer x € (a — ¢,a + ¢) tem limite a, isto &, tende para a.

2e

[ 1,

a-e g ate

Exemplo 1: Sea=3,entdor € (3—¢,34+¢) = 3—-e<x<3+ec =
|z — 3| <e.
Se ¢ = 0,001, entao 2,999 < x < 3,001 = limz=a = z — 3.
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Estudaremos agora o limite de uma funcao de uma varidvel real com todas
as suas interpretacoes.

2.2 Limite de uma Funcao

2.2.1 Nocgao Intuitiva

O uso bésico de limites é descrever como uma func¢ao se comporta quando a
varidvel independente tende a um dado valor.

Exemplo 2: Examinemos o comportamento da fungao f (z) = 2*> — x + 1.

Representando f na forma tabular, temos que:

f(x)T

0
0

Zz

1,99

1,995

1,999

2

2,001

2,005

2,05

f (x)

2,8525

2,9701

2,985025

3,003001

3,015025

3,1525

Observando a tabela e o gréfico é facil constatar que o limite de 22 — 2 + 1
quando x tende a 2 é 3 por qulaquer um dos lados de 2, ou seja, lir% (22 =z +1) =3.

Note que, na anédlise precedente estivemos preocupados com os valores de f

préximos do ponto x = 2 e nao com o valor de f em x = 2.

Informalmente, temos que se os valores de f (z) puderem ser tomados tao
préximos quanto quisermos de b, fazendo x suficientemente préximo de a (ndo igual a
a), entao escrevemos

limf (z) =b,0u f(z) — bsex— a.

r—a

Observagao: No exemplo anterior, a fun¢ao f (z) estava definda em =z = 2
(ponto de interesse), mas quando falamos em limite nos interessa saber o comportamento
da fung¢ao na vizinhanca de um certo a, nao necessita que a funcao f esteja definida no

ponto a ser analisado. Observe isso, no exmplo a seguir.

Exemplo 3: Seja f (z) = ﬁ Verifique que glglir(l) (ﬁ) = 2.
Solucao: Observe a tabela abaixo:

T

—0,001

—0,0001

—0, 00001

0,00001

0,0001

0,001

/(@)

1,9995

1,99995

1,999995

2,000005

2,00005

2,0005
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Por evidéncias numéricas estamos sendo induzidos a concluir que

x
lim ({ — | =2
z—0 <\/x +1- 1)
Podemos confirmar este resultado por manipulacgoes algébricas. Veja:

f@)=7=5== \/%—1\/7%11 =Vr+1-1,sex#0.
A partir dai, é evidente que f (z) — 2, quando x — 0

2.2.2 Limites Laterais

Nem sempre uma funcao tem limites iguais quando se aproxima pela direita
ou pela esquerda de um nimero real a. Vamos analisar agora, funcoes que estao definidas
em intervalos onde existem pontos nos quais o grafico da funcao dé um salto. Assim,

ry f (x) 4y
~ee-

i |
i /_,/i f(x)
0 a ol a

Isto pode ser observado no préximo exemplo.

Exemplo 4: Se f (z) = %
Solugao:

l=|
T

Note que: f(z) = _ { 1,se x> 0;

—1,se x < 0.

Graficamente, temos que:
li =1le i = -1
S =te I o)

Com esta notacao, o indice superior + indica um limite a direita e o indice
superior — indica um limite a esquerda.

Definicao 2: Se a funcdo f (x) tende a by, finito ou ndo, quando = tende

a a por valores inferiores ao a, entdo dizemos que by é o limite & esqueda de f(x) no
ponto a, ou seja
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lim f (z) = b.

T—a

Definicao 3: Se a funcgdo f (z) tende a by, finito ou nio, quando z tende a
a por valores superiores ao a, entdo dizemos que by € o limite & direita de f (x) no ponto
a, ou seja

lim f(x) = bs.

z—at

Estes limites laterais podem ser:
i. iguais, isto é, b; = bo;
ii. diferentes, isto é, by # by;
iii. pode existir um e outro nao;

iv. ambos nao existirem.

Relagao entre limites laterais e bilaterais

O limite bilateral existe se, e somente se, existirem os limites laterais e forem
iguais. Escrevemos,

limf(z)=0 < lim f(z)= lim f(z) .

r—a T—a~ r—at

Exemplo 4: Determine o limite (limite bilateral) das fungoes abaixo.

- 5,sex <2
1 f(x)—{ 5 +1,sex>2.
Solugao:
O gréfico de f é:

Graficamente, os limites laterais sao:

li = 1li 2)=1;

Jim f () = Jim (5) =15

i f () = lim (§+1) =2.

Conclusao, como o lim f(z) # lim f(z), entdo ndo existe o lir% f () (limite

=27 z—2t
bilateral).
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x,sex >0;
2. f(z) = 1, se x = 0;
—z, se x < 0;
Solucao:

O gréfico de f é:
sy

f(x)

><1!'

TO

Graficamente, os limites laterais sao:

lim f () = lim x = 0;

r—0~ rz—0~
lim f () = lim (~) =0.

Conclusao, como o lim f (z) = lirn+ f (z), entdo existe o limite bilateral e hH(l) f(z) =
z—0~ z—0 T—
0.

6r+7,ser < —2;

3. f(x):{ 4—z,sex>—2.

Solugao:
Graficamente, os limites laterais sao:
lirréif (x) = linéi (6x +7) = —5;

IEI—g+f (z) = $EI_I§+ (4—2)=6.

Conclusao, como o lim f(x) # lim | f (z), entao limite bilateral nao existe.
T——2" T——2
4. f(x)=|z—3|.
Solugao:
O gréfico de f é:

Y4
2
0 } } H—
0 2 4 6
X

Graficamente, os limites laterais sao:
lim f(z) = lim (—2+3) =0;
T—3~

r—3~

lim f () = lim (z—3) =0.

Conclusao, como o hr?, f(x)= lirgl+ f (x), entdo lilrzr))l+ f(xz)=0.
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2?2 —3,se x> 2;
5 f(x) = 1,se x =2;
L sex <2
Solugao:
Graficamente, os limites laterais sao:

g S ()= Jlig () = —oo

. IR 2 o
zliglj (x) = zlig1+ (" =3) =1.

Conclusao, como o lim f (z) # lim f (z), entdo nao existe lim f (x).
x—2~ z—21 z—2+1

Observacao: Intuitivamente, dizemos que uma curva é continua quando
nao apresenta quebras ou buracos. Estas quebras ou buracos sao chamados de descon-
tinuidades.

y A

/buraco
salto \.—/°/\

v

2.2.3 Limites pela definicao

Introducao

Inicialmente, suponhamos que uma familia pretende disciplinar o uso da
dgua em sua residéncia. Admitimos que o custo do m? de dgua seja R$ 1,20 e que esta
familia decide gastar R$ 90,00 por més com uma tolerancia de R$ 6,00 para mais ou
para menos. A questao que se poe é: qual a faixa de consumo em m? de dgua para que
o custo fique dentro do padrao estabelecido?

Solucgao:

Sejam
2 : o mimero de m? de dgua a serem consumidos;
p : o valor pago pela dgua em RS.

E facil ver que a funcao que relaciona o valor a pagar com o consumo é
p(x)=1,2x.

Como foi decidido gastar R$ 90,00 por més com uma tolerancia de R$ 6,00
para mais ou para menos, conclui-se que o valor a ser pago deve pertencer ao intervalo
(84, 96].

Na seqiiéncia, é necessario estabelecer o intervalo de consumo. Para isso,
determinamos os valores de a e b tais que
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Conclusao: Para que os gastos fiquem no intervalo [84,96] o consumo deve
ficar entre 70m? e 80m? de dgua, isto é, pertencer ao intervalo [70, 80].

Ao estudarmos limites das fungdes, o valor p (z) = 90 é denominado limite
de p (z) quando z tende a 75, a tolerancia R$ 6,00 ¢ denominado € e a margem 5 m?
em torno de 75 é denominado 6. O gréafico a seguir retrata esta situacao.

A préxima questao que se poe é: existe uma relacao entre a tolerancia ad-
mitida em torno do valor monetério fixado como referéncia (R$ 90,00) e a margem em
torno do valor central de consumo (75 m3)? Isto, é, dado € > 0 é possivel encontrar
0 > 0 tal que 0 dependa de €7 A resposta é sim e, o procedimento, para determinar esta
relacao consiste em estabelecer a relacao entre as desigualdades

Ip(x) —90| <ece |z —T5] <.

Desse modo,

p () — 90| = 1,20 — 90| = 9|z — 75| <. (1)

Por outro lado,
|z — 75| <d. (2)

Das relagoes (1) e (2), podemos admitir a relagao

e
1,26 = = )= —.
’ c 1.2

?

Portanto, para cada toleréncia de gastos € podemos encontrar a margem de
consumo J.
Vejamos os valores de § para alguns valores de .

Valor de € | Valer de ¢ | Intervalo de gastos | Intervalo de consumo
6 5 84,96 70, 80]
5 4,1667 85,95 70.833,79.617]
4 3,3333 86,94 71.667,79.333]
3 2,5 (84, 93] [72.5,77.5]
2 1,6667 88,92 73.833,76.16666]
1,2 1 89,91 74,76]
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Generalizando

Consideremos y = f(z) uma fungao definida em uma determinada vizinhanca
do ponto a ou para certos pontos desta vizinhanca.

Definicao 4: A funcdo y = f(x) tende ao limite b, quando  tende para a,
se para todo e qualquer nimero positivo e, por pequeno que seja, é
possivel indicar um nimero positivo 0 tal que, para todo e qualquer = # a que satisfaz
0 < |z — a| < ¢ se verificard a desigualdade |f (z) — b| < €. Escreve-se:

limf (x) = b, ou f () — b quando = — a.

r—a

Interpretacao Geomeétrica

Se f(x) — b quando = — a, no grafico de y = f(z) se interpreta:
- I/Apostila 2008.1/cap2/cap2Figl.eps

Uma vez que da desigualdade 0 < |z —a| < § se deduz |f (z) —b| < ¢,
entdo, todos os pontos P, no grafico de f(z), correspondentes aos valores de = que se
encontram a uma distdncia nao maior que ¢ do ponto a, se localizarao dentro de uma
faixa de largura 2¢, limitada pelas retas y = b —¢c ey = b+ . Isto é, para um dado
e > 0 e arbitrario, f(x) faz corresponder um nimero 6 > 0 tal que a —d < x < a+4§
sempre que b —e < f(x) < b+e.

Podemos resumir a defini¢ao 4, usando simbolos:

limf(z)=b < Ve>0,30>0talque |[f(x)—b <esel<|z—al<d.

r—a

Exemplo 5: Seja f(x) uma funcao dada por f (z) = 2z — 4.

-4 lim(2x-4)=2

3 J

Graficamente, observamos que lin% (2x — 4) = 2, pois:

r 12,9912,999 |3 3,013,001
f(x) [ 1,98 [ 1,998 2,02 | 2,002

A medida que x se aproxima de 3 por valores menores ou maiores, f(x) se
aproxima de 2. Podemos tomar |f(z) — 2| tdo pequeno quanto quisermos, bastando para
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isto, escolhermos x bem préximo de 3. Vejamos agora, como determinar ¢ em fungao
de um dado e.

Temos f (z) =2x —4 e lin%f (x) =2 . Usando a definigao 4, temos que:

Dado qualquer £ > 0, 36 > 0 tal que

f(z)—2|<e se 0<|z—3]<d
= |2z—-4)-2|<¢ se 0<|zr—3]<d
= |[2z—-6|<¢ se 0<|z—3]<d
= 2z-3|<e¢ se 0<|z—3|<¢

=  |r—-3] <3

Escolhendo § = 5, a definigao se verifica.
Por exemplo, se ¢ = 0,01, entao 6 = 0,005.

. ; 24 _
Exemplo 6: Mostre que gl;rr; = =4

Solugao: Vamos mostrar que, para qualquer e > 0, 30 > 0 tal que |f (z) — 4| <
ese0<|z—2] <.

Dado qualquer € > 0, 36 > 0 tal que

f(z)—4] <e se O0<|r—2]<d
= ‘22:24—4‘<5 se 0<|zr—2l<¢
= %—4‘<5 se 0<|z—2/<9d
= |r-2|<e¢ se 0<|zr—2/<¢

Escolhendo 0 = ¢, a definigao se verifica.

Exemplo 7: Mostre que lin}le = 16.

Solugao: Vamos mostrar que, para qualquer € > 0, 3§ > 0 tal que | f (z) — 16| <
ese0<|z—4]<d.

Dado qualquer € > 0, 46 > 0 tal que

|f(x) — 16| <e se 0<|z—4|<$§
= |2 —16]<e se 0<|v—4]<$§

Observe que,
|f () = 16] = [2? = 16| = [(z — 4) (z + 4)| = [z — 4] |z +4]. (1)

Precisamos sustituir |z + 4| por um valor constante. Neste caso, vamos supor
que 0 < 6 <1, entdo 0 < |z — 4| < J, seguem as seguintes desigualdades equivalentes:

lt—4|<d<1 = |Jz—-4<1l = —-1l<z—-4<1 = 3<z<5h
= 3<zr<b= T<z+4<9.

Logo, |z + 4] < 9.

Assim, por (1), temos que

|f (x) —16] < 9|z — 4|

46



Como, pela definigdo, deve ocorrer que |xr — 4| < §, temos que
|f (z) — 16| < 96.
Escolhendo 0 = min {1, g}, obtém-se que

|f(m)—16|§9.§:5.

Teorema da Unicidade: Se limf () = b, e lim f (z) = by, entdo by = bs.

r—a

Demonstracao: Note que,
by — bo| = b1 — [ (x) + f (x) = bo| = |= (f (&) = b1) + (f (z) — b2)]|
Pela desigualdade tringular, temos que:

b1 = b| < |=(f (2) = bo)|+|f () = bo| = [f (x) = ba[+[f (x) = b2 (%)

Como limf () = by e limf (x) = by, pela defini¢ao de limites, dado € > 0,

361 > 0 tal que |f (x) —by| <e se 0 < |z —a| < dy;
b > 0 tal que |f (z) — be| <€ se 0 < |z —a| < .

Seja 6 = min {61, d2}. Entao, em (x), seque que
|b1 — b2| < Pe.

b1 —b .
Se escolhermos € = |12—2‘, obtém-se que

|by — ba| < |by — ba|, sempre que |z — a| < §. Contradigao!!!
Logo, by = bs.

Voltemos agora a analisar a definicao de limite. Convém enfatizar que, em

limites, nao é necessério que a fungao seja definida em r = a para que o limite desta
funcao exista quando x — a.

2.2.4 Limites Infinitos

Definicao 5: Uma funcao f () torna-se infinitamente grande positivamente

quando z — a se o valor de f (x) se torna e permanece maior do que qualquer nimero
positivo M devidamente escolhido, por maior que seja. Isto é,

limf(z) =400 < VM >0, 30 >0talque f(z) > Mse0<|z—al <d.

Geometricamente:
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Definicao 6: Uma funcio f(x) torna-se infinitamente grande negativa-
mente quando x — a se o valor de f (z) se torna e permanece menor do que qualquer
nimero positivo N devidamente escolhido, por menor que seja. Isto é,

limf(z)=—-00 < VN <0, 30>0talque f(z) < Nse0<|z—al<9.

r—a

Geometricamente:

e

Exemplo 8: Mostre que 11m

= +00.

10— )
Solugao: Dado um nimero M > 0 para que 3§ > 0 tal que f(x) > M se
0<|z—1|<o.
Seja M > 0. Assim,
fx)>MseO0<|z—1] <0
= f(x):(l_;x)z>]\/[,se()<|x—1|<(5
= (1—x)2<%,se0<|x—1|<5.

Por proprledade de valor absoluto, temos que:

= [1-z° < se0<|x—1|<5
Como |1—x| |x—1| temos que:
= |lz—17< appse0<|z—1]<é

= ]x—1\<m

Logo, escolhendo ¢ = \/LM tem-se o resultado.
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Se M =9, entéoézé.

Exemplo 9: Mostre que liIr(l) — :%2 = —00.

Solugao: Dado um nimero N < 0 para que 39 > 0 tal que f(x) < M se
|z — 0] < 4.

Seja N < 0. Assim,

f(x) < NseO<|z|<d

= f(@)=—%<N,se0<|z]<é

= —z?>+1,se0< |z] <4

= 22 <—5,se0<|z] <4

Por propriedade de valor absoluto, temos que:
= |x|2<ﬁ,se()<|:c|<5.

= |7/ < -
1

Logo, escolhendo ¢ = T obtém-se o resultado.

Se N = —4, entao § = %

Observagao: Encontramos com muita freqiiencia graficos que se aproximam
de uma reta & medida que x cresce ou decresce. Estas retas sao chamadas de assintotas.
No exmplo 8, temos duas assintotas: z =1 e y = 0. A primeira é chamada de assintota
vertical; a segunda, assintota horizontal.

2.2.5 Limites no Infinito

Defini¢ao 7: Uma funcio f (z) tem limite b quando x ao infinito positiva-
mente, se para qualquer nimero € positivo por pequeno que seja, é possivel indicar um
M positivo, tal que, para todo = que satisfaz x > M se verifica | f (x) — b| < e. Isto &,

lim f(z)=b < Ve>0, 3M >0 tal que| f(z) —b] <esex> M.

T— 00
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Geometricamente:

Y A

o
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
_— = =

¥

£

Defini¢ao 8: Uma fungao f (x) tem limite b quando z ao infinito negativa-
mente, se para qualquer nimero € positivo por pequeno que seja, é possivel indicar um
N negativo, tal que, para todo = que satisfaz = < N se verifica | f (z) — b| < €. Isto &,

lim f(zx)=b < Ve>0, 3N <0talque| f(z)—b <esex < N.

T——00

Geometricamente:

. : 2z __
Exemplo 10: Mostre que mkrjlmm =2

Solugao: Pela definicao de limite, sabemos que

lim % = 2 se, e somente se, dado qualquer £ > 0, existe um nimero N < 0
T——00
tal que
f(z)—2|<e se r <N
= | X -2l<e
= )—2(:0;_3;3) — 2’ <e
=  24+-5-2|<e
6
= To—3| <e€
=  Jz-3>¢

Por propriedade de médulo, temos que
r—-3<-% = 2<3-%
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Logo, N=3-95
Se ¢ = 0,05, entao N = —117.

Y 10 \

5

-10

Exemplo 11: Mostre que lim 2 =1.

T—+00 z+4
Solugao: Pela definicao de limite, sabemos que

lirll i—ii =1 se, e somente se, dado qq € > 0, existe um nimero M > 0 tal
T—T00
que
f(z) -1 <e se x> M
= | -1]<e
= —(x;ﬁjl —1‘ <e
1

= }1l+m—1| <e€

= Totd] <e€

= Jo+4[>1

Por propriedade de médulo, temos que
r+4>1 = r>441

Logo, M =4+ 1.

2.2.6 Limites Infinitos no Infinito

Defini¢ao 9: Uma fungdo f (z) torna-se infinitamente grande positivamente
quando z tende ao infinito positivamente se, para cada nimero M positivo qualquer (tao
grande quando se queira) pudermos determinar um nimero m positivo, tal que para
todo x que satisfaz © > m verifica f (z) > M. Isto é,

lim f(x) =400 < VM >0, Im >0 tal que f(z) > M se x > m.

r—-+00
Analogamente, nos demais casos, temos que:
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Definicao 10: lim f(2) = —00 & VN <0, 3m > 0 tal que f (z) < N

T—+00
sexr >m.

Definicao 11: lim f(2) =400 < VM >0, In <0 tal que f (z) > M

Tr——00

se r < n.

Definicao 11: lim f(z) = —c0 & VN <0, 3In <0 tal que f(z) < M

T——00
se r < n.

Observagao: Convém esclarecer que 400 e —o0 nao sao nimeros, dizer que
r — +00 ou r — —oo indica o comportamento da varidvel x. Este fato nao tem o
mesmo significado que, por exemplo, x — 10 ou z — —10. Neste caso, dizemos que o
limite da funcao nao existe.

Exemplo 12: Determine os limites no infinito de f (z) = z°.

Solucgao: Geometricamente, é fdcil concluir que

lim f(z)=—-00 e lim f(z)= 4oc.

Tr——00 r—-+00

leO

100

2.3 Propriedades dos Limites

Sejam f(z)e g(x) funcdes para as quais existe lim f (z) e limg (z). Assim:

Tr—a r—a

L lim [f (z) + g (2)] = lim f (2) & limg (2);

Lé-se: o limite de uma soma e/ou diferenca de fungées é igual a mesma soma
e/ou diferenca dos limites destas fungades.

2. lim [k.f ()] = k.lim f («);

r—a

Lé-se: o limite do produto de uma constante k por uma func¢ao é igual ao produto
desta constante pelo limite da fungdo.

3. lim [f (x) 9 (r)] = lim  (r) img (@)

r—a

Lé-se: o limite de um produto de duas fungoes é igual ao produto dos limites destas
duas fungoes.
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10.

11.

12.

13.

14.

lim f(z)
lim (f(m)> == se limg () # 0;

r—a \9(2) lim g(z)

Lé-se: o limite de um quociente de fungoes, se existir, é igual ao quociente dos
limites destas fungoes.

lim [f (2)]" = (glglirtllf (x))n, com n € N;

Lé-se: o limite da poténcia de uma funcao é igual a poténcia do limite desta
funcao.

lim {/ f = o/limf (z

Lé-se: o limite da raiz n-ésima de uma funcao é igual a raiz n-ésima do limite
desta funcao.

lim (In f (x)) = In <1imf (x)), se lim f (z) > 0;

Tr—a r—a r—a

lim (cos f (x)) = cos ngclbf (37)>a

lim (sin £ ()) = sin (1im f (x) )

lime/®) = 6( s f(x))

r—a

?

O limite de uma funcao polinomial inteira quando x — +oo é igual ao limite de
seu termo de mais alto grau. Isto é: se f (z) = agz™ + a;2" ' + - - - + a,,, entdo

(a) lim f(z)=

Tr——+00

(b) limf(x):—l—oo,se{ se ag >0 e n par

+o00, se ag > 0
—0o0, se ag <0’

T——00 se ag < 0 e n fmpar ’

(c) lim f(z)=

r——00

o se ag > 0 e n fmpar
’ se ag < 0 en par

Se f(z) e g(z) fungdes tais quelim f () = limg (z) = b e se h (x) é um fungdo para
a qual f () < h(z) <g(x), entdo limh (z) = b. (Propriedade do Confronto.)

Se o lim f (z) = b # 0, entao existe uma vizinhanga do ponto x = a na qual f(z)

conserva o sinal de b. (Propriedade da Conservagdo do Sinal.)

Se f(x) assume somente valores positivos e se limf (z) = b, entdo b serd um

r—a

nidmero positivo.
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Observacgoes: Por comodidade, nao efetuamos as demonstragoes de nen-
huma propriedade, que ficam como exercicios.

2.4 Calculo de Limites

No célculo do limite de uma fun¢ao, quando obtivermos uma das sete formas,

0 o
—, —, 0.00, 00 — 00, 0°
0 ) 00 ) 9 )
conhecidas como formas indeterminadas, nada se poderd concluir de imediato sem um
estudo mais profundo de cada caso, estudo esse feito em geral com auxilio da equivaléncia
entre funcoes.

7 l:too e OO07

Exemplo 13: Calcule os limites:
1. liné (322 + Vo — T+ ze” + 2)
Solucgao: Pelas propriedades de limites, temos que:

liIIé (3m2 + =T+ ze* 4+ 2) =

= 3lim (2?) + g/lim (z — 7) + limz.lime”? 4 lim2
z—8 r—8 r—8 1—8 r—8
lim (z—9
= 3lir% (2%) + s/lin%a: - ling? + (lingx) .e(%s( )) + lir%2

lim x—lim 9
=3(8)° +¥/8=T7+(8) .e(M s ) +2
=3%64+ 148379 +2

= 8e~1 4+ 195.

Observacgao: Note que, escrevendo passo a passo todas as propriedades de limites,
o cdlculo do limite torna-se trabalhoso. Com a experiéncia, é possivel aplicar
diretamente estas propriedades.

: 22426 0
2 xlin_lg) 43 0
Solugao: Devemos eliminar a ndeterminagao, para isso, usarmos manipulagoes
algébricas.
. 2, . . 3V (2—2 .
lim £2=8 — Jim (@+3)(z=2) )(g ) = lim (z —2) = —5.
z——3 T+ z——3 T+ r——3
3. lim¥2t2=v2 _ 0.
: T o

z—0
Solugao: Multiplicando e dividindo pelo conjugado de (\/;U +2 - \/5), temos que:

VRS ELPRE | S—

: i 1
fimy S Vareva) 2

x—0
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1 0
4 alsinif

Solucao: Definindo z = t%, e observando que se  — 1, entdo t — 1, temos que:

Va—1 —
;};—J\f 1 h_{qﬁ 1 hmt2+t+1 T3

t+1 2

22245 _ 0.

5. lim 52 T3 = oo

T—00

Solucao 1:

Pela propriedade (11),

[S] )

2
g O

Solucao 2:

Colocando 2% em evidéncia no numerador e denominador, temos que:

lim 22245 — 1j w = lim ﬁ = —2 pois = e 2 tendem a zero quando
emo0 DI 4 og a2(543) T plieo B2 50 POIS 23 € 5 q
T — 00

Observagao: Quando temos lim f (z) estamos denotando os limites no infinito,
r—00

ou seja, queremos calcular lim f(z) e lim f ().

Tr——400

3x4+2x2y+223y% [es)

6. lim 4-3xy—2y3xz3 = oo

T—00

Solugao: Pela propriedade (11), temos que:

: 3x4-222y+2x3y> : 2933y2 y? 1
lim =—%=24 — lim = lim &£ = -2
w00 A—3my—2yPa’ a0 2000 LTy y

4
r*—a 0.
7. lnnx2 =0
r—a

Solucgao: Fatorando o numerador, temos que:

at _ (22—a?)(2?+a?) .. 2 2\ _ 5.2
e = iy ) i 4 ) = 20

. (z—a)"—z" _ 0,
8. hmT =0
a—0

Solugao: Pela forma binomial, temos que:

n—2,2

lim (z—a)"—a™ _ hmx"fnx"—1a+%+...+(,a)n7

a—0 a—0 a
. _ —1 n—2 1 _
a— !

: 32245 __ oo,
9. lim = =3

Solugao: Colocando 2% em evidéncia no numerador e denominador, temos que:

s g VPBHE) L lely3
Mm e = Im ey = i



Analisando os limites no infinito, temos que:

. 2 z\/3+5 3+5
lim Y35 = Jim —~ = lim —~ = \/?g
r——400 r—400 ff(6 ) r——400 (6 z)
[a, B [a, B
1 V3z2+45 li I3 li 3t 3
11m “6r—8 1m 3 11m 3 =~
r——0c0 °OFTT £——00 90(6*g> x—+00 1(6*;)

lim (\/x2+8x+3—\/x2+4x+3):oo—oo;

r—00

Solugao: Multiplicando e dividindo pelo conjugado do nimerador, temos que:

lim (Va2 48z +3— Va2 +4s+3) =

T ) . 3 Va2 +8z+3++vx2+4z+3
= mh_{glo [(\/56 + 8z +3— Va?+4x +3) <\/:z:2+8x+3+\/502+4x+3):|

4z _ 4z
;plglgoxﬁ(\/lJr +5+/1+4+ %) _Q}Lw\x|(\/1+ +5+ 142+ %)

Assim,

i 2 _ 2 4z —
IETOO (\/x +82+3 -V —|—4x—|—3) xEIJPoox(\/lJr +5 +\/1+z+m ) =2
lim (V22 + 8z 43— Va2 + 4z +3) = lim (o 4x+¢1+ =y - —2.
Tr——00 r——00 —T )
i p

_ |22—6| |z—3|
z2—9 _2(173)(x+3)

Solugao: Temos que, f (z) =

Pela definicao de médulo, temos que:

o —3| = rT—3,sexr >3
r )l 3—x,5ex <3

Reescrevendo a funcao, temos que:

2
—~—,sex >3
o= { Fpenzs,
a3 se xr <
Assim, para determinar lim f (x), analisemos os limites laterais:
r—3
2 L
:I:lig)l“'f( ) acligl‘*' z+3 3
2\ 1
i 7 (0) = iy () =

Como lirgl+f (x) # lirglif (x), entao linéf () nao existe.

22+ 1,sex <2

. ILI%f(x),ondef(x):{ 6,sex=2

9—2x,se x> 2
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Solugao: Como f (x) é uma funcao definida por partes, para determinar lim f (x)

x;)

devemos analisar os limites laterais.

Ilggaf (x) = xli%{r (9 —2x) =5.

lim f(z) = lirgl_ (22 +1) =5.

T—2~

Como lir;l+f (x) # lirglif (x), entdo lin%f (x) = 5.

Exemplo 13: Se f (z) = %, mostre que lil%w =1,

1 1

ane 11 f($+a)_f('7:) — |1 x4+a x __ 1 _ _i
Solugao: (1112%—@ = Clbli%—a (lllf%—fc(w T T

2.5 Limites Notaveis

Desenvolveremos aqui, alguns limites, cujas generalizagoes serao de grande
utilidade no cédlculo dos limites de fungoes que assumem uma das indeterminagoes do
tlpo , 1%° e oo,

Proposigao 1: lims2 =1

z—0
Demonstracao:

|

|

|

|
0 Q B
Do grifico, teremos que:
sinz < x <tg(r) = sinzr<z<22£

cosx ’
Para x € (O, %), temos que sinx > 0 e cosxz > 0. Assim, dividindo tudo por

sinx, obtém-se que
1< L
sinz T coszx . . .
Por propriedades de desigualdades nao estrita, temos que:
1 >=22E>cosz.
Tomando o limite para v — 0, seque que:
lim 1 <11m51”<11m cosr = 1 <thlgw< 1.

z—0 —0 z—0 z—0

Pela propmedade do Confronto, otbemos que:
limsine — 1,

z—0 ¥

Exemplo 14: Calcule os limites:

sinar __ 0
L. i{%smbm 0

Solugao: Multiplicando e dividindo por %, temos que:
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lim siraz sinaz _ lim (sinaw
r—0

8 - 1=

sin axr a sin axr
> = lim %= = lim 2

sin ba
20 Sin bx sin bx 10 T2 70 s
asinax alim sinaz
_ x—0 _a
- llm bsln bx T bli sinbz T p°
z—0 "oz S ST
x—0

2. lim&&@) = 0
) z—0 % 0

Solugao: Reescrevendo a fungao, temos que:

sinx

lim 88 = Jim ses = Jim (02 1) — iy sine i Lo —
r—0 r—0 r—0 x cosx z—0 x m_)()COSI
3. lir% (x.cossec (3z)) = 0.00.
€Tr—>
Solucgao: Reescrevendo a fungao, temos que:
i — | 1 ) = _ 3z _ 1y v _ 1
}rli)% (‘T.COSSGC (3%)) o }EE% (x'sin(?)x)) hn(l)Bsm(31’) o 3alcli>r(l)sin(3x) 3
Proposicao 2: lim icosz — ),
Tr—
Demonstracao:
Usando a identidade trigonométrica sin® § = =20 parg § = 5, temos que:
. _ .2 o
Jim L=cosz iy, 250 (3 )—11 sin(3 ):m( )—hmw lim sm( )— 1x0=0.
z—0 z—0 z—0 2 z—0 2 z—0

Exemplo 15: Calcule os limites:

1. limizeste=m _ 0

o Sin(z—m) 0

Solugao: Definindo t =z — 7. Se v+ — 7, entao ¢t — 0. Assim,

. 1—cos(z—m) .1 ¢ . l—cost lim 1=cost o
lim ————~ = lim=—=" = lim—t— = &% — = > = (.
sy Sin(z—m) i sint 50 ot thr% 1
1—cos(4z) _ 0
2. i{% zsin(4z) ~ 0"

Solugao: Multiplicando e divindindo pelo conjugado do numerador, temos que:

1—cos(4z) 1—cos? (4x) sin? (4x)
111'% zsin(4z) glcligmsm(élx)(lJrcos(éLx)) hnéms1n(4:r)(1+cos(4x))
IERT sin(4x) sin(4x) 1 _ 1 _
= I ey = AM = Mmooy =415 = 2.
Proposicao 3: lim (1+1)" = ¢, onde e ~ 2.7183 ¢ o nimero irracional
neperiano.

Demonstracao: A prova desta proposicao envolve nocoes de séries, por este
motivo sera omitida aqui.

Exemplo 16: Calcule os limites:
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8|

L lim (1 +2)« =1%.

Solugao: Definindo u = % Se x — 0, entao u — oo. Assim,
1
ilir(l) (1+x) 1}5{)10 (1+1)" =e.

2. lim (1+2)" = 1%,

T—00

Solugao: Definindo y = 2. Se x — oo, entao y — 0. Assim,

a

< =

lim (1+2)" = lim (14y)v = (lir% (1+y)
y— y—

T—r00

3. lim (Z£3)""% = 1,

rT—00
Solugao: Reescrevendo a fungao, temos que:
lim (££3)77% = Jim (2=LE8) 70— iy (14 4)7F

T—00 z—1 T—00 1 T—00

Definindo ﬁ = % Se ©r — 00, entao v — 0o. Assim,

lim (222)" = tim (14 )" = (m (14 2)") I (142)* = et

T—00 z—1 T—00 T— 00 T—00

Proposicao 4: hr% = Ina, onde a € R — {1}.

Demonstracao: Definindo u = a® — 1.
Aplicando logaritmo neperiano em ambos os lados, temos que:

In(u+1) =Ilne* = =2l

Ing

Se x — O entao U — 0. Dessa forma

. 1 .
91613% — = hIT(l) ln(uﬂ) =Ina. 11}1)1(1)1 ey =Ilna. i%—ln(u+1) =
1 _ 1 _
lIl(l W—lna. ﬁ—lna.lne—lna.
Ky In( lim (u41)u
u—0

Exemplo 17: Calcule os limites:

M€=l i e — =0 2 _ 2lne _ 2
:]iL)I%e5x,1 - ilf)]%e\%c;l - 51i 35;)”71 " 5lne ~ 5°
z—0

2. lim =49

_0
:c—>2x2 S0

Solugao: Reescrevendo a fungao, temos que:

_ x—2
lim ~ 39 = limZ& ; = 72hrn7 — —1
r—2 < r—2 < r—2

Definindo v = = — 2 Se r — 2, entao u — 0.
lim T=22 = 49lim =1 = 49In 7.

T2 T2 u—0
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3. lim% - %.

z—0

Solugao: Multiplicando e dividindo a func¢ao por aln (1 + ), temos que:

lim ('L g (e i) ) gl (200 gy (U2

z—0 z—0 \ amn(l+z) z z—0 20 \ aln(l+z)
— al T ARE (1+x)a71>
= a};lg(l) (hl (1+2) ) ili)l’[l) (aln(1+:p)

~ ot (tig (1 + ) )ty (220

z—0
_ o ((4e)io
o ai{% <aln(1+x) )

Definindo: v = (1 + 2)%, entdo Inu = aln (1 + z).
Se x — 0, entao u — 1. Assim,

lim (= = alim () - (+)

Definindo: y = u — 1. Se u — 1, entdo y — 0. Dessa forma, em (x), temos que:
1

. 142)%—1 .
lim &= — glim— ¥ = ¢ lim ooy = a ~ = ap; = a.
y—=0 =3 1 (1im(1+y)'*)

x—0 z y—oln (1+y)

2.6 Continuidade de uma Funcao

Ao estudarmos lim f (z) analisamos o comportamento da funcdo f (z) para

r—a

valores de x préximos de a, pois o limf (z) pode existir sem mesmo a fungao estar
T—a

definida no ponto = = a.

Definicao 12: Dizemos que uma funcio f(x) é continua no ponto c se, e
somente se, satisfazer as seguintes condicoes:

i. f(c) estéd definida;
ii. limf () existir;

iii. imf (x) = f(c).

r—cC

Se uma ou mais destas trés condig¢oes nao for verificada, dizemos que a funcao
f(z) tem uma descontinuidade no ponto z = a.

Exemplo 18: Determine se as fungoes sao continuas no ponto z = 1.

I‘HBQ :E-‘,-(E2
_ z242-2, _ ,se x # 1 . ,sex # 1
a. f(x) ==, b.g(m)—{ 2 Sex—l c.h(x)—{ 3 sex—l

Solucgao: Observe que as trés fungoes sao idénticas, exceto no ponto = = 1.
Assim,

60



limf (z) = limg () = limh () = lim £=2== +$12 lim EF2C=D i (2 +2) =

r—1 r—1 r—1 r—1 r—1 z—1 r—1

Logo, a segunda condicao da definicao de continuidade é satisfeita para as
fungoes f, g e h. Analisemos as outras duas condig¢oes separadamente:

a. f nao estd definida em = = 1. Portanto, f nao é continua em x = 1, pois falha a
primeira condicao da definicao de continuidade.

b. Para a fungao g, temos que: g (1) =2, mas g (1) # lin}g (x). Logo, a fungao g nao é

continua em x = 1, pois falha a terceira condi¢ao da definicao de continuidade.

c. Para a funcdo h, temos que: h(l) =3 e h(l) = lin%h (x). Conclusao, a fungao h ¢

continua em x = 1.

Exemplo 19: Estude a continuidade das fungoes:

s,sex >0
L f(x):{ §2+1,sex<0’
Solugao:
O gréfico de f é:

Graficamente, conclui-se que f nao é continua, pois a funcao apresenta um salto
no ponto x = 0.

Verificando as condigoes da definigao 12.

(a) f(0)=0;

(b) Os limites laterais sao:
li li z
Jim S (o) = Jim (5) =0
li 1 24
lim f(z) = lim (5+1)
Logo, como o hm f (x) # 1m | f (), entdao ndo existe o liH(l] f (z) (limite
bilateral).

Conclusao: A funcao f nao é continua em x = 0, pois a segunda condi¢ao
da definicao de continuidade nao é satisfeita.

7

20 45|, se x £ -2
2. f (@)= {3, sex——g

Solugao: Aplicando a definigdo de médulo, podemos reescrever f (z) como:
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—(22+5),sex < —2
f(x)= 3, sex= —g
2r+95,sex>—3
Verificando se as condigoes da definicao 12 sao satisfeitas:
(a) f(=3)=3;

(b) Limites laterais:
lim f(z)= lim (—2z—5)=0;
o _

T——3 T——3
lim f(z)= lim (2x+5)=0;
z——5% z——57
2 2

Como os limites laterias sao iguais, entao lim_f (x) =0.

T——3

(©) lim f(x) # F (~3).

T——3

Conclusao: f nao é continua em x = —

Nt

Exercicio: Mostre que a fungao f (z) = |z| é uma fungdo continua.

H4 alguns casos em que a funcdo f(x) nado estd definida no ponto =z = a,
mesmo assim, pode ser continua neste ponto, fato este que fica esclarecido no teorema
seguinte:

Teorema: Se a fungao f(x) nio é definida para x = c e se o lim f (z) = b,

entdo a fungao f(x) serd continua em x = ¢ se o valor b for atribuido & f(x) para = c.

Isto é:
f(:c)—{ f(z),sex#c .

b,sex=c

Observacgao: A descontinuidade a que se refere o teorema acima é dita descon-
tinuidade removivel e a qual o teorema nao se aplica, ilustrada no , nimero 1, do
exemplo 19, é dita descontinuidade essencial.

x2—4
r—2 "

Solugao: Como a fungao f(x) nao é definida para x = 2, entao f (z) néo é
continua neste ponto.
Observe que: lir% f(x) =4

Exemplo 20: Estude a continuidade da funcao f (z) =

A funcao f s6 serd continua em x = 2 se redefinirmos essa funcao da seguinte
forma:

f(x):{ %,sex#?

4 ,sex =2

Conclusao: z = 2 é uma descontinuidade removivel.

62



2.7 Continuidade em Intervalos

Uma funcao é continua em um intervalo quando é continua para todo x deste
intervalo. Assim,

Definicao 13: Dizemos que f é continua & direita em a se, e somente se,

fla) = lim f(z).

r—a™t

Definicao 14: Dizemos que f é continua a esquerda em b se, e somente se,

F(b) = Tim f ().

r—b~

Definicao 15: Uma fungdo f(z) é dita continua em um intervalo fechado
[a, b], se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

(i) f é continua em (a,b);

(ii) f é continua a direita em a;

(iii) f ¢é continua & esquerda em b.
Exemplo 21: Verificar se f (z) = v/4 — 22 é continua em [—2,2].
Solucgao:
Sabemos que o dominio de f é Df = [—2,2]. Verifiquemos se as condigoes

da definicao 15 sao satisfeitas.

(i) Para qualquer ¢ € (—2,2), temos que f(c¢) = v4—2? = limf (z). Logo, f &

continua em (a, b).

(ii) limzf (x) = lim2 (V4—12%) =0 = f(—2). Entao, f ¢ continua a direita em a.
(iif) lir%f (x) = lin% (V4 —12%) =0 = f(2). Entao, f ¢ continua a esquerda em a.

Conclusao: f(z) é continua no intervalo fechado [—2, 2].

2.8 Propriedades das Funcoes Continuas

Se f(x) e g(x) s@o fungdes continuas em ¢, entao:
(i) f(z) £ g(x) é uma funcado continua em c;

(ii) f(x).g(x) é uma funcdo continua em c;
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(iii) % ¢ uma fungao continua em ¢ se g (¢) # 0 e tem uma descontinuidade em ¢ se

g(c)=0.

Teorema: Todo polinémio ¢ uma funcio continua.
Demostragao: Queremos mostrar que limp (x) = p(c), onde p(x) é um

polindomio de grau n.
Seja p(r) = agz" + a2t + -+ ap 1T + a,.
Tomando o limite para v — c, temos que:
limp (z) =lim (ap2™ + a12" ' + -+ - + ap_17 + ay,)

= lim (agz™) + lim (a;2" '+ -+ + a,17 + a,)

= aglimz™ + lim (@12 ) + lim (ap2™ 2 + -+ - + ap_17 + a,,)

r—cC
Aplicando-se sucessivamente as propriedades de limites, seque que:
limp (z) = apc™ + a1 '+ -+ + ap_1c+ a, = p(c).
r—cC

Portanto, limp (x) = p(c).

Continuidade de Fungoes Racionais

Uma funcgao racional é continua em todo seu dominio.

. ~ 2— P .
Exemplo 22: Para quais valores de x a funcado f (z) = x§_5w2i6 é continua?

Solugao: Como f (z) ¢ uma funcdo racional, entdo ¢ continua em todo seu
dominio, ou seja, em todos os pontos, exceto onde o denominador se anula. Logo, f é
continua em R — {2,3}.

Continuidade de Fungoes Compostas
Se f(x) é continua em = = ¢ e g(z) é continua em f(c) entdo, a funcao
composta (g o f) (z) é também continua em ¢, isto é:

lim (g0 f) (v) = g (limf () =9 (f (@)

Tr—cC

Exemplo 23: Sejam f(z) = cosz e g(x) = 2*. Entdo a funcdo go f ¢é
continua em x = 07

Solugao: Como lin%g (f (z)) = lin(l)g (cosz) = g(0) =1 = g(f(0)), entao
go f é continua em x = 0.

(z)+cos(2x)

Exemplo 24: Investigue se a funcio f (z) = 22 emz =72

In(sin x) 6°

Solugao: Note que f (z) pode ser escrita como:

_ hi@)+ fo(z)
fs(fa(2)) 7

onde fi (z) =sinz, fo () =cos2z e f3(x) =Inzx.
Em x = &, temos que:

[ (x)
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° ;L{%fl () =sing = % =f (%) = f1 é continua;
o limfr(z)=cosi=3=/ () = foécontiua;

. g}iﬂfg(ﬁ(x)) = lim f; (cosf) =In(cosf) = —In2=f3(fa (%)) = fsofoé

continua.

Pelas propriedades (i) e (ii7) de fungdes continuas, concluimos que f é con-

tinua em x = %.

Teorema do Valor Intermedidrio

A figura abaixo, mostra o grifico de uma funcao que é continua no intervalo
fechado [a, b], sugere que se tracarmos uma reta horizontal y = k, onde k estd entre f (a)
e f (b) entao essa reta ird interceptar a curva y = f (z) pelo menos uma vez em [a, b].

y

fk(b) ------------ /4

QT |

>
X

Teorema do Valor Intermedidrio: Se f ¢ continua no intervalo fechado
la,b] e k & um nimero real tal que f(a) < k < f(b) ou f(b) >k > f(a), entdo existe
pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f (c) =k

Conseqiiéncia: Se [ é continua em [a,b] e se f(a) e f(b) tem sinais
opostos, entao existe pelo menos um nimero ¢ entre a e b tal que f (c¢) = 0. Em outras
palavras, se f é continua em um intervalo fechado e f aplicada nos extremos do intervalo
tem sinais opostos, entao existe pelo menos uma raiz pertencente a este intervalo.

Exemplo 25: Seja f (r) = 2? + x — 2. Existe alguma raiz de f no intervalo
0,2]7

Solugao: Temos que f(0) = —2 e f(2) = 4. Como fé continua em |0, 2],
f(0) <0e f(2) > 0, entao pelo teorema do valor intermediério, existe ¢ € (0,2) tal

que f (c) = 0.
Determine este c!
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2.9 Exercicios

1. Para a fungdo f (z) cujo grifico estd na figura em anexo, determine

(a) lim [ (2) (b) Tim f (2) (¢) lim f (x)
(@) F(3) (@) Tim 1 (x) (1) lim f (x)

y A
3T
2T
1T

" " 1 "
Hgd—o 5 10

2. Para a fungao f (x) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(a) lim f (x) (b) lim f () (c) limf ()
(d) £(2) () lim f () () lim f ()
Y,
R N
X

3. Para a fungao f (x) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(2) lim f (2) (b) Jim f (1) (¢) lim f (x)
() 7(4) (@) T f () (1) ‘lim_f (2)

4. Para a func@o f (z) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(2) lim f (2) (b) Tim f (2) (©) lim f ()
(@) 7(0) (©) Tim 1 (x) (f) lim_f (2)




5. Para a fungdo f (z) cujo grafico estd na figura em anexo, determine

() lm f(2) (b) lim f () (¢) lim f (x)
(@) 7(-2) (¢) T _f () (6) lim f (2)

N
—t— + +——H—

T N N N T :
-4 -2 0 2
X

6. Para a fungao f (x) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(@) Jim / (2) (0) fm fx) () lmf ()
(@ 7(5) © lim fx) () m f@)

7. Para a fungao f (x) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

() lim [ (x) (b) lim () (¢) lim f ()
(@) £(-2) (¢) lim f (x) (f) lim f(x)

8. Para a fungao f (x) cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(a) lim [ (2) (b) Tim f (2) (¢) lim f (x)
() (4) (@) Tim 1 (x) (1) lim_f (x)
le
5
2 2 4 8 10
X
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9. Para a fungao f (z) cujo grafico estd na figura em anexo, determine

(a) lim [ (2) (b) lim / (x) (¢) limf (2)
(@) 76) © T f@z) (@) lm (@)

10. Para a fungao f () cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(2) lim f (2) (b) Jim f (1) (¢) lim f (x)
(@) 7(0) (©) T f (1) (1) ‘lim_f (2)

11. Para a fungao f (z) cujo grafico estd na figura em anexo, determine

(2) lim [ (2) (b) lim / () (c) limf (2)
(@) 7(0) @ T f@z) (@) lm (@)

12. Para a fungao f () cujo gréfico estd na figura em anexo, determine

(2) lim f (2) (b) Jim f (1) (¢) lim f (x)
() 7(0) (@) T f (1) (1) ‘lim_f (2)
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13. Considere a funcao g (x) cujo grafico estd na figura em anexo. Para que valores
de zg existe lim g (z)?

Tr—X0

14. Considere a fungao f () cujo gréfico estd na figura em anexo. Para que valores
de zg existe lim f(x)?

T—T0

6 4 2 iwx

-5

15. Use a definicao de limite para mostrar que:

(a) Se f (x) =2z + 3, entao ILHif (x) = 5.

(b) Se f(x) = 2‘”2’#, entao lin%f (x) =5.

2 S,

(c) Se f(z) = 2* — x — 6, entao lim f (z) = —4.

r—2

(d) Se f(z) = 5=, entao lim f(z) =0.

r——00

(e) Se f(z) = =315, entdo lim f(x) = 0.

2_
z r——00

(f) Se f(x) = \/%, entao glcl_{%f (z) = 3.

(g) Se f(z) = 31, entdo lim f (x) = +ooc.

z—1
(h) Se f(z) =+/x — 1, entao ILII%f (x) = 1.
(i) Se f(z) = 347, entao ml_i}rg;f (x) =0.

(j) Se f(z) = 2% + 2z, entdo lin%f (r) = 3.

(k) Se f(z) = 2% —x — 6, entao lim f () = —6.
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(1) Se f(z) = =%, entdo lim f (z) = 2.

-1 r—3

(m) Se f(z) = 2%, entdo lim f (z) = 2.

Tr—00

(n) Se f(x) =1—=x, entdo lim f(x)= —oc.

T—+00

@)%fﬂw=2x+&em%£2f@):

(p) Se f(x) =

s entao lim f (z) = 0.

r——+00

E

(@) Se f(z) =37 w, entdao lim f (z) = +o0.

r—3~

(r) Se f(z) =x+ 3, entdo lim f(z) = —o0.

r——00

(s) Se f (x) = ;75, entdo lim f(x)=1.

T——+00

(t) Se f(x) = £, entdo lim f(x) = —1.

r——00

—_

(u) Se f(z) = 15, entdo lim f (z) = +o0.

r—31

(v) Se f(z) = +1, entdo lim f(x) = 2.

Tr——+00

(w) Se f(z) =%, entdao lim f(z)=1.

T—-+00

(x) Se f(x) = —5, entdo lim f () = 0.

r——00

(y) Se f(z) = 3z* + = + 2, entao lian () =

(Z) Se f (:C) 24+37 f(:l?) = 2.

T——+00

() Se f(z) = =55, entédo lim f (z) = +oo0.

r—2

() Se f(z) = 1%, entdo lim f(z)=0.
16. Dados
limf (z) =2, limg(z) =—-4 e limh(z)=0.

Obtenha os limites abaixo. Justifique seu raciocinio.
(a) lim [f () + 29 ()] (b) lim [A () ~3g (2) + 1] (¢) lim[g (a)] 2
@Im{6+7@ () Imagig (f) lim 255
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17. Use os graficos de f(x) e g (z) na figura abaixo para determinar os seguintes limites:

)

(a) lim [f () + g ()] (b) lim [f ( )+g9@)]  (c) lim [f(2)+g ()]
(
(

(d) lim [f(x )+g(x)] e) lim £ (f) lim 1te@

T— 21+g oo (@)
(g) hm Vf h) lim \/

x—0—

y=f(z) y=g()
18. Determine os limites:
1. lir%$2;5“§+6; 2. lm%x :;6
rT— xr—
3. tllm;ti?g 4. hml%
— T—
r—s s —00
: 233—5s+1
7 SETOO 1735 8. yEmooy +2y+1
9. lim ¢f3ui-du® 10. lim V22
" u—too 2u”+1 Ty o YT
11, lim =8 12. lim 228
Uu——00 xr—
13. lim 5455 14. lim 552
S— xr—r
15. hr%—vw;H 16. 1r%¢27;0xm
T r—
4
17. lim 531208 18. lim (=0
19. lmé—vatbta, a>0 20. lim¥YE2e—a o, § > 0
N T—a
3/r—
21. }Lim—”ﬁf*? 22. lim 2
—0 T— -
3 _ 3 . —
23 lim Y22V 24. lim 3=vEE
T— - T— - -
25. lim (Va?+1—+a2—1) 24, lim 2vet3el0
T——400 r——400
25. lim YZH 26. lim YZH
r——+00 Tr——00
27. lim (V32%+2z+1—+2z) 28. lim —*-2
T——+00 y——+00 5+4y
. 3—y 5x3—x24x—1
29y1_1>moo 544y 30. ml_l,moo zi4z—z+1
31. lim—2=%__ 32. 11mv3”+ =2

»_08in 2x—sinx 1

19. Esboce o grafico da fungao f(x) definida por partes e, para o valor a indicado,
determine cada limite, se existir. Justifique sua resposta.

[ sex <2 S
(a)f(x):{4_2$, sex >2 "’ @=2;
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1 ,se x < —3

o fo={ FE IS e

2+ 2 ,sex <0
(c) f(x)= 2—z,se0<ao <1 | a=0el,;
4 — 22, sex > 1
|22—27]
(d) f(x)= g T FI a=3.
-1, ser =3
20. Calcule os limites:
1. lim%g; 2. lim [In(1+2z) —Inz]
3. lim [z (g€ — 1)); 4. lim %=
5. hm( 11 — 1%), 6. lim¥ite—t.
z—1 7T z z—0 z
v2zr+1-3 224+32—10
7. lelz,r}l\/i \/5, 8. hn’%m,
¥z—1,
9. glcli%m’ 10. il_)nif T
11, lim Y23 12, lim [Va? +1— Va2 —1];
13. lim [m (\/:E2+1—x)]; 14. lim %;
T—00 a:—>73f51n x—g
15. lim [(1 — o) teg (%5)]; 16. glﬁiLI[I)SIH(a+$)$Sln(a_x);
17. 113%% 18. lim 5;
- In(l4az). RTINS
19. HICIL%T7 20. Q}EEO(%L) ;
21. lim&2=¢", 22. lim 2=V,
z—0 T r—a T ,
23. lim 2L 24. lim (1 + 3tg® (2))"" @,
s Inz—In3. : [ x2-9 .
25. aljll}r{l;?, 26. m1i>m3 m,
27. limsinz=sin2, 28. lim ™22,
x—2 L z—1 Z
: z2+x+1, N
: 3 5 . : z \7T.
3L lim (15 — 2%9); 32. lim ($5)"
: z2-9 . : ¢ 1 .
33 Ve 3. i ln (<5
42
- sin? z.cotg(x) | 1.
35. }:12%7, 36. xlimQ s
37. lim =Lt 38. lim (cos (mzx) + ‘/’32—:Z4>;
z—0 x r—4 z
39. lim /1 — 2a; 40. lim [ztg (2)];
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41.
43.

45.
47.

49.
ol.
53.
95.
o7.

99.

61.

63.
65.

67.

69.

71.

73.
75.

lim (sin22x - 1—(305;1:);

r—0

Jim (Vo)
xh_{go [z(In(x—1) —Inx)];

. 1—2cosz+cos(2z) ,
iy e
. esinx_l .
}:li)r(l) sin(2z) ?

s 223522223 |
}}E}) 1271327 1 4a—3)

nel=cosz In Yifzr,

lim !

z—0

lim (V= Z.tg(x));
Jim Y£—1-2.

g 25— )

lir% (ln e In 25 )
lim [7z (1 + cotg?z)] "

z—0t

lim (ZI — V4r? + x);

T——2

P
1, sex=4 "~

1.f(a:):{ S sex#£4

—1,sex <0
3. f(x)=2 0, sex=0 ;

r,sex >0

z+3
1, sexz=3

21. Estude a continuidade das funcoes:

z2+z—6
rIrD sexr #£ —3 .

’

2 10~

42.
44.

46.
48.

50.
52.
o4.
96.
o8.

60.

62.

64.
66.

68.

70.

72.

74.
76.

. 72
lim [5—1—(1—1—1) } ;
Tr—400 z
. (2172)71
e .
ll_{qe“x*@—l’

: 3/ 3x7 —4x5 .
xEIElOO 2¢7+1
tn Sinz—1,
glgli%a:?sec:v’
(3-2%)"-16

$3_1 )

lim
r—1 )

s x°—=3sinx,
hmT,

lim 22
a—1Vr—1’

02
: sinz .
glcli% 2tg3(z) cosx’
lim —L=te®@) .

—si Y
7w COST—SINT
4

2

1- 2241 v .
1m 2-3 )

Tr—T

. . sec? x
lim (sin®z + 2 cos® z) :
=3

s eftsinz—1.,
ili% In(z+1)

Va+vi—z

331—1>IE100 z+5 ’
ot

T R

9101211 sin[5(z—1)]’

10+ (1+12)

Y

lim x+5]
T—00

sin(az2 —1)
z3—3x2—z+3)

hm V1-z+vV1l-z
T——00 vi-z ’
lim =<2
p—s3 T3

lim

T—T

1+x,sex< -2

20 —1 ,sex > 2

4. f () = 228
x2—4
6 f(m) = Z_16’
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19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

3r—2,sex <1

2

¢, sex>1

?

V25— % se |z| <5 |

1, se |z|>5

z—3
|z—3|
1, sex=3

2x—1

(z) = Mt

e
3z242zx
| .

_x7

Y

ser #3

Y

sex >0

sex <0

22 -8 ,sex <3

sin(z—3)

r—3

, sex >3 ;

i
In(z+1) ,sea>0

l,sex =3

)

(me®) ,sex <0

Y

I

8 f(x) w2$;?>_6,
10. f(x) = |%—2];
12. f (z) = =B,
4. f(x) = =3
16. f (z) = VT +4;
18. f (@) = T
=g ser <3
20. f(z)=¢ 0, sex=3 ;
Lo, sex >3
In(1+x)
—— ,se —1<2x<0
22. = ’ ;
cosT ,sex <0
24. f(2) = = sex >0
_JInz,sel0<x <y
B 5@ ={ g(a), set<ncs
28. f(7) = =2—;
\/Ieji_l,sexg—l
Ine™®  se —1<2<0
30. f(z) = e®In(sinz),se 0 <z <1
%,sele
r+3,sex <0
32. f(r) = 2% se0<a<]
sinz, se x >
34.f(x):\xfx;jl;

\/27 _ _
36.f(m):{ r44+dbr+6,sex < —-3ex>-—-2

-1, e —3<z< -2 ’

22. Determine o(s) valor(es) de k para que seja continua a fungao

23. Considere a funcdo f, definida por f(z) = {

2kx ,se x <1
r+k, sel<zr<2 .
2 geq>2

kx?

2?2 +2ax +b+ 15, sex < —1
5, sex =—1
ba® — ax?, se v > —1

Encontre os valores de a e b de tal forma que a fungao f (z) seja continua.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sejam f e g duas fungoes definidas por g (z) =x—2e f (z) = %cosec(x —4).

Determine lir%h (x), onde h (z) = (f o g) (x).

Sejam f e g duas fungoes definidas por g(z) = ¥x+1e f(z) = In(x+1).
Determine limh (z), onde h(z) = (go f1) (x).

Sejam f (z) = Ilnv/2 -2z, Vr < 1,e k = lim (w—“)x Encontre, se possivel, o

x—+o00 “FTC
valor da constante ¢ a fim de que f~! (0) = k.

%sin (22) + (z +1)b, sex <0

a(x?+1)+3b, sex >0
Encontre, se possivel, uma relacao entre a e b de tal forma que a funcdo f (x) seja
continua em 0.

Considere a funcao f () definida por f (x) = {

Obtenha limlF (z), sabendo que F (z) = h(f (g7 (z))), onde

T——

f(x)=e¢, glx)=e*—2 e h(z) = Locosta=l)

z—1

Sejam f (z) = ¢/In(2x — 1+ [1 — ) e g (z) = &,
(a) Determine o dominio da fungéo f.
(b) Estude a continuidade da funcao h (z), sabendo que

hw_ { AU @) sezeD;
=\ 2D 9 gereR-{Df}

x

Para cada uma das funcoes abaixo:

(a) Use a translagao para esbogar o gréfico de f.
(b) Determine os limites de f para z — +00.

(c) Classifique as descontinuidades de f. Caso f tenha alguma descontinuidade
removivel, redefina a fungdo.eja f (v) = L%

21
i f(z) =35
.o 2
i f(r) = 2=5%;
ees 2_p—
iii. f(r) = Hp—2.
25

A desigualdade z — % <sinzr <z -— % +

desigualdade, determine lim *=5=*
z—0

55 € valida para todo z > 0. Usando a
. Justifique sua resposta.

A solugao abaixo estd incorreta. Encontre e justofique o erro. A seguir, calcule
(corretamente) o seguinte limite:

lirin (\/m—x): lirin ( x2(1—|—%)—x>: lim [m<\/1+%—1)]

r—+o0 r—+o00 r—+o0

= lim (Va2 +z—2)= lim (2.0)=0.

r—F00 r—F00
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Capitulo 3

Derivada e Diferencial

Objetivos

e Determinar a equacao de retas tangentes a uma curva em um determinado ponto;

e Resolver problemas que envolvam retas paralelas e normais a reta tangente de uma
curva em ponto;

e Calcular derivadas pela defini¢ao;

e Derivar qualquer funcao, usando as regras de derivacao;

e Determinar as derivadas laterais;

e Derivar fungdes compostas (regra da cadeia);

e Derivar implicitamente uma funcao;

e Encontrar a derivada de fungoes parametrizadas;

e Determinar derivadas de ordem superior;

e Interpretar geométrica e fisicamente derivadas e diferenciais;

e Resolver problemas que envolvam diferenciais.



3.1 Introducao

O Célculo Diferencial é o ramo da matemédtica que tem como foco o estudo
do movimento e da variacao deste movimento. Seu objeto de estudo sao as funcoes. As
idéias que usaremos aqui foram introduzidas no século XVII por Newton e Leibnitz.

A intengao de Célculo Diferencial é o de medir os incrementos ou variagoes
de grandezas, isto é, problemas do tipo: dada uma func¢ao, medir o seu incremento.

Exemplo 1:

a. A velocidade é a variacao da distancia em relacao ao tempo, isto é, o incremento da
distancia na unidade de tempo é a velocidade.

b. O peso de um animal aumenta regularmente 5 quilos por més, isto é, o seu incremento
em quilos por més é 5.

3.2 Reta Tangente

Sejam y = f (z) uma curva do R% Sejam P e @ dois pontos distintos desta
curva, cujas coordenadas sao (xg, f (z9)) e (z1, f (x1)), respectivamente.

Y A
Y, =f(X1)
Yo =f(Xo)

P

A inclinagao da reta secante s, que passa pelos pontos P e @), é

f(@1) = f (20) :ﬂ.

T1 — T Az

ms = tg(a) =

Sunpondo que o ponto P se mantém fixo e () se move sobre a curva na dire¢ao
de P. Assim, a inclinacdo da reta secante ird variar. A medida que @ se aproxima de P
a inclinacao da reta secante varia cada vez menos até atingir uma posicao limite. Este
limite é chamade de inclinagao da reta tangente (t) a curva no ponto P.
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y,=f (Xl)

yo =f(x,) o o=

Definicao 1: Dada uma curvay = f (), seja P (z¢, f (z¢)) um ponto sobre
ela. A inclinacao da reta tangente & curva em P é dada por

2Y _ im f (1) —f(xo)’

Q—PAx w1i—m T — XIg

quando este limite existe.
Definindo 1 = x9 + Axz. Se x1 — x0, entao Az — 0. Assim, podemos
reescrever o coeficiente angular da reta tangente como
Ay

L o S (@wo+ Ax) — f (20)
e = AlgIUIEOA_(E N Algilo Ax

Sabemos que a equagao geral de uma reta é
Y — Yo =m(x — o),

onde m é o coeficiente angular da reta.

Dessa forma, podemos escrever a equagao da reta tangente a curva y =
f () no ponto P (zg, f (xg)) &

y— [ (xo) = my (x — x0).

Exemplo 2:

1. Encontre a inclinagao da reta tangente a curva y = x2+6x+9, no ponto P (g, yo)-

Solucgao: Pela definicao 1, sabemos que a inclinacao da reta tangente a curva
y = 2% + 62 + 9 no ponto P (z¢, o) ¢

m, = lim f(x0+AAgC)_f(w0) — lim (m0+Am)2+6(zo+iz)+9—(z3+6m0+9) _
Az—0 z Az—0 z
T 2mgAx+(Az)?+6Ax 1. o
my = Alglclllo e = AI;:IBO (229 + (Ax) + 6) = 220 + 6.

Logo, o coeficiente angular da reta tangente é 2z + 6.
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2. Determine a equacao da reta tangente a curva y = 322 + 5, no ponto cuja abcissa
é 4.
Solugao: Sabemos que, a equacio da reta tangente a curva y = f (x) = 32% + 5,
no ponto de abcissa 4, é

y—f4)=m(z—4),

onde:
f(4)=3(4)"+5="53;

f(4+Az)—f(4)

3(4+Ax)?+5-53 1i 3(16+8Ax+(Ax)”)—48 1i 24Az+3(Ax)?
e S > = lim = lim =—/——— =

= lim

m, = lim
t Axz—0 Az Az—0 Az Az—0 Az

Az—0
24.

Logo, a equacao da reta tangente é
y—53=24(x—4) = y=24r—43.

Geometricamente,

50 T

"'l'l'>
-/2 4
X

_y—

3. Considere a curva y = /x. Determine a equagao da reta tangente a curva e
paralela aretar: 18z —3y+3 =0 .

Solugao: Seja t a reta tangente a curva y = f (x) = \/x e paralela a reta r : y =
6x + 1.

Como as retas ¢ e s sao paralelas, entao m; = m, = 6. (1)

Por outro lado, a inclinagao da reta tangente é

m. = lim f($0+AA$)—f(I0) — lim on‘*‘ix—\/ﬁ _0
Azxz—0 z Az—0 o 0
Resolvendo-se o limite acima, obtém-se: m; = #ﬁ (2)
Comparando (1) e (2), tem-se:
1 _ 1
270 =6 = To — 1aa
Logo, a equacao da reta tangente no ponto P (Elzu f (ﬁ)) é
: 1 _ 1 o 1
Geometricamente,
Y3
2
1
' f H—
/1 1 5
X
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4. Determine a equagao da reta normal a curva y = 23 no ponto P (1,1).

Solugao: Sejam s e t as retas normal e tangente, respectivamente, & curva y = z°
no ponto P (1,1).
Como as retas ¢ e s sdo normais, entao m;.ms = —1. (1)

Por outro lado, a inclinacao da reta tangente em P é

i FOAHAD—F() . (14Az)-1 ¢
i = Jim I — i 2 =8
Resolvendo-se o limite acima, obtém-se: m; = 3. (2)

Substituindo (2) em (1), tem-se que: m, = —3.

Dessa forma, a equagao da reta normal no ponto P (1,1) é

siy—l=—3(x-1) = s: y=35— 3z

Geometricamente,

3.3 Derivadas

Derivada de uma fungao num ponto

Definicao 2: A derivada de uma fun¢ao f (x) num ponto zg, denotada por
1 (xo) é definida pelo limite

' (z0) = lim f (w0 + Ax) — f (20)

Axz—0 Ax ’

quando este limite existe.

Lembrando que: x; = x¢ + Az , podemos escrever f’(zg) como

f/ (5170) — lim f (x1> — f (IO)

T1—T0 1 — 2o

Geometricamente, f’(xy) representa a inclinagdo da reta tangente a curva
y = f (z) no ponto P (xg, f (x¢)).

80



Derivada de uma fungao

Definicao 3: A derivada de uma fungdo y = f (z), denotada por f’ (z) tal
que seu valor em qualquer x € Df é definido por

) — i LAY~ F @)

Ax—0 AZE ’

quando este limite existe.

Dizemos que f é derivdvel quando existe a derivada em todos os pontos de
seu dominio.

Observacoes:

(i) Da definigao 2, temos que o coeficiente angular da reta tangente a uma curva y =
f(x), em um ponto P (zo, f (0)), € m¢ = [’ (x0).

(ii) Na definicdo 3, o quociente W ¢ chamado Quociente de Newton.

Outras notagoes de derivada:

f@) =y = Duf = 2.

Exemplo 4: Seja f (z) = 22 + 1. Determine f’ (3).

Solugao: Pela defini¢ao de derivada de uma fungao num ponto, em o = 3, temos que:

o fB+AR)—fB) 1o (B+AR)P41)—(3241) . 1016Az+(Ac)?-10 _
-

Portanto, f’(3) = 6.

Exemplo 5: Determine a derivada de cada uma das funcoes:

L f(r)=%23;
Solugao: Pela definicao de derivada, temos que:

(z+Az)—2 g—2

'(2) = lim {EHADT@) iy AT oTE
f ( ) Az—0 Az A0 Az

= lim (z+Az—2)(z+43)—(z—-2)(z+Az+3)

o Az—0 Ax(z+3)(z+Az+3)

= 1i 5Ax

N Algilo Az(z+3)(z+Az+3)

Az—s0 @+3)(z+Az+3) (z+3)?
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2. f(z) =1

Solugao: Pela definicao de derivada, temos que:

f'(z) = lim w = lim (a+aa)5—ad o

Definindo ©® = 2 + Az e a® = x. Se Az — 0, entdo v — a. Dessa forma,

l _ 13 u—a_ __ 13 1 _ 1
f (ﬂf) - igl}lu3—a3 - qlLll)I(lluQ—&-au—i-(ﬁ T 3a?’

mas a = /z, entao:

£ =

3.4 Diferenciabilidade

Como a definigao de derivadas envolve limites, a derivada de uma fungao
existe quando o limite da definicao 3 existe. Esses pontos sao chamado pontos de difer-
enciabilidade para f, e os pontos onde este limite nao exist sao chamados de pontos de
nao-diferenciabilidade para f.

Geometricamente, os pontos de diferenciabilidade de f sao aqueles onde
a curva y = f(z) tem uma reta tangente,e os pontos de nao-diferenciabilidade sao
aqueles onde a curva nao tem reta tangente. De modo informal, os pontos de nao-
diferenciabilidade mais comumente encontrados podem ser classificados como: picos,
pontos de tangéncia vertical e pontos de descontinuidade.

y y y
! %
: i |
[ Xq E( I XIO =)( l ;(° X >
Pico Ponto de tangéncia vertical Ponto de descontinuidade

Intuitivamente, os picos sao pontos de nao-diferenciabilidade, uma vez que
nao hd como desenhar uma tinica reta tangente em tal ponto. Por um ponto de tangéncia
vertical entendemos um lugar na curva onde a reta secante tende a uma posicao limite
vertical. Neste pontos, o tnico candidato razodvel para a reta tangente é uma reta
vertical naquele ponto. Mas as retas verticais tem inclinagoes infinitas; logo, a derivada
(se existisse) teria um valor finito real 14, o que explicaria intuitivamente por que a
derivada nao existe no ponto de tangéncia vertical.

y A

v

Exercicio 6: Prove que a fungao f () = |z| ndo ¢ diferencidvel em x = 0.

82



Solugao: Pela definicao de derivada de uma fungao em um ponto, temos

que:
_ 1iy JOFAT)—FO) g [0+AZ[—[0] . |Ag]
FOr=m = dm e =
1,sex >0
! _ Y
f (O)_{ —1,sex <0~
Como os limites laterais sao diferentes, dizemos que o limite limo% nao
xr—

existe. Conseqiientemente, f'(0) nao existe.

Observagao: A fungao f(z) = |z| é continua em = = 0 e no entanto nao é
derivével em = = 0.

Continuidade de fungoes derivaveis

Vejamos um teorema que nos garante a continuidade da funcao nos pontos
em que esta é derivdvel.

Teorema: Se uma funcgao y = f(z) é derivdvel em z = a, entdo é continua

em r = a.

Demonstracao:

Devemos mostrar que mh_%of (x) = f(xg), ou seja, que xlirrxlo (f () — f(xg)) =
0.

Note que:

. _ 1 f(mo+Az)—f(x0)
Jim (f (ro + ) = f (z0)) = fim, (Letig= A
= lim w. lim Az.
Az—0 z Ax—0

=0

w existe e € igual a ' (x).

Por hipdtese, f é derivivel ent&oAlimof (

Dessa forma,

lim (f (xo+ Az) — f(x9)) = 0.

Az—0

Por propriedades de limites, tem-se que:

Jim f (o + Ax) = [ (20) .-

Definindo x = xg + Ax. Se Ax — 0, entao x — x¢. Portanto,

lim f () = f (o) -

T—T0

Observacoes:

(i) Convém notar que o reciproco deste teorema nao é necessariamente correto, isto &,
uma funcdo y = f(x) pode ser continua em x = a e, no entanto, nao derivavel em
x = a. Pode-se observar isso, no exemplo 6.

(ii) O teorema acima nos garante que nos pontos de descontinuidade a fun¢ao nao pode
ter derivada. Embora com isto nao se queira dizer que
nos demais exista.
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Exemplo 7: A fungdo y = f (x) é definida e continua para todo z € R,
mas f'(z) = ﬁ% nao é definida para x = 0. Portanto, ndo existe 3’ para x € R_.

3.5 Derivadas Laterais

Definicao 4: Seja y = f(z) uma funcio definida em = = z(, entdo a
derivada a direita de f (z) em z( indica por f) (x¢) é definida por

f(z0) = lim f (w0 + Ax) — f (20) — lm f(x1) — f(ﬂﬂo)’

Ax—0+ Aflf 331—>:E3_ 1 — To

caso o limite exista.

Definicao 5: Seja y = f(z) uma funcio definida em z = =z, entdo a
derivada & esquerda de f (z) em xq indica por f’ (zq) é definida por

. (z0) = lim f (w0 + Azx) — f (20) — lim f (1) — f (o)

Ax—0— Ax T1—Ty 1 — 2o

caso o limite exista.
Do teorema da unicidade dos limites teremos que, se
’ Y,
[y (@o) = fL (20) ,
entao f é derivavel em x.

20 — 1, se x < 3
8—xz,sex >3

Solugao: Sabemos que f’ (3) existe se as derivadas laterais existirem e forem

, calcule a derivada em = = 3.

Exemplo 8: Seja f (z) = {

iguais.
As derivadas laterais sao:

7 (3) = lim fBHAD)—FB) _ iy 6+282-6 _ 9
R L S

' — iy LBFAD-FB) g5 8-3-Ax—8+43 _
A L

Como f! (3) # f" (3), entdo f nao é derivavel em z =3

Exemplo 9: Seja f () = (x — 2) |z|. Encontre f’(0).
Solugao: Aplicando a definicao de médulo, podemos reescrever f como

% — 2z, sex >0

f(a:)—{ —(2? = 2x),se x <0
O gréfico de f é:

N
N
P

N
<Y
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Geometricamente, concluimos f nao é deriviavel em x = 0, pois apresenta
um pico neste ponto.

Mostremos analiticamente que f’(0) nao existe.
As derivadas laterais sao:

' 1 SOFAZ)—FO) g (0+Az)2—2(0+A2)-0 _ o,
fi(0) = A}clg}ﬁ' Az B A}zzlinﬂﬁ' Az =%
1 (0) = Jim L0+An-fO) _ —(0+A2)*+2(0+A2)—0 _ 9

fo0) = Jim TR = =

Conclusao: f’(0) nao existe, pois f, (0) # f” (0).

3.6 Regras de Derivacao

A derivada de uma fungao é definida como um limite e usamos este limite para
calcular alguns casos simples. Vamos desenvolver agora alguns teoremas importantes,
que possibilitaram calcular derivadas de forma mais eficiente.

Derivada de uma fungao constante

Teorema: Se f(z) =k, com k € R, entao f'(z).
Demostracao: Pela defini¢ao de derivada, temos que:

/ _ i f@tAR)—f(2) s k—k —
fHle) = lim T2 = s = im0 =0.

Exemplo 10: Se f (z) = 10, entao f'(z) = 0.

Regra da Poténcia

Teorema: Se f (z) = 2", com n € N, entao f' (z) = nz"'.
Demostracao: Pela definicao de derivada, temos que:
_ Vi LA —f@) o (@+Ax)t—an
f'(@) = Jim et = fim et ®
Pelo binomio de Newton, sabemos que
(r+ Az)" = 2" + nz" 1Az + @x”” (Az)* 4 -+ nx (Az)" " + (Ax)".
Substituindo em (1), seque que:
. n—1 n(n—=1) n_2 A )2+~~~+7‘L:L'(A:L')n71+(A$)n—$n
’ -1 nz" Azt =52 (Ax
f' ()= lim Y

= Alim0 (nx”’l + @x"* (Az) 4 -+ 4 nz (Az)" 7 + (A;v)nA) = na" 1.

Portanto, f'(x) = na"!.

Exemplo 11:
(a) Se f(z) =27, entao f' (z) = 7x°.
(b) Se f (z) =z, entao f'(z) = 1.
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Observacgao: Se n € Q, o teorema acima continua verdadeiro.

Derivada do produto de uma constante por uma fungao

Teorema: Se f for uma funcao diferencidvel em z e ¢ for um nimero real
constante, entao c¢f também é diferencidvel em x e

d ~df (z)
e @) =L,

Demonstracao: Defina g (z) = cf (x). Pela definicao de limite, temos que:
Ty — ol g@tAD—g(@) _ pi cfetda)—cf@) _ i fatdn)—f()
g'(x) = AI;}EO Az Az—0 Az CAI;:IEO Az '

Como f é diferencidvel em x, entdo f'(x) existe. Assim,

g (x) = cf' ()

Portanto,

(cf () =cf (x).
Exemplo 12:
(a) Se f(x) = 32", entao f' (x) = 1223.

(b) Se f(z) =2, entdo f'(z) = 222

Derivada de soma e diferenca de fungoes

Teorema: Se f e g forem funcoes diferencidveis em z, entdo f £ ¢ também
é diferencidvel em z e

_df(z) | dg(z)
- dx = dr

@) g ()

Demonstracao: Definindo h(x) = f(x) + g(z). Pela definicao de limite,
temos que:

W (z)= lim w: Alimof(x+Am)+g(IZ§z)_f(m)_g(z)'

Ax—0
Reagrupando os termos e aplicando a propriedade do limite da soma de
funcgoes, tem-se que:

B (2) = lim L@HAD-IG) | i, getAn g

Az—0 Az
Como f e g sao fungoes diferencidveis, seque que
W (x) = f'(z)+d (z).
Portanto, a derivada da soma é a soma das derivadas, ou seja,

(f(@) +g@) =f(2)+g (@)
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Exemplo 13: Se f (z) = 6/ + 32® + 7. Determine f’ ().
Solugao: Aplicando a propriedade da derivada da soma, temos que:

f(x)= (6 +322+7) = (6z) + (322) + (7).

Pelas propriedades da derivada de uma constante por uma fungao e da

derivada de uma funcao constante, segue que:
1

!/
f'(z)=6 ({B§) +3(2?) 4 0.
Aplicando a regra da poténcia, obtém-se:

f'(z) = 612571 32227 = 6z + 2—6x+€,ﬁ

Regra do Produto

Teorema: Se f e g forem funcoes diferencigveis em z, entdo f.g também
é diferencidvel em z e

& (1)

+9g(x) I

dx
Demonstragao: Definindo h(x) = f(x).g(z). Pela definicao de limite,
temos que:

W () = Jim MEEADME) iy SrtAsdoletba)fe) oo

Az—0
Somando e subtraindo f(x).g(x + Azx), seque que:
h (l’) — lim flz4Ax).g(z+Ax)—f(z).g(z+Ax)+f(x).g(z+Az)— f(x).g(x) '
Az—0 Az
Rearranjando os termos e aplicando a propriedade do limite da soma de
fungoes, tem-se que:
b (z) = lim fatAz) g(etAz)—f(z)g@t+Az) 4 15, f@)-getda)-f(z).g(x)

Az—0 Az Az—0 Az
_ im 2etAD(@tAn)—f@) | iy [@)eetAn)—g@)
Az—0 Az Azr—0 Az

Aplicando a propriedade do produto de limites, temos que:

B (z) = Algiclllog (x + Ax). IITOW + hm f( ). liIEO—WJFAAIi*g(x).

Como f e g sao funcoes diferencidveis, seque que:

W(x)=g(@).f' () + f(z) .4 ().

Exemplo 14: Se f (z) = z%\/r. Determine f (z).
Solugao 1: Pela regra do produto, temos que:

/
' (x) = (22) /& + 22 (x%> = 2z/x + x2ﬁ5 = 5u3,

5
Solugao 2: Reescrevendo f, temos que: f (z) = z°.
Pela regra do produto, obtemos que:

fla)=32"" = f(2)=2ad.
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Observagao: O teorema anterior é vélido para mais de duas funcoes, ve-
jamos para trés. Se f(z) = u(z).v(z).w(x), entdo

f(x) =4 (z)v(z)w(x) + 0" (z)ulz)w(r) + o' (x).u(z).o(x)

e assim sucessivamente.

Regra do Quociente

Teorema: Se f e g forem fungoes diferencidveis em z e g (z) # 0, entdo 5
também ¢é diferencidvel em x e

d (f(év)) _g() . f1(x) = [(x) ¢ (z)
dr \ g(z) (g (2))” '

f(z)
g9(z)

Demonstragao: Definindo h(x) = Pela definicao de limite, temos que:

flat+Ax)  f(=)
/ IR h(z+Az)—h(z) _ 1. (z+Az) g(m) __ 1t g(z).f(z+Az)—g(z+Az) f(z)
() = Jim MR = i AL =l (SRRl )

Somando e subtraindo f (x).g(z), seque que:
_ 9(z).f(z+Az)+f(x).g(x)—f(2) g(z)—g(z+Az) f(z)
W (x) = Jim ( 9(2)-9(e+A2) >
Rearmnjando 0s termos e aplicando a propriedade do limite da soma de
fungoes, tem-se que:
/ _ 9(@)(fa+Az)—f(=)) _ qi f@)(—g(x)+g(z+Az))
h( ) Alﬂchilo g(z).g(z+Az) Az AI:IEIBO g(z).g(z+Az) Az

SEt+Az)—f(z) s f(z) g(z+Az)—g(z)
= dim sy Jm TR — e T
Como f e g sao fung:oes d@ferenciaveis seque que:
/ _ / _ (fv) 9(@).f'(x)—f (m)y'(w)
Portanto,

Exemplo 15: Se f(z) =% +2 Determine [’ (x).

Solugao: Pela regra do quomente, temos que:
' (z) = (3z—1).(2242) ~ (22+2)(32-1)  (B3z-1).20—(2242)3 3.2 o, g
- (38z—1)? - (3z—1)2 T (38z—1)2

Regra da Cadeia

Teorema: Sejam y = f(u) e u = g(z), duas fungoes derivaveis. A derivada
da funcao y em relacao a x é igual ao produto da derivada da funcao y em relacao a u
pela derivada da funcao u em relacao a x, isto é,

dy dy du dy

T = g e O 7 = [ 9(@) g (@)
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Demonstracao: Formemos separadamente o quociente de Newton em ambas
as funcoes, assim:

y+Ay = fu+Au) = Ay = f(u+ Au) — f(u) = % = —f(“JFAA“L)ff(“);
(1)

U

u+Au:g(x+Ax):>Au:g(:v+Ax)—g(x):>%:%ﬂ)_g(x). (2)

Notemos que, os primeiros membros de (1) e (2), nos ddo uma razdo entre
o acréscimo de cada fung¢do e o acréscimo da correspondente varidvel. Os sequndos
membros de (1) e (2), nos dao as mesmas razoes de outra forma.

Escolhemos os primeiros membros por ser uma notagcao mais conveniente e

fagcamos o produto, assim:
Ay Ay Au

Az Au Az’
Fazendo Ax — 0, entdo Au — 0 pois, u(z) é derivavel e portanto continua.
De onde vem que:

. Ay . Ay . Au
Moo Az Aumo Au Avmo Az

Da definicao de derivadas vem:

dy _dy du Ay _

de_du dr " dx_f/ (g(2)).¢" (z).

Portanto,

((fog) (@) = f(g9(x)).¢ (x).
Exemplo 16: Determine as derivadas das fungoes abaixo:

(a) y=+vbhr+2;
Solugao: Definindo u = 5x + 2. Entdo, y = \/u.

: dy _ 1 du __
Assim, du——2ﬁedx—5

Pela regra da cadeia, temos que:

dy _dy du dy _ 1 dy _ _ 5
dr™ du’dzx = de — 2\/ﬂ5 = der — 2/5z+2"

(b) y =V V212 —z;

Solugao: Definindo v = 222 — z, u = /v e y = Ju.

i L dy__dy du
Pela regra da cadeia, temos que: =29 (1)
du _ dudv
mas, 5. = G4 dz-
Temos que:
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A _ g 1. du_ 1. dy _ _2
da:_4x L dv = 2 dz T 342

Assim, substituindo em (1), segue que:

dy dy 4zr—1

2 1 _ 4zr—1 —
Az 32’ (m (4 — U) Y T

4 (2212).
(¢) y=(22° — )" (£22);
Solugao: Pela regra do produto, temos que:
’r__ 2 2 _ 4\’ z2+2 2242 ! 2 2 4
y = ((22% — 2) ) F (5 ) 222 —2)". (%)

Pela regra da cadeia, temos que:

(2 - 1:)4)/ — 4227 — 1)} (202 — 1) = 4 (4 — 1) (202 — 2)°

Pela regra do quociente, segue que:
2242 ! _ 322-2:x—6
(3%1) o Be-1)? @)

Substituindo (1) e (2) em (x), temos que:

3 (a2 2 —2x— 4
y =4 (4r — 1) (222 — x) <3;_“f> + 3(336_21)26 (22% — x)

’ (21‘2 —x) ’

x2
(d) y= —W
Solucao: Reescrevendo a funcao, temos que:
2
y = 2? (:r:2+1)3.

Pela regra do produto, temos que:

!/
Y = (22) (2% + 1)F + a2 ((x2+1)%) . (+)
Pela regra da cadeia, temos que:
2\ '/ 2 1
2 3) _2/(.,.2 =1/ 2 I dx (.2 -3 _ __ 4z
((x +1) ) )T ) = ) = ey

Substituindo (1) em (%), temos que:

2
A 9 2 1)3 2 4x
Yy r(x®+1)° +x (3@2“)%

I 2x 2
y = Py (3z* +5).
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Derivada das fungoes trigonométricas

1. Derivada da Fungao Seno: Se f (z) = sinx, entdo f'(z) = cosx.

Demonstracao: Pela definicao de limite, temos que:

) = lim LEFAD-f@) _ jjy, sin(atAz)—sing
fie) Armo Az Armo Az

sin z cos(Az)+sin(Az) cos z—sin x

= lim
Az—0 Az
— lim sin z[cos(Axz)—1]+sin(Ax) cos ©
Az—0 Az

Aplicando propriedades de limites, temos que:

—Cos(ﬁi)_l—l— lim cosz. lim Su42)

) — T sing.
f'(z)=lim sinz. lim Jim Jim =

Axz—0 Az—0

f'(x)=sinx*0+coszx*x1 = f'(z)=-cosz.

Portanto,

I (z) = cosz.
Exemplo 17: Se f (z) = sin /322 — 1, determine f’ (z).
Solugao: Definindo u = /322 — 1, entdo y = f (u) = sinu.

Pela regra da cadeia, temos que:

y = f'(u) ' = (sinu) ' = ' cosu

y = ((3302 — 1)%>/ .cos (/322 — 1)

y =1 (32— 1)7% (322 —1)".cos (V322 — 1)
— Tiﬁ_l cos (V322 — 1).

2. Derivada da Funcao Cosseno: Se f (z) = cosz, entdo f'(z) = sinx.

Demonstracao: Pela defini¢do de limite, temos que:

JEtARD @) _ iy
0 Az Az—0

cos(z+Az)—cosx

7' ()= Jim X

— lim %o cos(Ax)—sin(Axzx) sin z—cos ©
Az—0 Az

cos z[cos(Ax)—1]—sin(Ax) sinx
Ax

= lim
Axz—0

Aplicando propriedades de limites, temos que:

/ — i 1 cos(Az)—1 li . i sin(Azx)
Py =Jmgcose [y s ot [y T
f'(x)y=cosz*x0—sinzx1l = [f'(r)=—sinz.
Portanto,

[ (z) = —sinz.

Exemplo 18: Se f (z) = cos (sinv/z + 1), determine f’ ().
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Solugao: Definindo u = sinv/z + 1, entdo y = f (u) = cosu.
Pela regra da cadeia, temos que:

y = f'(u) v = (cosu) ' = —u'.sinu
y' = — (sin (v + 1)) .sin (sin (v + 1))

Yy =- (cos\/x—l— L (Vo +1) ) sin (sin (vVz + 1))
Y = 5o cos (Vo +1) sin (sin (Vo +1)).

. Derivada da Fungao Tangente: Se f (z) =tg(z), entao f'(x) = sec?r.

Demonstracao: Escrevendo a func¢do tangente como um quociente, temos que:

sinx
f(z) =tg(z) = :
CcosS &
Derivando pela regra do quociente, temos que:
’ _ cosxz(sinz) —sinz(cosx)’ _ cosztsin2x 1 2
f (.T) - cos? ¢ - cos? ¢ T cos?x T Sec I.

Portanto,
f'(x) = sec® x.
Exemplo 19: Se f () :tg< sin (xz)), determine f'(x).

Solugao: Definindo u = 4/sin (22), entao y = f (u) =tg(u).
Pela regra da cadeia, temos que:

y = f'(u) . = (tg(u) W = ' secu
y = ((sin (:c2))%>,.sec2 ( sin (a:2)>
(sin (z 2)),.8602< sin (xz))

COS CC2
y = a:\/% sec? ( sin (a:2)>

w\»-t

Y =} (sin (7))

. Derivada da Fungao Cotangente: Se f (z) =cotg(x), entao f'(z) = —cossec? ().

Demonstracao: Escrevendo a func¢do cotangente como um quociente, temos que:

cos T
f(z) = cotg (z) = —.
sin x
Derivando pela regra do quociente, temos que:
i ’_ inz) C ain? rens?
f(z) = S1n:v(cosxs)in2<::(c:>s:c(S1nx) _ SmsiiZ ;:os T _ _Sinl2$ — — cossec? (z).
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Portanto,
f'(x) = —cossec® (z) .
Exemplo 20: Se f (z) =cotg(z? + z + 1), determine f’ ().
Solugao: Definindo v = % + = + 1, entao y = f (u) =cotg(u).
Pela regra da cadeia, temos que:
y = f'(u) ' = (cotg (u))" v = —u'.cossec’u
y = — (22 +x+1) .cossec? (2% + z + 1)
Yy = —(2z + 1) .cossec? (2% + x + 1).

. Derivada da Fungao Secante: Se f (x) = sec (x), entao f’(z) =tg(x) sec .

Demonstracao: Escrevendo a fung¢do secante como um quociente, temos que:

1

pum— = = _1 .
f(x) =secx - (cos )
Derivando pela regra da cadeia, temos que:
f'(z) = =1 (cosz)"? (cosx) = sop st L —yg(x) seca.
Portanto,
f(z) = tg(x)secz.
. Derivada da Funcao Cossecante: Se f (x) =cossec(x), entao f’(z) = —cotg(z)cossec(z).

Demonstracao: Escrevendo a fung¢do cossecante como um quociente, temos que:

1 .1
f (z) = cossec (x) = e (sinx)” .
Derivando pela regra da cadeia, temos que:
f'(z) = =1 (sinz) " (sinz) = —Logr — st L — —cotg(x).cossec(x).

Portanto,
f'(z) = —cotg (x) .cossec () .

Exemplo 21: Se f (x) =cossecy/sec (x), determine f’ (z).
Solugao: Definindo u = {/sec (z), entdo y = f (u) =cossec(u).

Pela regra da cadeia, temos que:

y' = —u'.cotg(u)cossec(u)

Yy =— (4 sec (x))l .cotg( v/ sec (x))cossec( \/sec (:E))

y = —1 (sec (m))_% (sec (x))'cotg( v/ sec (m))cossec( v/ sec (m))
y = —1(sec (x))fgtg(x) sec (m).cotg( v/sec (x))cossec( v/sec (x))
y = —1 (sec (w))hg(w).cotg( v/ sec (a:))cossec({*/M) :

93



Observagao: Todos os teoremas demonstrados até aqui, sao generalizados,
com o uso da fun¢ao composta:

1. Se f(u) = sinu, entao f’ (u) = u' cosu;

[\

. Se f(u) = cosu, entdo f'(u) = —u'sinwu;
3. Se f (u) =tg(u), entao f'(u) = u'sec?u;
4. Se f (u) =cotg(u), entdo f’(u) = —u'cossec? (u);

5. Se f (u) = secu, entao f'(u) = u'tg(u) sec (u);

=p)

. Se f (u) =cossec(u), entdo f’(u) = —u'cossec(u)cotg(u).

Derivada da fungao exponencial

Teorema: Se y = a*, com a > 0e a # 1, entdo 3y = a®lna.

Demonstracao: Pela defini¢cdo de limite, temos que:
a‘”(an—l)

1 el IRT fz+Az)—f(z) _ 1. ale+Az)_gz ..
=f (r)=lim &—/——=—"~= lim ©——2%= lim
y f ( ) Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az
Pelas propriedades de limites, temos que:
. . gha_

y = lim a®. lim % =a”Ina.

Azxz—0 Az—0 z
Portanto,

Yy = a"lna.

Caso particular: Se a = e, entao para y = e*, segue que

y =¢e"lne = 3y =€

Derivada da funcao logaritmica

Teorema: Se y =log, z, coma >0ea# 1, entdo 3y = %loga e.
Demonstracao: Pela defini¢io de limite, temos que:

I N i LA f(@) i log, (e Ax)logga . loga (HE22)
y=r = lm T = i = i s

_ 10ga(1+%) . Az as _ : Az as
= lim === = lim log, (1+ %) =log, [ fim (1+55)7 ).

Definindo 1 = 22 ou seja, u = -&. Se Az — 0, entdo u — oco. Assim
U T Ax ’ ’
1

y'=log, (lim (1+ %);) =log, (lim (1+ %)u> " =1llog,e.

Portanto,

1
y' = —log, e.
T
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Caso particular: Se a = e, entao para y = log, = In z, segue que

1
y=lnzx = o =-.
x

Derivada de uma fungao exponencial composta
Teorema: Sey = u’, onde u = u(x) e v = v () sao fungoes de z, deriviveis
em um intervalo I e u (x) > 0, Vo € I, entao

y =vuta + b Inu.

Demonstracao: Usando propriedades de logaritmo, podemos escrever a fun¢ao
v
y =u", como

vinu

y=e"" = y=e

Note que:

y={(gof)(x)=g(f(x)), onde g(w) =e" ew= f(z)=vinu.
Pela regra da cadeia, temos que:

Y=g w)w = y=ec (vinu)

=y =" (VInu+ v%) = y =" (W Inu+vauta)

Por propriedade de logaritmo, seque que:

y =" (WVInu+ovutd) = ¢ =u (VInu+vutad).

Portanto,

Yy =vu ot Inu.

Resumo: Aplicando a regra da cadeia para as fungoes compostas abaixo,
obtém-se:

1. Sey=a", coma>0ea#1,entdaoy=1u".a"Ina;
2. Se y =e", entao y = u'e";

3. Sey=1log,u,coma>0eas#1,entaoy = %logae;
4. Se y = Inwu, entao y = %;

5. Se y = uY, entao v = v.u’ L' +ul. Inu.v'.

Exemplo 22: Determine a derivada das fungoes:

1' y _ 5\/212-0-393;

Solugao: Definindo u = /222 4 3x, entao y = 5.
Pela regra da cadeia, temos que:

1\ '/
u = <(2w2 + 3$)§> = 1 (227 + 3x)

1
2 (222 +32) = N

95



Ly=e

Pela regra de derivacao da funcao exponencial composta, temos que:

y =5"Inbu = y = —2\/‘%5 Va5,
.y = In (sin (e7**));
Solugao: Definindo u = sin (e"%*), entao y = Inu.
Pela regra da cadeia, temos que:
u' = (sin (e72*)) = ' = (e7%*) cos (e %)
= (=2z) (e7®)cos (e72*) = u' = —2e 2 cos (e727).
Pela regra de derivacao da funcao logaritmo composta, temos que:

—2¢— 2= cos(e*%)

sin(e—2%)

/

y=2 = y= = —2e *cotg(e ).

vV ex?
’

Solugao: Definindo v = Ve**, entdao y = Inu.

Pela regra da cadeia, temos que:

1\’ _1 _1
o= ((er)Q) o o= (6952) > (exz)/ e (emz) 3
2 1_%
u’za:(em) = Ve,
Pela regra de derivacao da funcao exponencial composta, temos que:

2
2
y =ue" = y =axvereVe .

.y =sec (V2z +1) —|—cossec(””+})

Solucgao: Aplicando propriedades de derivadas, temos que:
y' = (sec (v/2z + 1) + cossec (iﬁ)) = (sec (V2z + 1))I + (cossec (i—j&))/
Definindo u = /22 + 1 e v = &2

1"
Pela regra da cadeia, temos que:

= ((2x+1)%>/ = u:§(2x+1)_%.

Pela regra do quociente, temos que:

(z+1)(z—1)'—(z—1)(z+1)’ _ 2
(z+1)* (z+1)*

Pela regra de derivacao de fungoes trigonométricas composta, temos que:
y' = u'sec (u)tg(u) — v'cotg(v)cotg(v)

y = S /(22x+1_)2_ sec («3/23: + 1)tg(.3/2:1c + 1) Zn )2 Cotg( )Cotg( )

v':(fs—jr})l = v =
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2

5. y = (sinz)”;

Solucgao: Definindo u = sinx e v = z~.

2

Pela regra de derivacao de uma funcao exponencial composta, temos que:

Yy =vaut ' +ul. lnua

22 (sin x)m ! (sinx)' + (sin gr:)m2 In (sinz) . (z?)’
22 (sin x)x cos x + 2z (sin x)xz In (sin z)

=z (sinz)” (<22 4 21n (sinz))

smmx

:17

= x (sinx)” (xcotg (z) + 21n (sinz)).

Derivada de fungoes hiperbdlicas

Como as fungoes hiperbdlicas sao definidas em termos das funcoes exponen-

ciais, a derivagao dessas funcoes se resume na derivacao de funcgoes exponenciais.

Sa0:

Exemplo 23: Mostre que se f (z) = sinhx, entao f’(z) = coshz.

Solugao: Lembre que: f (z) = sinh (z) = £=¢—. Assim,

f'(z) = (sinh (2)) = <€z’26_z>/ = <4~ — coshu.

Portanto, f’ (z) = coshz.

Analogamente, obtemos as derivadas das demais funcoes hiperbdlicas, que

Se f (u) = sinhu, entdo f (u) = ' cosh u;
Se f (u) = coshu, entdo f' (u) = v’ sinh u;

Se f (u) =tgh(u), entdo f' (u) = w'sech? (u);

Se f (1) =cotgh(w), entdo f' (u) = —u'cossech? (u)
Se f (u) =sech(u), entdo f' (u) = —u'tgh(u)sech(u) ;

Se f (u) =cossech(u), entao f’ (u) = —u'cossech(u)cotgh(u).

Observagao: A demonstracao das derivadas das funcoes hiperbdlicas fica

como exercicio!

Exemplo 24: Determine a derivada das fungoes:
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1. y = cosh ((z3 + 2) e'*);
Solugao: Definindo u = (2® + 2) e**. Entao: y = coshu.
Pela regra do produto, temos que:
= (254 2)(e*) + (2® +2) e = ' =4(2% +2) e¥ + 302
u' = (423 + 322 + 8) 2.
Pela regra de derivacao de fungoes hiperbélicas, temos que:
y' = (coshu) = u'sinhu = y' = (4% + 322 + 8) €' sinh ((z® + 2) ™).

2.y :tgh<ln (mi—f[?')),

Solugao 1: Definindo u = In <x2+3>. Assim, y =tgh(u).

J34
Derivando o In, temos que:

<x2+3)/ 2(”2%)
o4 _ T T b __ 2z%412
z243 2213 - 343z °
e e

u =

Pela regra de derivacao de fungoes hiperbdlicas, temos que:

y = u'sech? (u) = ¢ = —2+ 2sech? (ln <‘”2+3)).

343z 4

Solugao 2: Definindo v = In (’”2+3). Assim, y =tgh(u).

{I?4
Aplicando as propriedades de In para reescrever a funcao u, temos que:

_ 2 _ P 2x 4 222412
u=1In(2?+3) —4dlnz = o' = F5 - =752

Pela regra de derivacao de fungoes hiperbdlicas, temos que:

y = w'sech? (u) = 3 = —2+12g0ch? <1n <x2£3)>

z3+3x
3. y = y/cotgh (t + 1)

Solugao: Definindo u =cotgh(t + 1)>. Entfo, y = \/u.
Pela regra da cadeia, temos que:

2 2)/
V=t =y = e (Seossec® (4107 ((£+ 1))

) —(t+1)cossech?(t+1)2
\/cotgh(t-i-l)2

Y

3.7 Derivacao Implicita

Definicao 6: Quando a relacio entre x e y ¢ dada por uma equacio da
forma F' (z,y) = 0, dizemos que y é uma fung¢do implitica de x.
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Uma equacao em x e y pode implicitamente definir mais do que uma funcao
de x.Por exemplo, se resolvermos a equacao

24y =09, (1)

para y em termos de x, obtemos y = £v/9 — x2. Assim, encontramos duas funcoes que
estao definidas implicitamente por (1), sdo

fi(z) = VO —a% fa (z) = =9 — 2%

Os gréficos dessas funcoes sao semicirculos do circulo 22 + 4% = 9 que estao
localizados acima e abaixo do eixo das ordenadas.

?2+y?=9 fi(x) =9 — a2

Observe que o circulo completo nao passa no teste da reta vertical, e portanto,
nao é o grafico de uma funcao de . Contudo, os semicirculos superior e inferior passam
no teste da reta vertical.

Nem sempre é possivel definir a forma explicita de uma funcao definida im-
plicitamente. Por exemplos, as funcoes

3 + y? = 3wy,
y* + 3xy +2lny = 0,
nao podem ser expressas na forma y = f ().

O método da derivagao implicita permite encontrar a derivada de uma funcao
assim definida, sem a necessidade de explicité-la.

Derivada de uma funcao dada implicitamente

Suponhamos que F' (z,y) = 0 define implicitamente uma funcao derivével
y = f(x). A derivada de uma func¢éo na forma umplicita é obtida usando a regra da
cadeia. Assim, é possivel determinar 3’ sem explicitar y.

Exemplo 24: Derive implicitamente as funcoes abaixo.

1. 22 +9*=9;

Solugao: Derivando ambos os membros com relacao a x, temos que:

2 2\ __ / dz dy __ dy _ =z

(@ +y*) =(9) = 2z75+2yi=0 = ZF=-1
2. 3 +y? = 3zy;

Solucgao: Derivando ambos os membros com relagao a x, temos que:

(2® + %) = 3zy) = 322+ Qy% =3(zvy) = 322+ Qy% =3y + 335%

= (2y - 31‘) Z—z = 3y — 33;2 = % _ 32y?;73?;7;2 .
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3. y*+ 32y +2lny =0

Solugao: Derivando ambos os membros com relacao a x, temos que:

(y4+393y+21ny)' = (0)’ = 4yPY 4 3 +3y+21dy =0

4. 4" 4 In (sin (z3?)) = >+,

Solugao: Derivando ambos os membros com relacao a x, temos que:

7Yy + (Sifl(zyQ))l = (622 + 1) 2zt

sin(zy?)

x 2 /COS x 2
= 7y6y/ + ( ysi)n(a:yg)y ) - (63}2 + 1) i

= Tyby + (y% + 2ayy )cotg(xy?) = (622 + 1) 2 +2

= (7Y% + 2z cot (z12)) 3 = (622 + 1) 2% — y2cotg(zy?)
<6x2+1)e2z3+m—y2 cot (xyz)

/
=Y = TyS+2z cot(zy?)

Exemplo 25: Determine o(s) ponto(s) em que a reta tangente a curva
C:a*+ay+y*—3y=9

¢é horizontal.
Solugao: Sabemos que a reta tangente é horizontal nos pontos em que m; =

4~

dr
Derivando implicitamente a equacao que descreve C', temos que:
2 +axy +y+2yy -3y =0 = % = mf;y:y3~ (*)
Sex+2y—3#£0,entdo L =0 & y=—2z. (1)

Substituindo em C, temos que:
302 +63—-9=0= 22+22x—-3=0,ouseja,v=—-3ouzx=1.
Substituindo estes valores em (1), obtemos: Py (—3,6) e Ps (1, —2).

Portanto, a reta tangente é horizontal nos pontos P; e P, pois satisfazem a
condicado ().

3.8 Derivada da funcao inversa

Exemplo 26: Considere a fungao y = f (z) = ;%5. Determine Zy e ffy”
Solucao:
Como y = —13 derivando pela regra do quociente, obtemos que

dy 2

dr  (z+ 2)2 .
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Para determinar ‘;—z, iremos escrever x em funcao de y e, a seguir, derivar x

com relagao a y. \
— — 5~ dr 2
Se x = g(y) = 7, entdo g = T

Lembrando que y = 75, temos que:

der  (z+2)°

dy 2
Observe que,
dx 1

— =
dy dx
Neste exemplo, verificamos uma aparente relacao que existe entre a derivada
de uma funcao e a derivada de sua inversa.
Para determinarmos um relacao entre as derivadas de f e f~!, suponha que
ambas as fungoes sao diferencidveis, e seja

y=r"(2). (#)
Reescrevendo esta equagao como
z=f(y),
e diferenciando implicitamente com relacao a z, resulta que
Wod(fw) > =S WY > E-gh
A partir de (#) obtemos a seguinte férmula que relaciona a derivada de f~!
com a derivada de f. ; )

o) = Ty

Podemos enunciar este resultado como:

Teorema: Sejay = f (z) uma fungao definida em um intervalo aberto (a, b).
Suponhamos que f (z) admite uma funcao inversa x = g (y) continua. Se f’(x) existe e
¢ diferente de zero para qualquer = € (a,b), entao g = f~1 ¢ derivdvel e

,()_ 1 B 1
TV =50 " Tl

Em outras palavras, se y = f (z) admita uma fungao inversa entao

dy 1
— =
dx %
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Derivada das fungoes trigonométricas inversas

1. Derivada da funcao Arco Seno: Seja f : [-1,1] — [—%,%} definida por

f (z) = arcsinz. Entéo, y = f (x) é derivavel em (—1,1) e ¢y = 11_z2~

Demostracao: Sabemos a func¢do arco seno é a inversa da fun¢do seno, ou seja,

y =arcsinx <& 1 =siny.

Como (siny) existe e é diferente de zero Yy € (—%, %), pelo teorema da derivada
da fun¢ao inversa, temos que:

S| 1
Y=7—3= .
(siny)’ cosy

Pela identidade trigonométrica, temos que: cosy = /1 — sin®y. Assim,
1 1

/ —

y = - :
V1 —sin’y V1—a?

Portanto,
, 1

v V1—a?

2. Derivada da fungao Arco Cosseno: Seja f : [—
f (z) = arccosz. Entao, y = f (z) é derivavel em (—1,

Demostracao: Sabemos a fungdo arco cosseno é a inversa da fun¢do cosseno, ou
seja,
Y = arccosr < T = CoSY.

Como (cosy) existe e é diferente de zero Vy € (0,7), pelo teorema da derivada da
fungdo inversa, temos que:

o1 1

(cosy)  siny’
Pela identidade trigonométrica, temos que: siny = /1 — cos?y. Assim,

, 1

1
v \/1—cos?y VI

Portanto,
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3. Derivada da funcao Arco Tangente: Seja f : R — (—g,%) definida por

f (x) =arctg(z). Entao, y = f () é derivivel e y' = .

Demostracao: Sabemos a fungdo arco tangente é a inversa da fun¢do tangente, ou
seja,
y=arctg(z) < x=tg(y).

Como (tg (y)) existe e é diferente de zero Vy € (—g, g), pelo teorema da derivada
da funcao inversa, temos que:

gt 1
(tg(y))" sec’y’

Pela identidade trigonométrica, temos que: sec®y = tg? (y) + 1. Assim,

, 1 1

TR L 2t
Portanto,
, 1
v= 1+ 22

4. Derivada da funcao Arco Cotangente: Seja f : R — (0,7) definida por
f (z) =arccotg(x). Entdo, y = f (r) é derivdvel e iy = — L

T 1422
Demostragao: Sabemos a fun¢ao arco cotangente é a inversa da fun¢ao cotangente,
ou seja,

y = arccotg () <& x = cotg(y).

Como (cotg (y))" existe e é diferente de zero Yy € (0, ), pelo teorema da derivada
da funcao inversa, temos que:

, 1 1

(cotg (y))’ B cossec?y

Pela identidade trigonométrica, temos que: cossec’y = cotg? (y) + 1. Assim,

, 1 1

Y T oty +1 2?41
Portanto,
, 1
v = 1+ a2

5. Derivada da funcao Arco Secante: Seja f(x) = arcsec(x), definida para
~ o 2. LY ! 1
|z| > 1. Entao, y = f (z) é derivdvel para |z| > 1 ey = PV
Demostragao: Sabemos a func¢ao arco secante é a inversa da func¢ao secante, ou
seja,

1 1
y =arcsec () <&  x=sec(y) = = gy =arccos | — | .
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Pela regra da cadeia, nos pontos em que existe a primeira derivada, temos que:

el (L) = = Vit 1 _ 1
Yy 11— x2 xg\/zQ—l x2y/x2 -1 Va2y/z2 -1 |x|vVo2—1"
z2 2
Portanto,

, 1

v 2| Va2 — 1

. Derivada da funcao Arco Cossecante: Seja f (r) =arccossec(z), definida para
|z| > 1. Entao, y = f (z) é derivdvel para |z| > 1 ey = _Iw\\/%'

Demostracao: Sabemos a fungao arco cossecante é a inversa da fungdo cossecante,
ou seja,

1 ) 1
y = arccossec () < x = cossec(y) = — = y=arcsin | — ).
siny T

Pela regra da cadeia, nos pontos em que existe a primeira derivada, temos que:

el (L) == Va1
Y 17%' x2 xg\/aﬂgl x2v/x2 -1 |z|[Vz2—1"
x

T

Portanto,
, 1

4 T ViR —1

Para funcoes compostas, usando a regra da cadeia, temos que:

u/

. Se y = arcsinu, entao y = =

/

. Se y = arccosu, entdo y' = _—\/1U_W5
. Se y =arctg(u), entao y' = ﬁT?
. Se y =arccotg(u), entdao y' = _#;

ul

. Se y = arcsec (u), entao y' = Pt

u/

. Se y =arccossec(u), entdao y' = — T

Exemplo 27: Determine a derivada das fungoes.

. f(z) = arcsin [In (22 — 1));

Solugao: Definindo u = In (z* — 1). Entéo, v’ = =%

/ ! 1 2x 2x

¥y=wi—e ~ Vi1-(n@2-1))2 21 (@2-1)y/1-1n2(22—1)
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2. f(x) = arcsec <x6$3>;
Solugao: Definindo u = ze*’. Entfo, ' = (1 4 32°) e”

y/ _ o' _ (1+313)e””3
|ulvuz—1 ‘xem3|\/x2e2w3f

3. f(z) =arccossec(In vz + 1);

Solugao: Definindo u = Inv/z% + 1 = $1In (2* 4+ 1). Entéo, v’ = —*.

r_ u’ — x
y [ulvVu?—1 (x2+1)|1n\/m2+1|\/ln2 Va2+1-1

Derivada das fungoes hiperbdlicas inversas

Pelo capitulo anterior, sabemos que a funcao y = argsinhz também pode
ser escrita como y = In (x + Va2 + ) Assim, definindo v = x + V22 + 1, segue que:

/_(a:—l—vx?—l—l),_ 1+\/m32:+1 N B
Y r+vVr2+1 T+vVr2+1 Y 22+ 1

1
241"

Logo, se y = argsinh x, entdao y' =

Por desenvolvimento andlogo podem ser obtidas as derivadas das demais
funcgoes hiperbdlicas inversas.

A seguir, apresentamos as derivadas das fungoes hiperbdlicas inversas com-
)
postas.

. Se y = argsinhu, entao y' = ﬁ;

—_

2. Se y = argcosh u, entao y = \/J‘Tli_l, para u > 1;
3. Se y = arg tgh(u), entao ¢y’ = uQ, para |u| < 1;

4. Se y = arg cotgh(u), entao y' = para |u| > 1;

1— u27

5. Se y = arg sech(u), entdo y' = —W;‘—LT, para 0 < u < 1;

6. Se y = arg cossech(u), entao 3y’ = —W‘ﬁ, para u # 0.
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Exemplo 27: Determine a derivada da fungao y = arg tgh ((:osh2 (61‘))
Solugao: Se u = cosh? (62), entdo:

u’ = 12 cosh (6z) sinh (62) = 6 sinh (12x).

Assim,

) o __ 6sinh(12x)
y=12= 1—cosh?(6z)

3.9 Derivada de uma funcao na forma parameétrica

Funcao na forma paramétrica Considere a equagao
2?4 y? = a’. (1)

A equagdo (1) representa um circulo de raio a. Pelos conhecimentos da
Geometria Analitica, podemos expressar = e y como fungoes de uma paramametro ¢, da
seguinte forma:

A

.a / >
As expressoes (1) e (2) representam a mesma curva. Na equagao (1), a

fungao é apresentada na forma implicita. As equagdes (2), expressam a fung¢ao na forma
paramétrica.

y
A
a
T = acost
/ 4 ~ { Y — asint , com t € [0, 27]. (2)
\_a

Sejam

{ ;;;’((f)) Lcom £ € [a, 1], (3)

Entao a cada valor de t correspondem dois valores x e y. Considerando estes
valores como as coordenadas de um ponto P, podemos dizer que a cada valor de ¢
corresponde um ponto bem determinado do plano xy. Se as fungdes z = z (t) e y = y (t)
sao continuas, quando ¢ varia de a até b, o ponto P (z (t),y (t)) descreve uma curva no
plano. As equagoes (3) sdo chamadas equagdes paramétricas da curva C' e t é chamado
pardmetro.

Derivada de uma funcao na forma paramétrica

Seja y uma fungao de x, definida pelas equagoes paramétricas (3). Supon-
hamos que as fungdes y = y (t), x = z (t) e sua inversa t = t (x) sdo derivaveis. A fungao
y =y (z), através das equagoes (3), podem ser vista como fun¢ao composta

y=y(t(x)). (4)
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Aplicando a regra da cadeia em (4), segue que:
dy dydt
de  dt dx’
Como = = x(t) e t = t(x) sdo derivaveis, pelo teorema da derivada para
funcoes inversas, temos que:

dt 1 1
de & 2 (t)

Logo,
dy _dy 1 dy _y' (1)
dr dt & de 2’ (t)

— 943 _
Exemplo 28: Derive a funcao representada parametricamente por { a?;_:%;i B 31 .

Solucgao: Temos que:
P (t) =62 e 3 (t) =4t

Logo, a derivada da funcao respresentada parametricamente é

dy y'(t) 4 2

dx_x’(t):@_?)'

. d
Para apresentar a derivada % em termos de x, deve-se escrever ¢ como t =

Neste caso, como = = 2t3 — 1, entdo t = {/ %ll
Substituindo em g—g, temos que:
dy V4,

A 1.
dz 3 T

Exemplo 29: Considere a fungao representada parametricamente por

z(t) =+v2cos’t
{ y(t) = /2sin®t
Determine as equagoes das retas tangente e normal ao grafico da funcao no
ponto onde ¢ = 7.
Solugao: Determinando o coeficiente angular, pela derivacao de fungoes dada
parametricamente.

2’ (t) = —3v/2cos?t.sint
y' (t) = 3v/2sin*t cost

Entao,
dy _ y'(t) — 3v/2sin? cost _ __sint _ —tant
dzx z'(t) —3v/2cos? t.sint cost
_
Em ¢ = 7, segue que
dy S
delt=% = -1
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E ainda,

{s@ vt = {2W)

A equacao da reta tangente no ponto (%, %)
y—3=-1(r—3) = y=-z+L

O coeficiente anguar da reta normal é m,, = %, ou seja, m, = 1.
g

L ST

D

Assim, a equacao da reta normal é

y—%zl(x—%) =  y=uz.

3.10 Derivadas de Ordem Superior

Se a derivada [’ de uma funcdo f for ela mesma diferencidvel, entao a
derivada de f’ serd denotada por f”, sendo chamada de derivada sequnda de f. A
medida que tivermos diferenciabilidade, poderemos continuar o processo de diferenciar
derivadas para obter as derivadas terceira, quarta, quinta e mesmo as derivadas mais
altas de f. As derivadas sucessivas de f sao denotadas por

o= =, fO =y, 19 = (W) -

Chamadas de derivadas primeira, segunda, terceira e assim por diante. Acima
da derivada terceira, fica muito estranho continuar a usar linhas para indicar derivadas.
Assim sendo, denotamos por inteiros entre parénteses a indicagao da ordem das derivadas.
Nesta notacao, a derivada de ordem arbitraria é denotada por

™) n-ésima derivada de f.

Derivadas sucessivas também podem ser denotadas por
y=f@ = wedf@h
y' =) = P=L(E@) =5 @)

V=i = =g (S @) =l (@)l

Em geral, escrevemos

Y= @) = T = T ).

dz™

Exemplo 30: Obtenha a expressao da n-ésima derivada das fungoes abaixo:
1. y=a°—323+ 2% + 5;
Solugao: Temos que:
y' = 5zt — 922 + 2ux;
y" = 202® — 18z + 2;
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y" = 602 — 18;

y® = 120z;
y® = 120;

Determinando algumas derivadas, observamos que a forma geral da n-ésima é
y™ =0, ¥Yn > 6.

.y=a* paraa>0ea#1;
Solugao: Temos que:

y = 2Ina.a®;
y' = (2Ina)*.a®;
y" = (2lna)’ .a®;

y@ = (2Ina)* .o,

Determinando algumas derivadas, observamos que a forma geral da n-ésima é

y™ = (2lna)".a*, ¥n € N.

. Yy =sinx;

Solugao: Temos que:

Yy = cosx = sin (:L' + %),

Yy’ = —sinx = sin (Jc + 2%);

y" = cosx = sin (m + 3%);

y® = —sinz = sin (m + 4%);

Determinando algumas derivadas, observamos que a forma geral da n-ésima é

y™ = sin (x + n%) , Vn € N.
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4. y=1In(3z + 1);
Solucgao: Temos que:
3

Yy = 3m+1;

no_ 33
C (3z+1)2 ;

m __ 3323 .
¥ = Ger®

(4) — _ 3.3.2.3.33.
Yy (3z+1)* 7

Observamos que a forma geral da n-ésima ¢é

(n) _ (=1)"'3" (n — 1)

, Vn € N..
Y (3z +1)"
5. Y = xia.
Solugao: Observe que, y = (z + a)_l. Assim, temos que:
y=—(z+a)%
y'=2(z+a)";

y" =-23. (v + a)74;

Yy =234 (x4 a)>;

Observamos que a forma geral da n-ésima é

_ (—1)"n!

™) = (=1)" (z + a)" " nl :
J = (1 @t o ——

Vn € N.

Exemplo 31: Determine a constante k para que y () = k cotgh(z) .sech(x)
seja solucao da equacao

y.y + cot gh () . cos sech® () = 0.

Solugao: Reescrevendo y () = k cotgh(z) .sech(z), temos que:

y()—kJCOShm L 1 :k(sinhx)_1

sinh x *cosh x sinh z
Assim,

Yy (z) = —k (sinh z) > coshz = —k -l

sinh? z
Observe que,

y.y' + cotgh(z) . cossech? (z) = k——. (—k=23-) + cotgh(z) . cossech? (z)

sinhx * sinh?

= (—k* + 1) cotgh(z) . cossech? (z)

Logo,
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y.y' + cotgh(z).cossech® () =0 < (—k*+ 1) cotgh(z). cossech? (x) = 0
Dessa forma, a igualdade é satisfeita se, e somente se,
—k? +1 =0 ou cotgh(x).cossech? (v) =0 = k=41 ou 282 = (.

sinh? z
Conclusao: Se k = =£1 entdo y(r) = kcotgh(x) .sech(z) é solugao da
equacao diferencial dada.

3.11 Diferenciais e Aproximacao Linear Local

3.11.1 Incrementos

Seja y = f (z) uma fungdo. Sempre é possivel considerar uma variagdo da
varidvel independente x. Se z varia de zy a x1, definimos o incremento ou acréscimo de
x, denotado por Az, como

Ar = x1 — xp.

Se y = f(x) e se z varia de zg a 1, entdo hd uma correspondente variagao
no valor de y que vai de yo = f (z9) até y1 = f(x1), ou seja, o incremento Az em x
produz um incremento Ay em y, onde

Ay=y1—yo=f(x1) = f(zo). (%)

Os incrementos podem ser positivos, negativos ou nulos, dependendo da
posicao relativa do pontos inicial e final. Por exemplo, na figura anterior, os incre-
mentos Az e Ay sao positivos. Observe que, as expressoes Ax = x1 —xg e Ay = y1 — Yo,
podem ser reescritas como

T =120+ Ax e y1 = yo + Ay.
Com esta notagdo podemos escrever (*) como
Ay = f(xo+ Az) — f (20) -
Em um ponto qualquer, omitindo-se os subscritos, temos que:
Ay = f(z+ Azx) — f(x).

Geometricamente,
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y +Dy

<—»

A razao % pode ser interpretada como a inclinacao da reta secante que passa
pelos pontos P (z, f (x)) e Q (z + Az, f (x + Azx) ), e, portanto, a derivada de y com
relagao a x pode ser expressa como

d A Ax) —
&Y — fim 27 limf(x+ z) f(x)

d:L‘ o Axz—0 AI o Azx—0 A(L’

Graficamente,

y =f(x)

y+Dy === F e e -
Dy =f(x +Dx)- f(x)

‘<‘

3.11.2 Diferenciais

Os simbolos dy e dx que aparecem na derivada sao chamados de diferenciais,
e 0 nosso objetivo é definir estes sfmbolos de tal forma que se possa tratar % como
uma razao. Com essa finalidade, vamos considerar x como fixo e definir dxr como uma
varidvel independente, para a qual possa ser atribuido um valor arbitrdrio. Se f for

diferencidvel em x, entao definimos dy pela férmula
dy = f' (z) dx.
Se dx # 0, podemos dividir esta expressao por dx. Assim,

dy
— = f'(z).
Wy @)
Como a inclinagao da reta tangente a y = f () em x é m; = f' (x), as difer-
enciais dy e dz podem ser vistas como o avanago (dz) e a elevagao (dy) correspondentes
dessa reta tangente.

Para ver a diferenga entre o incremento Ay e o diferencial dy, vamos atribuir
as varidveis independentes dr e Ax o mesmo valor (dx = Ax). Dessa forma, temos que:

(i) Ay representa a variagao ao longo da curva y=f(z), quando sao percorridas Ax
unidades na direcao ;
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(ii) dy representa a variacao ao longo da reta tangente y=f(z), quando sao percorridas
dx unidades na direcao x.

o) 4

Exemplo 31: Seja y = 22. Determine o incremento Ay e o diferencial dy
em x = 3 para dr = Az = 4 unidades.

Solucgao: Observe que j—i = 2z pode ser escrita na forma diferencial como
dy = 2xdzx.

Para = = 3, temos que:

dy = 6dxr = dy = 24 unidades ao longo da reta tangente.

Ay=f@B+Az)—f(3) = Ay=f(7)— f(3) =40 unidades ao longo da
curva.

Assim, Ay — dy = 16 unidades.

Yso

Exemplo 32: Seja y = Inz. Determine o incremento Ay e o diferencial dy
em r = 2 para dr = Ax = % unidades.

Solucgao: Observe que Z—Z = i pode ser escrita na forma diferencial como
dy = 2xdzx.

Para z = 2, temos que:

dy = %dm = dy= % = (.75 unidades ao longo da reta tangente.

Ay=f@2+Az)—f(2) = Ay=f(I)-f(2) =hl-In2=0.55962
unidades ao longo da curva.

Assim, Ay — dy = —0.190 38 unidades.

3.11.3 Aproximacgao Linear Local

Uma funcao diferencidvel em P é dita localmente linear em P, quando P é
um ponto de diferenciabilidade de uma fungao f, pois quanto maior for a ampliacao em
P, mais o segmento da curva contendo P se parecerd com uma reta nao-vertical, que é
a reta tangente a curva em P.
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f(xo)

v

X

Observe que, a equagao da reta tangente no ponto (xg, f (x9)) é dada por

y — f(wo) = f'(w0) (x — x0) .

Como y = f (z), para valores de x préximos de xg, tem-se que

f (@) & [ (o) + [ (o) (x — 20) -

Esta aproximagao é chamada de aprorimacao linear local e é melhor a medida

que x — . Definindo Az = x — xy, podemos escrever a aproxmagao como

3% 1073,

f(xo+ Ax) = f(x0) + ' (20) Aw.

Exemplo 33: Calcule um valor aproximado de /65, 5.

Solugao:

Seja a fungao y = /. Assim, a aproximagcao linear local para f &
f (2o + Ax) = f (x0) +f'($0)A$2
= Vrg+Arx \?/x0+A:U+3?{/%Ax. (+)

Observe que:

65,5 =64+ 1,5.

Assumindo z¢ = 64 e Az = 1,5, pela aproximagao dada em (+), segue que

3 ~ 3 1 —
65,5 ~ \/6_4+3W(1,5) 4, 0313.

Obsere que, o valor calculado diretamente é /65,5 = 4, 031.
Assim, a diferenga entre o valor exato e aproximado, em valor absoluto, é

Exemplo 34: Calcule uma valor aproximado para tg(45°4’30") .

Solucgao:

Seja y = f (z) a fungdo definida por f (z) =tg(x). Assim, a aproximagao

linear local para f é

f(xo+ Az) ~ f (o) + ' (20) Az
= tg(zo + Az) ~tg(zo) + sec? (xg) Az, (#)
Observe que:

45°4'30" = 45° + 4'30".
Assumindo zg = 45° e Az = 4'30".
Devemos transformar Ax para radianos:

Transformando 30” para minutos, tem-se que: 30" = (%),

Transformando 4’ + (%)/ = (%)' para graus, tem-se que:

()" =(3)° = ()°
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E, finalmente, transformando (%) ° para radianos, obtém-se:
(36) ° = =ios-

Portanto, pela aproximagao dada em (#), tem-se que
tg(45°4'30") ~tg(45°) + sec? (45°) 5100

= tg(45°4'30") ~ 1,002617.

Exemplo 35: Determine uma aproximagao linear local para f (z) = sinz
em torno de x = 0. Use esta aproximagao para encontrar sin (2°).
Solugao: Pela aproximacao linear local, temos que:

f (.Io + AZL’) ~ f (.730) + f/ (l’o) Ax.

Para o = 0, temos que

f(Az)~ f(0)+ f'(0) Az = sin(Ax) ~sin0+ (cos0) Az

= sin (Az) =~ Az. (I)

Para determinar um valor aproximado de sin (2°), é necessério transformar
2° para radianos. A seguir, basta aplicar a relagdo dada em (7).

Transformando 2° para radianos, obtém-se:

2° = 1% = %7?.

Assim, pela aproximagao dada em (I), tem-se que

sin (2°) ~ g5 = 0,034907.

Note que este valor estd bem préximo do valor exato, que é

sin (2°) = 0, 0348995.

3.11.4 Diferenciais de ordem superior

Se y = f(z) uma funcdo e dy = f'(x)dzx a diferencial desta fungao. Se
denomina diferencial segunda de y = f () e se representa por d*y a expressao d’y =
f"(z)dz* A diferencial terceira de y = f(x) e se representa por d*y a expressao
d®y = f" (z) dz®. E assim sucessivamente, a expressao da diferencial n-ésima é

d"y = f(") () dx".

Exemplo 36: Obtenha a diferencial n-ésima da funcao y = xe®.
Solugao: Temos que:

dy = e* (z + 1) dx;

d*y = e® (v + 2) da?;

Py = e* (x + 3) da?;

Observamos que a diferencial n-ésima é

d"y =e" (x +n)dz", Vn € N.

115



3.12 Interpretacao Mecanica da Derivada

Velocidade

Sabemos que velocidade é a variacaoo do espaco percorrido num determinado
intervalo de tempo.

Supondo que um corpo se move em linha reta e que s (¢) respresente o espago
percorrido pelo movel até o instante t. Entao no intervalo de tempo entre t e t + At,
o corpo sofre um deslocamento As = s(t + At) — s(t). Definimos a velocidade média

como
_As _ s(t+At) —s(t)

~Ar U At

A velocidade média nao nos diz nada a respeito da velocidade do corpo num
determinado instante . Para determinar a velocidade instantdnea, isto é, a velocidade
num instante ¢t devemos fazer At cada vez menor (At — 0). Assim, a velocidade neste
instante é o limite das velocidade médias.

B L o s(tH+At) —s(t) _,
U_U(t)_Al?_r}ovm_Al?Bo A = ov=3s(t).

Um

Aceleracao

Lembre que a aceleracao é a variacao da velocidade num certo intervalo de
tempo gasto.

Por racicinio andlogo ao anterior, segue que a aceleracao média no intervalo
det atét + At é

_ Av L _v(t+AL) —wv(t)
At " At ’

Para obter a aceleracao do corpo no instante ¢, tomamos sua aceleragao média
em intervalos de tempo At cada vez menores. A acelera¢do instantinea é

Am

_ . 1 U(t—FAt)—U(t) o o
a_a(t)_iiﬁlo“m_iiﬂlo A7 = a=0v()=5"(t).

Exemplo 37: No instante ¢ = 0 um corpo inicia um movimento retilineo e

sua posi¢ao num instante ¢ é dada por s (t) = t%l Determinar:

(a) a posigao no instante t = 2;

(b) a velocidade média do corpo para t € [2,4];
(c) a velocidade do corpo no instante t = 2;
(d) a aceleragdo média do corpo para t € [0, 4];
(e) a aceleragao no instante t = 2.

Obs: Considere o tempo medido em sequndos e a distdncia em metros.

116



Solugao:
(a) A posicao do corpo no instante t =2 ¢ s (2) = 2m.

(b) Para t € [2,4], temos que At = 2. Assim, a velocidade média do corpo é
s(t) _

s(t+At s(4)—s(2
oy = A=) _ W=s(2) _ 1y

(c) A velocidade instanténea é v (t) = s’ (t) = ﬁ

Entéo, em ¢ = 2, obtém-se v (2) = ¢’ (2) = sm/s.

(d) Para t € [0,4], temos que At = 4. A aceleragao média do corpo é

Ay = —U(4)f(0) = —2m/s.

2

(e) A aceleragao instanténea é a (t) = v’ (t) = —G

Logo, em ¢ = 2, temos que a (2) = —Zm/s%.

3.13 Taxa de Variagao

Sabemos que a velocidade é a razao da variacao do deslocamento por unidade
de variacao de tempo. Entao, dizemos que s’ (t) é a taxa de variagdo da fungao s (t)
por unidade de variacao de t. Analogamente, dizemos que a aceleragdo a (t) = v’ (t)
representa a taxa de variacao da velocidade v (¢) por unidade de tempo.

Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacao. Dada uma
fungao y = f (z), quando a varidvel independente varia de = a x + Az, a correspondente
variacao de y serd Ay = f (z + Ax) — f (z). Assim, a taza de variagio média de y com

relacao a x é dada por
Ay fle+ha) - f(2)

Ax Ax
A taza de variacdo instantdnea é definida como

dy . Ay vy fle+Ax) — f(2)
dr AI;IEOAZL' = <x)_AlirEO Ax '

Exemplo 37: Seja V' o volume de um cubo de x ¢m de aresta.

(a) Calcule a razao da variacdo média do volume quando z varia de 3 em a 3,1 cm.

(b) Calcule a razao da variagao instantanea do volume por varia¢do em centimetros no
comprimento de aresta x, quando x = 3 cm.

Solucgao:
(a) Sabemos que o volume de um cubo é V = x®. Quando z varia de 3 cm

a 3,1 e¢m, temos que Az = 0,1 cm. Entao, a razao da variacao média do volume
ﬁ‘; V(x+AA36327V(x) N % _ V(3,1O)IV(3) = 27,91 em3.

(b) A variagao instantdnea do volume ¢ dada por V' (z) = 322,
Em x = 3, temos que: V (3) = 27 em?.

117



3.14 Taxas Relacionadas

Nos problemas de taxas relacionadas busca-se encontrar a taxa segundo a
qual certa quantidade estd variando em relagao a outras quantidades, cujas taxas de
variacao sao conhecidas.

Exemplo 38: O lado de um quadrado ¢ (em m) estd se expandindo segundo
a equacao { = 2+t2, onde a varidvel ¢ representa o tempo. Determine a taxa de variacao
da drea deste quadrado em t = 2 s.
Solugao:
Sejam:
t : tempo (em s);
¢ : lado do quadrado (em m);
A : drea do quadrado (em m?).

Sabemos que, a drea de um quadrado é
Al =

Como ¢ é uma funcao do tempo, pela regra da cadeia, temos que
dA _ dA de dA _ opdl _ 2\ df

= = (4+26%) 2 =483 + 8L

Para t = 2?4, temos que:

d
A2 =4 _ = A2 =48m?s.

Exemplo 39: Suponhamos que um 6leo derramado através da ruptura do
tanque se espalha em uma forma circular cujo raio cresce em uma taxa constante de
%m/ s. Com que velocidade a drea do derramamento de 6leo estd crescendo quando o
raio dele for 20m?

Solugao:

Sejam:

t : tempo (em s);
r: raio (em m);
A : drea da circunferéncia (em m?).

O ¢leo estd se espalhando em forma circular, a drea do derramamento é
A(r) =mr?.

Como r é estd variando com o tempo, pela regra da cadeia, temos que

dA _ dAdr dA _ o dr
Gt~ drdt 7 dat — T (1) ) .
T

Sabemos que o raio cresce em uma taxa constante de ;m/s, ou seja, & =
1
sm/s.

Substituindo em (1), temos que:

dA  7r
dt 2
Para o raio r = 20m, temos que:
A'(20) = 44| = A'(20) = 10m m?/s.

Exemplo 40: Uma escada de 510 cm de comprimento estd apoiada num
muro vertical. Se a extremidade inferior da escada se afasta do muro na razao de 90
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cm/s, entdo com que rapidez estd descendo a extremidade superior no instante em que
o pé da escada estd a 240 ¢m do muro?

Solucao:

Sejam:
x : distancia do pé da escada ao muro (em m);
y : distancia do topo da escada ao chao (em m);
t : tempo (em s).

Nosso objetivo ¢ determinar 2 o, para T = 2,4 m.

Fazendo um esboco, pelo teorema de Pitdgoras, temos que:

24y = (5,0 (D)

Como x e y variam no tempo, derivando implicitamente com relagao ao tempo
(I), temos que:

2%+ 2% =0 = ¥=-zd (I

Por (I), sex=2,4m,entdao y =4,5 m.

Substituindo em (I7), e ainda, lembrando que % = 90 cm/s, obtém-se

dy

gl = —0,48 m/s.

Exemplo 41: Acumula-se areia em monte com a forma de um cone cuja
altura ¢ igual ao raio da base. Se o volume da areia cresce a uma taxa de 10 m?®/h, a
que razao aumenta a drea da base quando a altura do monte é de 4 m.

Solugao:
Sejam:
h : altura do monte de areia (em m);
r : raio da base (em m);
A : drea da base (em m?).
V : volume de areia (em m?).

A drea da base corresponde a drea de um circulo, isto é,

A=mrt

Pela regra da cadeia, a razao que aumenta & drea da base é
dA _ dAdr dA _ dr

@ = drd T @ =2y (1)

Precisamos encontrar uma rela(;a,o para EZ

Como o monte de areia tem a forma de um cone, seu volume é
V =3mr?h. (1)

Lembre que, o raio e a altura sao iguais.

Assim, substituindo r = h em (I7), temos que

V=gmrd. (1)

Aplicando a regra da cadeia em (/11]), temos que

dv. __ dV dr av _ 2dr dr _ 1 dV
@t = dgvdt = Jr = " at :> e
Como 4% =10 m?/h, temos que & = 19
Substituindo em (I), temos que:
dA 10 _ 20
F 27T7“ﬁ = T
Se h = r = 4, entao

dA

— =5m?/h.

dt /
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3.15 Exercicios

1.

10.

11.

12.

Seja f (x) = \/LE uma curva.

(a) Determine o coeficiente angular da reta tangente a curva dada, no ponto da
abscissa r = 1.

(b) Dé a equagao da reta tangente no ponto mencionado.

(c) Dé os pontos da curva onde a tangente a curva tem inclinagao de 60°.

Considere a curva dada por f (x) = —y/4x — 3. Caso exista, escreva a equacao da
reta tangente a curva, tal que seja paralela a reta r: . +y = 0.

Seja f (z) = 5521_71 uma curva. Caso exista, escreva a equacao da reta normal a

curva, tal que seja paralela a reta r : y = 0.

Seja f(x) = -7 uma curva. Se possivel, determine, tanto a equacdo da reta

tangente quanto a equacao da reta normal a curva no ponto P (—2, %)
Seja f (z) = ® — 2% + 22 uma curva. Dé as coordenadas dos pontos da curva onde
a direcao desta curva é paralela ao eixo x.

Tsinx

Mostre que as tangentes a curva f(x) = —, - emx =m7ex = —m, se cortam
formando angulos retos.

Seja f (x) = % uma curva, se existirem determine tanto a equagao da reta tan-
€
gente, quanto a equagao da reta normal a esta curva no ponto do ordenada x = 1.

Seja 22 +zy+y* = 3 uma curva, se existir dertermine a(s) equagao(s) da(s) reta(s)
tangente(s) a esta curva e que seja(m) paralela(s) a reta(s) r : z +y = 1.

Seja f (x) = 2* + In (z + 1) uma curva. Caso exista, determine a equagao da reta
tangente a esta curva, tal que seja normal a reta r : 3y + 3z = 6.

Seja f (x) = T4, uma curva. Se existir escreva a equagao da reta normal a esta

curva que seja paralela aretar:y+x+ 3 =0.

Se existe, determine as abscissas dos pontos do grafico de y = 3z — cos (2x), nos
quais a reta tangente a curva é perpendicular a reta r : 2x + 4y = 5.

Se possivel, escreva a equagao da reta normal a curva f (z) = x — 3y/z e que seja
paralela a reta r : x = 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Se existir, escreva a equagao da reta normal a curva (22 +4)y = 4z — 2% e que

passe na origem do sistema cartesiano.

Determine, se existir, a equacao de uma reta paralela a reta r : x +y = 1 que seja
tangente a curva x? + xy + y? = 3 no ponto P (2, f (2)).

Dada a curva f () = v/2x — 1, se existir, determine a equagao da reta normal a
curva onde a reta tangente é paralela a reta r : x 4+ 3y — 7 = 0.

Dada a curva f () = v/x — 1. Se possivel determine a equagao da reta normal a
curva no ponto em que a reta tangente é paralela a reta r : x + 2y — 5 = 0.

Dada a curva f (x) = v/3x + 2, determine, se possivel:

(a) o(s) ponto(s) da curva onde a diregao é paralela a reta y = 2;

(b) a equacdo da reta tangente a curva no(s) ponto(s) onde a inclinagao é 45°.

Dada a curva f () = v/4z — 3 — 1. Caso seja possivel determine:

(a) adiregao da curva no(s) ponto(s) em que esta intercepta o eixo das ordenadas;

(b) a equagao da reta normal a curva no(s) ponto(s) em que esta reta seja a reta
r:3xr—6y—2=0.

Seja f (x) = 5\/#771 uma curva. Se existir, determine a equacao da reta tangente
a curva que também seja perpendicular a reta r : —2x — 2y + 3 = 0.

Se existir, escreva a equagao da reta normal a curva f (z) = -7 que seja paralela
aretar:y+ 7r =0.

Mostre que as retas tangentes as curvas 4y° —z2y—a+5y = 0 e 24— 43> +5x+y = 0,
na origem, sao perpendiculares.

A reta x = a intercepta a curva y = %—3 +42+3 num ponto P e a curva y = 20’ +x
num ponto (). Para que valor(es) de a as retas tangentes a essas curvas sao
paralelas? Encontre a(s) equacao(oes) da(s) referida(s) reta(s).

Determine a equacao da reta normal & curva C : zy? + 9% = 22 — 2y + 2 no ponto
em que abcissa e ordenada tem o mesmo valor.

T = sect

Verifique se a funcao definida parametricamente por { y = In (cost

) para todo

_n = : 50 Py o4 oydy
t € (—%,%), satisfaz a equacdo T4 + eV = 0.
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25. Caso exista, escreva na forma mais simples a derivada das seguintes funcoes:

r=asint b x =a(cost+tsint)
4 y=3acost ’ " | y=a(sint—tcost) ’
. _ cos3t
N { x:a(li—smtt) : d a;f—.cost% ;
y=a(l— cost) y= oL
T = ILH T = arccos 1£rt2
e. /2t \2 3 f. . 1 )
Y= (m) Y = arcsin <\/1+7>
Tr =

%at
g- a(lftz) )
Yy=-"e

26. Em cada caso, verifique se a funcao dada é derivdvel nos pontos referidos:
x4+ 2,se x <-4 ) 3—2z,se v <2
a. f(z) = —r—2,8e x>—-4" b. f(z) = 3r—"T,8se x>2"
c. f(2)=l|z—3; d. flz) =1~ |32 —3];
e'f<x):{\/1—l’,sel’<1‘

1—2a% sex>1

27. Escreva, caso seja passivel, a derivada na forma mais simples:

Lf () = 5 2 f(x) = (1+ V)"
3. f(z) =1In(sin’z); 4. f(z) = 3tema);
5. f(x) =€ ; 6. f(z) = e
$2. sSin T s X .
7. f(I‘):ZE ’ 8 f(.’l?) 2cos’x %hl [tg (1_5)]’
9. f(z) = arcsin (V1 — 22); 10. f(z) = \/Q;j arctan Z—jrz tan %),
1. f(z) = (1+42)° (1 +22)% 12 f(2) =25 (22 — 1)% 3z +1)3;
3 z(x?
13- f @) = 7= 1. f(2) = {5
(@41 V(@ +2)*, e-1)?

15. f(2) = = o= 16. f (@) = Gasera

I VU 2(2?-1)
17 f(ZL‘) - V(x_2)3 i/(x_?’)?’ 18 f(l') - 1—z2
19. f(z) = (arcsinz)*; 20. f(r) = Va® — 22 4 arcsin g3;
21. f(x) =arctan § +In /=55 22. f(x) = 2°(a + 32)° (a — 22)%;
23. f(z) w"%pam; 24. b?2? + a®y? — a?b? = 1;
25. /T = 26. Y=L =y — x;
27. 23 — 3 — 3azy = 1; 28. y = cos (z + y);
29. cos (zy) = x; 30. % =1;
31. Zi—‘; = 2x; 32. —3(12_‘1y2) = yz;
33. f(x) = \/Lg arctan (13532>; 34. f(z) = % — cos x;
35. f () = 2=, 36. f(z) = (—61)%278;;%16@2) Va+ br;
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37.

39.
41.
43.

45.
47.
49.
ol.
53.

95.
o7.

99.
61.
63.
65.
67.
69.
71.
73.

75.
7.

79.
81.
83.
85.

87.
89.

91. f
93. f

95. f
97. f

gln(z—1)

flz) = Y=
flx) =34 -3);

acos? (x +y) = b;

f (@) =Tn (Veos? Y2,

arctan x

ye = arctany,
f(z)=In(z+ V22 +1);
12

fx) = %;
f(z)=1In @jg))
ety — yemy =

_ 2(22)
fx) = =22

) arctan x

f(x) E]-Tiz’
f(z)=In(e" (22 +1)>
e’ +rxy = x;

y+ Ty =

f (@) =1y [{I50
fl@) =3
VI VY = Ve

f (%) = +/cos (22 + 3z);
f(z) =In (sin Va2 +1);
(o) = et

fx) =

a+x \/6;

T
T

38.

40.
42.
44.

46.

48.
50.
02.

o4.

f ((E) — 24xiecosw;
z3(argtanz) In(z2+1
f(z) = 2 ( );
_yearctanx — 2,
rarcsiny = 1 + 22,
f (z) = arctan z — £ arctan (v/3z);
z \)3.
J (@) = (1+tan' (55))
Iny —e" = x;

f(z)=2v22=3—3In <x—3+\/ﬁ>;
f(@)=a (1 — cos? (?))2,

_ atl |3 1 —22-11.
56.f (z) = In <m> + 7§arctan< NG >,

o8.

60.
62.

64.
66.
68.
70.
72.
74.

76.
78.

80.
82.
84.
86.

88.
90.

123

1
flz) = (5me)™

y* = 22 + sin (zy)

f (x) = e”arcsin (e*) + /1 — e22;
f(z)=7¢ %

f(z) = & arcsec £ + Y229,
f@) =2 (1-z+ 2T+ 0));
y?x = cos (zy);

f ):\/Sln 3$2+6x)

z = In (yvarctan z);

f(z) = lne(z +“)

f(x) = (.%—F\/F)

8% x;

f(z) =1n* (In (22 + 3));

f (@) ==

92. xcosy + y%cosw = 4;
9. f(x)= :mgc+n;

2x—2
96. f(x)=5""";
98. zy —In (yx) = 2;



28.

29.

30.

31.

99. 2y + cosy = x; 100. f(z) = V922 + 9 — 2%
101 f (x) = 22=L; 102. f(v) = \/T5m s

131.
133.

135.

- eylny; 132. f (:13) 2y/1 — 51;3( 21’) :
) 134. In $y+,/y>+€x+y:x;
37 (cos (3x) — sin (32)); 136. f(z) =1%(a+ ba)m(e+bo),

~

I
)

103. f(z)=1In <($;1;j§;), 104. zsiny — ycosx = x;
105. f (z) = argcosh (zv/2? — 1); 106. f (v) = In /a2 (tan? (Y7));
107. f(z) = x”_l + argtanh (sin (z71));  108. f (z) = xff/i’
109. f (x) = S 110. f(z) = V& — Vb,
111. \/§+ 7 — 6 112. 1n(§)—xy:2;
113. f(z) = Va2e V7, 114. f(z) = eV In/z;
115. f (z) = In (secz + tan x); 116. z cosy = sin (zy);
117, f(x) = \/12_7 arctan }‘Tﬁ; 118. ze* + xcosy = 3;
119. f(z) = V1 — e + e*® arcsin (e72*);  120. f(z) = (v + )arctan VT — V75
121 f (1) = In (32 - ), 192, f () = Easine | o2 /T 5.3,
123.y+1n(a:2—|-y) 4; 124. f(z) = 1n3z+1
125. f (z) = )" In? 126. /22y + 2y =
sin? (22 asin(bz)—bcos(br) gz
127. f(z) =In (ﬁ) 128. f (z )—%e :
129. f () = (422 — 7)*FV 5, 130. f(z) = In\/(z2 + 4z + 3) + arg cosh (z
x
f
S

NG
!

.

&

+

B

Sejam [ : R — R uma funcdo deriferenciavel (derivavel) duas vezese f: R — R
dada por g (z) = f (x + 2cos (3x2)).

(a) Calcule ¢" ().
(b) Supondo f'(2) =1e f"(2) = 8, calcule ¢" (0).

Considere a fungao ¢ (x) = cosz.

[f (x )] K onde f : R — R é duas vezes diferen-
cidgvel (derivavel), f (0) = —1, f'(0) =

f7(0) = 2. Calcule ¢” (0).

9 (ebﬁ _ 1)

Considere a fungao f, definida por f (x) = 5—5cos?x
a, sex =0

(z+ 1) se x>0

Encontre, se possivel, o valor das constante a e b para que a fungao f () seja
continua em 0.

,sex <0

Calcule aproximadamente o valor de log (200, 2), sabendo que log (200) = 2,30103....
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Calcule aproximadamente o valor de:

a. V17; b. ¥/13,9; C. ==

d. arctan(1,02); c. arctan(0, 83);

Calcule aproximadamente o valor de sin (60°3').

Calcule o valor aproximado de /63, 5.

Determine o valor aproximado de e=%!3,

Determine aproximadamente e'**(*4°) sabendo que er ~ 8, 5.
Calcule aproximadamente cotg(31°15").

Se log e ~ 0, 4343, determine o valor aproximado de log (9, 9).

Calcule aproximadamente In (2,5), sabendo que In2 ~ 0,693 e In 3 ~ 1, 0986.

Calcule o valor aproximado de {/In(2,8). Use a calculadora para obter o valor
exato e compare com o valor aproximado. (Lembre que: e ~ 2,718.)

. ! 1
Calcule o valor aproximado de 7e°s(30'15")

Determine a expressao da derivada n-ésima em cada caso:

a. f(x)=e"; b. f(z) = cosx;
c. f(z)=(a+bx)", comm € Z; d. f(z) =15

T

Mostre que a fungao y = xe™*, satisfaz a equacao zy’ = (1 — x) y.

Seja f (x) = Ezz;} uma fungao. Afirma-se que f'(x) = m. Pergunta-se: ¢

verdadeira a afirmacao? Para qualquer que seja sua resposta, justifique-a.

Mostre que a funcao y = satisfaz a equacdo ry’ =y (yInz — 1).

1
1+z+lnzx

2 n Yz ~ In ?/E
Seja f(z) = z°¢€ ¥" uma funcio. Afirma-se que f’ (x) = “y- Pergunta-se é

verdadeira a afirmagao? Justifique sua resposta.

Seja f () = 2Ine®® uma funcio. Afirma-se que esta funcdo representa uma
reta. Pergunta- se: é verdadeira a firmagao? Justifique sua resposta.

Seja f (z) = iZ;z:Z uma funcdo. Afirma-se que f'(x) =

verdadeira a firmacao? Justifique sua resposta.

2 .z
@ Pergunta- se: ¢
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49.

50.

ol.

52.

93.

54.

59.

56.

57.

58.

Seja f (r) = §v4 — x2 +2arcsin § uma fungdo. Afirma-se que [’ (z) = —v/4 — 22,

Pergunta-se: é verdade? Justifique sua resposta.

M)

x

Seja f () = xe ? uma fungdo. Mostre que ela satisfaz a equagdo xf’ (z) =

(1+2%) f (2).

e’42

Seja f (z) = ﬁ, mostre que sua derivada é [’ (z) = et

eln z+eln x

Seja f (z) = e“"" uma funcdo. Afirma-se que f(z) = . Pergunta-se: é

verdade? Justifique sua resposta.

x

Dé os pontos onde a fungao f (z) = |x| + |z + 1| ndo é derivével.

Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que a velocidade é ‘2—? =

4 5 ; 4 d’z _ 1023
3, onde 3 ¢ uma constante. Mostre que a aceleracao da abcissa é 37 = 5 (8°7°).

Usando principios da Fisica pode ser mostrado que, quando um cabo é pendurado
entre dois postes, toma a forma de uma curva y = f (), que satisfaz a equagao

diferencial
2 2
y_rg (W
dx? T dzx

onde p é a densidade linear do cabo, g é a aceleragao da gravidade e T" é a tensao
do cabo no ponto mais baixo. Determine, se possivel, o valor da constante k para
que y = f (z) = k cosh (’%x) seja solucao dessa equacao diferencial.

Seja y = v/3x + 2 a equagao do movimento de uma particula, determine:

(a) a velocidade da particula quando trancorridos 2s;

(b) a aceleragao da particula quando transcorrido 2s.

Na terra vocé pode facilmente atirar um clipe a 64 cm de altura usando um eléstico.
Em t segundos depois do disparo, o clipe estard s = 64t — 16t em cima de sua
mao. Quanto tempo o clipe leva para atingir a altura maxima? A que velocidade
ele sai de sua mao?

3
Um carro estd a s = (16157 — 24t + 16) km a leste de uma parada no instante ¢

horas. Pregunta-se:

(a) Qual é a velocidade no instante ¢ = %h e qual é o sentido que ele se move?

(b) Onde estd o carro quando sua velocidade é nula.
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99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Dois corpos tém movimento em uma mesma reta segundo as equacoes s; = 3 +
412 +t — 1 e sy = 2t3 — 5t +t + 2. Determine as velocidades e as posicoes desses
dois corpos no instante em que as suas aceleragoes sao iguais. Considere como
unidades de s; e s5 0 metro e como unidade do tempo ¢ o segundo.

Dois pontos partem da origem do eixo x no instante ¢ = 0 e se move ao longo
desse eixo de acordo com as equacoes T = t2 — 2t e xy = 8t — t2, x1 e T, onde
sao medidos em metros e ¢ ¢ medido em segundos, pregunta-se:

(a) em que instante os dois tém mesma velocidade?

(b) quais sao as velocidades desses dois pontos nos instante em que eles tém a
mesma posicao.

A posicao de uma particula que se desloca ao longo do eixo y varia com o tempo x
segundo a equagao y = 2 (1 —e™*"), x > 0, onde vy e c sdo constantes positivas.
Use a DEFINICAO de derivadas para determinar a velocidade da particula no
instante x.

Uma esfera aumenta de modo que seu raio cresce a razao de 12,5 em/s. Qual a
variacao do volume no instante em que o raio é de 15,2 cm?

Um ponto se move sobre a parte superior da pardbola semictibica y? = 22 de tal
maneira que sua abscissa cresce a razao de 5 unidades por segundo. Quando x = 4,
com que rapidez varia a ordenada?

Um corpo ¢é langado no espago formando com a horizontal um angulo «, descreve
no ar, por acao da gravidade uma curva cujas equagoes sa0 r = vgtcos € Yy =
vot sin v — %th. Sabendo que a = 60° e vy = 50 m/s, determine a diregao do
movimento quando t = 2s?

Dois carros, um dirigindo-se para leste com velocidade de 77 km/h, o outro
dirigindo-se para sul com velocidade de 57 km/h, estao viajando em diregéo ao en-
contro das duas rodovias. A que velocidade os carros se aproximam um do outro,
no momento em que o primeiro carro estiver a 477 m e o segundo carro estiver a
277 m da interseccao das rodovias?

Um tanque de forma conica invertido tem altura de 8 m, raio da base 2 m. O
mesmo se enche de dgua a razao de 7 m®/ min. Com que velocidade sobe o nivel
da dgua quando este se encontra a 4 m de profundidade?

Considerando um bloco de madeira de forma cibica, se é tirada uma placa de
0,47 cm de espessura de cada lado do bloco, e se o bloco tinha originalmente 1,7
cm de comprimento do lado, qual a razao de variacao do volume por causa desse
processo?
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Uma piscina tem 18 m de largura, 28 m de comprimento, 2 m de profundidade em
um extremo e 8 m no outro, o fundo tem forma de um plano inclinado. Se a dgua
estd sendo bombeada para a piscina & razao de 0,8 m?/min, com que velocidade
se eleva o nivel da dgua no instante em que ele é de 1,8 m na extremidade mais
profunda?

Um triangulo retangulo inscrito no circulo 2% + y? = 25, tem as extremidades da
hipotenusa situadas nos pontos A (5,0) e B (—5,0), enquanto que, o terceiro vér-
tice, situado no ponto P (x,y), se move sobre a circunferéncia com uma velocidade
dx

g = % m/s. Calcule a velocidade com que a édrea deste tridngulo estd variando

quando x = 4 m.

Em que pontos da pardbola y?> — 182 = 0 a ordenada y cresce duas vezes mais
depressa que a abscissa x?

Uma pipa estd a 80 m de altura sobre o nivel do solo. Horizontalmente, se a
crianga que a segura se move a 4 m/s, com que velocidade a crianga estéd soltando
a corda quando esta corda medir 100 m.

Um ponto se move ao longo do grafico de y = x++1 de tal modo que a sua abscissa

varia a uma velocidade constante de 5 m/s. Qual a velocidade da ordenada no
instante em que x = 10 m.

Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de profundidade
nas extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja formado de dois planos
inclinados. A dgua é bombeada para a piscina a razao de 0,3 m3/ min. Seja h a
altura da dgua na parte mais profunda, com que velocidade estard variando A no
instante em que h =1 m?

Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio da base a 10
m de altura. No tempo t = 0s, a dgua comeca a fluir no tanque a razao de 25
m3/h. Entao:

(a) com que velocidade sobe o nivel da dgua?

(b) quanto tempo levard para o tanque ficar cheio?

Um balao estd subindo verticamente acima de uma estrada a uma velocidade
constante de %m/ s. Quando ele estd a 17m acima do solo, uma bicicleta que se
desloca a uma velocidade constante de 5m/s passa por baixo dele. A que taxa a
distancia entre a bicicleta e o balao aumentard 3s depois?

Uma cidade A é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de satide cal-
culam que o niimero de pessoas atingidas pela moléstia depois de uma tempo x,
medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia, ¢ aproximadamente dado

por f(z) = 64z — 13—3
(a) Qual a razao de expansao da epidemia no tempo = = 4 dias?

128



(b) Quantas pessoas serao atingidas pela epidemia no quinto dia?

77. A dgua escoa a uma taxa de 6m?3/ min de um reservatério hemisférico com raio de

78.

79.

80.

81.

13m (figura abaixo). Responda as questoes a seguir, sendo que o volume de dgua
em um recipiente hemisférico de raio r é dado por V = §y2 (3r — ), quando a
dgua tem y metros de profundidade abaixo.

(a) A que taxa o nivel da dgua variard quando a dgua tiver 8m de profundidade?

(b) Qual serd o raio r na superficie da dgua quando a dgua tiver y metros de
profundidade?

(¢) A que taxa o raio r variard quando a dgua tiver 8m de profundidade?

centro daesfera
> 13
nivel de r
agua y

Uma quadra de beisebol é um quadrado cujos lados medem 90m. Suponha que um
jogador correndo da segunda para a terceira base, tem uma velocidade de 30m/s
no instante em que ele esta a 20m da terceira base. Qual é a taxa de variacao da
distancia do jogador a base do batedor naquele instante?

Sabendo que o volume V' de dgua em um pequeno reservatério durante o degelo
da primevera é dado por V' = 5000 (z + 1)2, para z meses e 0 < x < 3. Se a taxa
de variacao de volume em relacao ao tempo é a taxa de fluxo para o reservétorio,
determine a taxa de fluxo no instante z = 0 e z = 2. E qual é a taxa de fluxo
quando o volume ¢é 10.700 m3.

Uma usina de britagem produz pé de pedra, que ao ser depositado no solo, forma
uma pilha conica onde a altura é aproximadamente igual a % do raio da base.

(a) Determine a razao de variacao do volume em relagao ao raio da base;

(b) Se a raio da base varia a uma taxa de 20cm/s, qual a razao de variagdo do
volume, quando a raio mede 2m?

O café escoa de um filtro conico para uma cafeteira cilindrica a uma taxa de 2.10~*
cm?/ min.

(a) A que taxa o nivel do café, na cafeteira, aumentard quando a altura de café
no filtro for a 5em?
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82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

(b) A que taxa o nivel no filtro diminuird nesse momento?

15cm

Ilscm
IlSCm

<—25em—p

Uma lampada colocada num poste estd a 4m de altura. Se uma crianca de 90cm
de altura caminha afastando-se do poste & razao de 5m/s, com que rapidez se
alonga sua sombra?

Um farol giratério faz uma revolucao em 15s. O farol estd a 60m do ponto P mais
préximo em uma praia retilinea. Determine a razao de variacao na qual um raio
de luz do farol estd se movendo ao longo da praia em um ponto a 150m de P.

Um balao estd subindo verticamente acima de uma estrada a uma velocidade

constante de %m/ s. Quando ele estd a 17m acima do solo, uma bicicleta que se
desloca a uma velocidade constante de 5m/s passa por baixo dele. A que taxa a

distancia entre a bicicleta e o balao aumentard 3s depois?

Um balao de ar quente, subindo na vertical a partir do solo, é rastreado por um
telémetro colocado a 500m de distancia do ponto de decolagem. No momento em
que o angulo de elevagao do telémetro ¢ 7, e se o angulo aumenta a razao de 0, 14
rad/min, a que velocidade o balao sobe nesse momento?

As 13 : 00 hs o navio A estd a 100km ao norte do navio B. O navio A estd
navegando rumo ao sul a 20km/h enquanto o navio B estiver navegando rumo ao
leste a 15km/h. Qual a velocidade de afastamento dos navios as 19 : 00 hs?

Um cabo de cobre tem didmetro de 1em a 0°C'. Digamos que seu comprimento seja
de 1m e nao se altera com a variacao da temperatura. Sabe-se que seu didmetro
aumenta a uma velocidade de 0,02cm/°C. Calcule a taxa de variacao do volume
desse cabo quando a temperatura esta a 20°C.

Uma piscina estd sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de dgua inicial
era de 90.000 ¢ e depois de um tempo t horas este volume diminuiu 2500¢* ¢,
determine:

(a) o tempo necessdrio para o esvaziamento da piscina;
(b) a taxa média de escoamento no intervalo [2, 5];

(c) a taxa de escoamento depois de 2 hs do inicio do processo.
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89. Numa granja de frangos, o abastecimento de ragao é automédtico. A ragao estd
num reservatorio que tem a forma de uma pirdmide de base quadrada de 2m de
lado e altura de 6m, cujo vértice estéd voltado para baixo. Se o consumo de racao
¢ de 0,05 m?/h, com que velocidade desce o nivel de racao quando este estd a 2m
do vértice? ( Volume de uma pirdmide: V = $(drea da base)*altura )

90. Um bote é puxado por uma corda presa a proa e que passa por uma argola na cais
a 2m acima da proa. A corda é puxada com uma taxa de 0,6m/s.

(a) A que velocidade o bote se aproxima do cais quando 3m de corda foram
puxados?

(b) A que taxa o dngulo 6 varia neste momento?
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Capitulo 4

Teoremas sobre as Funcoes
Derivaveis

Objetivos

Aplicar o teorema de Rolle;

Interpretar geometricamente o teorema de Rolle;

Aplicar o teorema do valor médio;

Interpretar geometricamente do valor médio;

Aplicar o teorema de Cauchy;

Calcular limites utilizando a regra de L.” Hopital.



4.1 Maximos e Minimos

Considere a fungao y = f (z) como abaixo ilustrada.
A
y

x

S

x
w
X|mmm -
w
A 4

Xy X; X, X

Os pontos de abcissas xg, o1, T2, T3, T4 € x5 sa0 chamados pontos extremos.
Os valores das ordenadas, f (xg), f (z2) e f (x4) sdo chamados de mdzimos relativos; e,
f(z1), f(x3) e f(x5) sdo chamados de minimos relativos.

Definicao 1: Uma funcdo f tem um mdzimo relativo em c, se existir um
intervalo aberto I, contendo c, tal que

f(e)> f(z), ¥z € INDY.

Definicao 2: Uma funcio f tem um minimo relativo em c, se existir um
intervalo aberto I, contendo ¢, tal que

fo)< f(x),YVeelInDf.

Exemplo 1: A funcao f (z) = 22 _ 4z tem um mdximo relativo em ¢; = —2

3
e um minimo relativo em ¢y = 2.

Proposicao 1: Supondo que f (z) existe para todos os valores de x € (a, b)
e que f tem um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f’ (c) existe, entdo f'(c) = 0.
Demostracao: Supondo qu f tem um ponto de mdximos relativo em ¢ e que

f' (c) existe. Entao, pela defini¢ao de derivadas, temos que
() = limIB=@ iy S@I) S0
z—c TTC z—ct  TTC z—c— TTC

Como ¢ é um ponto de mdrimo relativo de f , se x estiver suficientemente
préoximo de c, temos que

fle)zfx) = [fle)=f(x)=0.
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Se r — ¢t, entao r — ¢ — 0. E ainda, % < 0. Assim,

f(c) = lim f@) =10 <0. (1)

r—ct Tr—cC

Se x — ¢, entdo x — ¢ — 0. E ainda, Y919 > 0. Assim,

f'(¢) = lim fl2) = 1{) > 0. (2)

T—c™ r —C

De (1) e (2), seque que f'(c) = 0.

Geometricamente, estd proposicao nos afirma que se f tem um extremo rela-
tivo em c e se f'(c) existe, entao o grafico de y = f (x) tem um reta tangente horizontal
no ponto x = c.

A proposicao 1, nos permite concluir que se f’(¢), a condigao f'(c) = 0 é
necessdria para a existéncia de um extremo relativo em ¢, mas ndo é suficiente. Em
outras palavras, se f’ (¢) = 0, entao a fungdo f pode ter ou ndo um extremo relativo no
ponto c. Isto pode ser observado nas fungoes f (z) = z° e g (z) = |z|. Verifique!!!

Definicao 3: O ponto ¢ € Df tal que f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe &
chamado de ponto critico ou valor critico.

Observe que uma fungao definida num dado intervalo pode admitir véarios
pontos extremos. Ao maior e ao menor valor da funcao num intervalo denominamos
mdximo absoluto e minimo absoluto, respectivamente.

Proposicao 2: Se f é uma funcdo continua, definida em um intervalo
fechado [a,b]. Entao f assume seu méximo e minimo absoluto em [a, b].
Obs: Esta demostragao serd omitida.

4.2 Teoremas sobre derivadas

O préximo teorema afirma que se o grafico de uma fungao deferencidvel cruza
o eixo x em dois pontos, a e b, entao entre eles deve existir ao menos um ponto ¢ onde
a reta tangente horizontal. Observe a figura abaixo:

y A

<Y

/a c )
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Teorema de Rolle
Seja f uma funcao tal que
i. f é continua em [a, bl ;
ii. f derivdvel em (a,b);
iii. f(a)=f(b)=0.

Entao, existe pelo menos um ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Demonstracao: Consideremos dois casos.

1° Caso: Se f(z) =0, Vz € [a,b].
Entao f'(x) =0,V z € (a,b).

Logo, qualquer nimero entre a e b pode ser escolhido como c.

2° Caso: Se f (z) # 0, para algum = € (a,b).

Como f é continua em [a,b], pela proposicao 2, f atinge seu mdximo e seu minimo
em [a,b]. Sendo f(x) # 0 para algum x € (a,b), entao um dos extemos serd
diferente de zero. Como f(a) = f(b) = 0, esse valor extremo serd atingido em
algum ¢ € (a,b). E ainda, como f é derivdvel, pela proposicdo 1, conclui-se que

f'(x) =0

Exemplo 2: A fungio f (z) = x — 23, Vo € [—1, 1], verifica o teorema de
Rolle?
Solucgao: Verifiquemos se as hipéteses do teorema de Rolle sao satisfeitas:

i. f ¢ definida e continua sobre o intervalo fechado [—1, 1];
iii. f’(z) =1 — 32?% ¢ definida e continua em [—1,1]. Logo, f ¢é derivdvel em (—1,1);
i, (1) = f(1) = 0;

Como as hipdteses estao satisfeitas, entao existe ¢ € (—1,1) tal que
f@)=0=1-32=0=c==+%c(-1,1).

Observagao 1: Examinando a interpretacao geométrica e considerando nas
hipéteses do teorema que se f(a) = f (b) # 0, entdo a conclusao do Teorema de Rolle
continua sendo valida desde que f (z) nao seja derivdvel nos extremos do intervalo.
Terfamos a situacao geométrica:
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Em cada um dos pontos c; e cs 0 coeficiente angular da reta tangente a curva
é zero. Portanto, f' (c¢) = 0.

Exemplo 3: A fun¢io f (x) = cos®z, Vo € [—%, ﬂ, verifica o teorema de
Rolle?

Solucgao: Temos que:
i. f é definida e continua em [—%, %];
ii. f'(z)=—2sinzcosz = —2sin(2z) é derivavel em (—%,%);

Observe ainda que, se
f'(c)=0= —2sin(2¢) =0=c=
Para ¢ = 0, temos que ¢ € (—Zl—r %)
Logo, verifica-se o teorema de Rolle

o, comn=0,1,2,...

Observagao 2: Se a funcdof () nao é derivavel em todos os pontos do
intervalo, entao o teorema pode ser falso, isto é, no intervalo considerado podera nao
existir um ¢ tal que f’ (¢) = 0.

Exemplo 4: A funcio f (z) = {/(z — 2)?, V& € [0,4], verifica o teorema de
Rolle?
Solucgao: Verifiquemos se as hipéteses do teorema de Rolle sao satisfeitas:

i. f ¢ definida e continua sobre o intervalo fechado [0, 4];
iii. f(0)=f(4) = V4
i f(z) = 3\/% nao ¢é definida para z =2 € (0,4).

Portanto, f nao satisfaz o teorema de Rolle sobre o intervalo [0,4] e como
2 # 0, nao existe ¢ € (0,4) tal que f’(c) =0.
Logo, nao verifica o teorema sobre o intervalo [0, 4].

Exemplo 5: A funcdo f () = 1 — v/2* se anula nos extremos do intervalo
, 1]. Demonstre que sua derivada nao se reduz a zero em nenhum ponto do segmento
1

].

[—1
[_ 17
Solugao: Observe que
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(i) f é definida e continua sobre o intervalo fechado [—1, 1];

(iii) f(=1) = f(1) =0;

(iii) f'(x) = —% nao é definida para z =0 € (—1,1).
Portanto, f néo satisfaz o teorema de Rolle sobre o intervalo [—1, 1] e como
-4 # 0, ndo existe c € (—1,1) tal que f'(c) = 0.
Logo, a derivada de f ndo tem raizes sobre o segmento [—1,1].

Exemplo 6: Comprove que entre as rafzes de f () = V22 — bz + 6 existe
também as raizes de sua derivada.
Solugao: As raizes de f sao 2 e 3. Note ainda que,

(i) f é definida e continua sobre o intervalo fechado [2, 3];

(iii) f(2) = f(3) =0;

(iii) f' (2) = 22— & derivdvel para todo z € (2,3).

3 Y/ (z2—5z+6)

Logo, pelo teorema de Rolle, concluimos que existe um ¢ € (2,3) tal que
1’ (c) =0, ou seja, entre 2 e 3 existe também a raiz da derivada.

Analisemos agora o primeiro teorema do valor médio para derivadas, ou seja,
sobre os incrementos finitos de uma fungao.

O teorema de Rolle é um caso especial do Teorema do Valor Médio, o qual
afirma que entre dois pontos quaisquer A e B sobre um gréafico de uma funcao diferen-
cidvel, deve haver pelo menos um lugar onde a reta tangente a curva é paralela a reta
secante que passa por A e B.

Notando que a reta secante que passa pelos pontos A (a, f (a)) e B (b, f (b))

f () — f(a)
b—a
e que a inclinagao da reta tangente em ¢ é f’(c¢). Geometricamente,
Y A

tb)|
f ()

Teorema do Valor Médio (ou de Lagrange)

Seja f uma funcao tal que
i. f & continua em [a, bl ;

ii. f derivdvel em (a,b);
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Entéo, existe pelo menos um ¢ € (a,b) tal que f' (c) = L=

b—a
Demonstracao: A equagao da reta que passa pelos pontos A e B é
fb)—[fla
y—f(a)—%(x—@)'

Se y = h(z), entdo:

h@) = fa)+ L0 g

Observe que h(x) é uma fungdo polinomial. Sendo assim, h é uma fungao
continua e diferencidvel para todo x.

Defina a fun¢io g (x) = f (x) — h(z). Assim,

9 (@)= 1 @) —f ()OO (g

Esta funcao representa a distdncia vertical entre um ponto do grdfico e o
ponto correspondente da reta secante.

Note que:
(i) g(a) =g(b) =0;
(ii) g € uma fungao continua em |a,b|;
(iii) g é derivavel em (a,b);

Portanto, como a fungao g satisfaz as condi¢oes do Teorema de Rolle, existe
um ¢ € (a,b) tal que

[ ()~ f(a)

JO=0 = f="2-

Exemplo 7: Verifique se as funcoes abaixo verificam o teorema do valor
médio:
1. f(z)=2—2%em [-2,1];
Solucgao: Verificando as hipéteses do teorema do valor médio:
(a) i f é definida e continua em [—2, 1];
ii. f'(z)=1— 32? ¢ definida para todo x € (-2, 1);
Logo, satisfaz as condigdes do teorema. Assim, temos que 3¢ € (—2,1) tal que
_ f()—f(a) _ _
f/<C)—T = 1—362——2 = c¢==*l.
Observe que, apenas —1 € (—2,1).

2. f(x) = x5 sobre [—1,1].

Solugao: Verificando as hipéteses do teorema do valor médio:
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(a) i f é definida e continua em [—1,1];
i. f'(z) = %5 nao é definida em z =0 € (—1,1);

Vejamos, no entanto, se verifica o Teorema.

f(b a
f/() )[]:():> 3\f —0.

Conclusao: nao existe ¢ € (—1,1). Portanto, nao verifica o teorema sobre [—1, 1].

Exemplo 8: Em que ponto da curva f(z) = Inz a tangente é paralela a
corda que une os pontos A (1,0) e B (e, 1).

Solugao: Como as hipdéteses do Teorema de Lagrange sao satisfeitas para
f (z) = Inx sobre [1 e] (verifique!!!), temos que

I (c )_ b) f(“) = %:e—% = c=(e—1) = ce(le).

Lembre que f’ (c) é o coeficiente angular da reta secante que passa pelos
pontos A e B.

Portanto, o ponto em que a tangente a curva é paralela a corda que une os
pontos Ae B é P(e—1,ln(e —1)).

Exemplo 9: Aplique o Teorema de Lagrange para demonstrar a desigual-
dade z > In(zx 4+ 1) sex > 0.

Solugao: Como x > 0 tomemos um nimero ¢ tal que 0 < ¢ < x. Se f (x) =
In (2 + 1) e os extremos do intervalo sdo a = 0 e b = z, entdo:

f/( ) b) f(a) — 1 In(z+1)—0 - In (l’—i‘ 1)

c+1 x—0 c+1

Qberve que
7 <@, pois ¢ >0 =h(z+1)<z

Vejamos agora o sequndo teorema do valor médio para derivadas, ou seja, o
teorema sobre a razao dos incrementos de duas funcgoes.

Teorema de Cauchy
Se f e g sao duas fungoes tais que:
(i) f e g s@o continuas em [a, b];
(ii) f e g sao diferencigveis (a,b);
(iii) ¢’ (x) # 0 para todo x € (a,b).
Entao, existe ao menos um nimero c, tal que:

e fb)~/(a)
70~ g —gla)

Demonstragao: Provaremos inicialmente que g (b) — g (a) # 0.

Como g é continua em |a,b] e derivdvel em (a,b), entao pelo teorema do
valor médio, 3c € (a,b) tal que




Como por hipdtese ¢' (x) # 0, Vo € (a,b) entdo

g () #0 = gb)—g(a)=(b—a)g (c) #0.
Portanto, g (b) — g (a) # 0.

Defina a fun¢io h(z) como
h(QJ):f(CU)—f(a)—ﬁ
Note que:
(i) h(a) = h(b) =0;
(i) h é uma fungdo continua em [a,b];
(iii) h é derivdvel em (a,b);

Portanto, como a funcao h satisfaz as condi¢ées do Teorema de Rolle, existe
um ¢ € (a,b) tal que

RPN R S R A () B A C R A R

b—a g () gb)—gla)

Observacao 3: A interpretacao geométrica deste teorema se resume na
interpretagao geométrica da fungao h (x) que para tal exige o conhecimento de equagoes
paramétricas, que a este nivel ainda nao é possivel.

Podemos no entanto estabelecer algumas conclusoes:

1* Se a fungdo g () = z, a conclusido do Teorema de Cauchy se transforma na conclusao
do Teorema de Lagrange, pois ¢’ () = 1, Vz € (a,b), g(b) =b e g (a) = a. Assim,
(o) = W Portanto, o Teorema de Lagrange é um caso particular do

Teorema de Cauchy.

2% Se f (a) = f (b), enta@o a conclusao do Teorema do Cauchy se transforma na conclusao
do Teorema de Rolle, pois f (b) — f (a) = 0. Assim, 5;8 = g(b)Eg(a) = f'(c)=0.
Portanto, o Teorema de Rolle é também um caso particular do Teorema de Cauchy.

Exemplo 10: Verifique se as condi¢oes do Teorema de Cauchy sao cumpri-
das para as fungoes f (z) = 22 + 2 e g (z) = 23 — 1 sobre o intervalo [1, 2].
Solugao: Verificando as hipéteses do teorema de Cauchy:

(i) f e g sao continuas sobre [1,2];
(ii) f'(x) =2z e ¢’ (v) = 32? sdo definidas sobre (1,2);
(iii) ¢ (z) # 0 sobre (1,2)

Logo, f e g satisfazem as condig¢oes do teorema. Assim:
f'le) _ f2)-f(1) 2 _ 3 2 _ _
7o ~ a2 T 37 — - 1l4e=0

= 01:0e02:1§.

Como ¢ € (1,2), as fungodes f e g verificam o Teorema de Cauchy.
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4.3 Regras de L’ Hopital

Regra de L’Ho6pital para indeterminacao do tipo %

Teorema: Se f e g sdo duas funcoes que satisfazem o teorema de Cauchy
e se reduzem a zero em ponto r = zg, isto &, lim f(x) =0e lim X (x) = 0 e para todo

T—xo
x # xo, ¢ () L) oxistird o lim f(‘r) e mais,
z—x0 9 g'(z)’ T—T0 g(z)

lim M = lim f’_(x)
Aog(e)  reg (2)

Demonstracao: Fscolhendo no interior de um nimero xo # a e aplicando o
Teorema de Cauchy sobre o intervalo [xg, x|, temos que:

J;Eg = gg g((zg), onde ¢ € (xg,x) € [xg,x] C [a,b].

Por hipétese do teorema, f (xo) = g (x0) = 0, isto implica que:
I(@) _ f'(e) (1)

g(xz)  g'(c)

Se r — xy, entao ¢ — Ty Pois Ty < ¢ < T e se existe lim L) entao existird
0, 0 0 ( )’

z—xg 9
/
o lim (C).
= 9 (©)

Assim, de (1), obtemos que

f(m _ (o) _ "(e) I'(x)
Jim oy JEBO (o) }Eﬁlog ) }EEOg (2)

lim /(@) = lim r (x)
Mg (@) g (@)

Portanto,

Podemos concluir entao, pelo Teorema de L’Hopital, que para levantar a in-
determinacao do tipo g basta derivar o numerador e o denominador, e estas derivadas
serao o numerador e o denominador de uma nova funcao cujo valor no ponto de inde-
terminacao da fungao inicial é o limite desta quando o argumento tende ao ponto de
indeterminagao.

Exemplo 11: Calcule os limites:

1. lim20+2).

z—0

Solugao: Observe que hII(l) In(+e)

olo

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

In(1 .
Jim 2042 _ jiy, “1”” = hm% =1.
r—0 x—0 z—0 11T
2. lim i=sinz,
m_}g CcCos T
Solucgao: Observe que lim =802 — 0
-z x_)g cos T 0
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Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

. 1—sinx COS T
lim = lim =5 — ().
pT COST p_sm —SinT
2 2

Observacao 4: Se f'(¢c) =0e g (c) =0, isto &, lim f’ (x)=0e lim g’ (x) =

0 e se as funcgoes [’ e ¢’ satisfazem as condigoes 1mpostas as fun(;oes fe g segundo a

hipdtese de teorema, entao este teorema pode ser aplicado para a razao fz E 3 e nos dara

i 28y S 7 )
g (e) ~ g (@) g7 (w0)

como conclusao que:

Exemplo 12: Calcule hm — S;;Qx
e "2 _ 0
Solugao: Observe que hn(l)m =35

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

lim &=e—t=2z _ |jp&te =2 _ 0

20 *—sinz 20 l—cosz 0

Aplicando novamente a regra de L’Hopital, temos que:
aefte” -2 i ef—e ™ 0

:1611)% l—cosxz :161{)% sinz 0

Novamente a regra de L’Hopital, temos que:

lim&=¢" = lim&+e " —

r—0 s x z—0 cosx

Observagao 5: O processo descrito pelo Teorema de L’Hoépital pode ser
repetido quantas vezes se fizer necessario, desde que respeitadas as condig¢oes do teorema.
Para o caso geral, f" (z) e ¢" (z), ndo demonstraremos aqui, pois exige o conhecimento
da Férmula de Taylor com residuo para f (z) e g (z).

Observacgao 6: O Teorema de L’Hopital pode ser aplicado quando lim f (x) =

0 e quando lim g (z) = 0 e se 0 que se quer é o hm [z) , desde que exista o hm ,( 2)

Para tanto, basta fazer uma mudanca de Varlavel. Deﬁmndo xr = y. Se x — 00, entao
y — 0. Assim,

tim )

1
g(x) wm, (1)  we0_1 f T atwg (2)
T—00 — 1 —-0_ 1 /(1 T—00
9(3) o (3)

Exemplo 13: Calcule lim —*~ sin

T—00

Solucgao: Observe que lim sinle)

Tr—00 x

Definindo u = =. Se x — o0, entao u — 0. Assim,

ﬁ:hmm:_

lim 0"
r—00 g y—0 Y

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:
hmsin(ky) _ hmkcos(ky) — k
y—0 Y y—0 .
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Observagao 7: Se lim g’ (x)
L’Hopital se aplica para a razao inversa f% )), que tende a zero quando z — x(. Portanto

a razao inicial % tendera ao infinito.

= 0e lim f'(x) # 0, entdo o Teorema de
T—T0

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 14: Calcule os limites a seguir.

1. lim-2=¢
z%axnfa‘n 9
_ 0
Solugao: Observe que hm e .= -

Aplicando a regra de L’ H()pltal, temos que:

lim == = lim—— =
x_)a —an x_)anzn 1 nan—1
2 11 tanx—x .
: 0T T—sinz’
Solugao: Observe que lim22z=z — 0
bt St 20 T—sinw 0

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

2
hmtanx T _ i Secte 1 _ Q.
20 T—sinw $—>01 cos T 0

Novamente, aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

. 2 .
hmslec r—1 __ hm2sec.mtanx — lim 23 =9
-0 cosx 2—0 sinz 250 COs° T
3. lim ln(sinz)
"o (r22)7
In(si
Solugao: Temos que hm % =3

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

li In(sinz) __ li e — I cossec? x 1
m-———y3 Im —sine 1m —— = —.
$*>2(7T 2z ) x*)2_4(ﬂ- 2z ) 14,2 8 8

. T __ T
4. lim“=*",

z—0 T

Solugao: Temos que lim ©=2" = %.
_— z—0 T

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

a®Ilna—b*1nb

lim 2= = lim .

r—0 x—0

:lna—lnbzln%.
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Regra de L’Hoépital para indeterminagao do tipo 22

Teorema: Se f e g sao fungdes continuas e derivaveis em todos os pontos
xr # xo (numa vizinhanca do ponto zy) e ¢’ (z) # 0 para todo x e se lim f (z) = co e

T—T0
lim ¢ (x) = 0o e existir o lim /E 2)

entdo existird também o lim 22 e mais,
T—x0 z—xzo 9 )’ T—T0 g(x)
T "z
limf( ): limf( )

z=wog(z)  a=wog (z)

Demonstracao: Omitiremos a demonstrac¢ao, por ser andloga a demonstracao
para a regra de L’Hopital para indeterminagao do tipo %.

Exemplo 15: Calcule o lim 82,

z—0t %
Solucao: Temos que lim BZ = %
. z—0t = >

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

lim B2 = lim = = lim (—2) = 0.
z—0t = z—0tT 72 z—07F

Observagao 8: As consideracoes tecidas nas observacoes para regra de
L’Hopital para indeterminacao do tipo g sao também verdadeiras aqui no a para inde-
terminagao do tipo 22 e ilustraremos apenas com exemplos.

Exemplo 16: Calcule os limites.

tanx .

L. :Elgrrlr tan(3z) 0

Solugao: Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

: tanxz sec? cos’(3z) __ 0
;1_{% tan(3z) g}l_r}}r 3sec?(3z) :}1_1)% 3cos?2z ~ 0°

Novamente, pela regra de L’Hopital, temos que:
sin(6z) 0

3(:052 x llII}r sin(2z) ~ 0"
—2

Pela regra de L’Hopital novamente, temos que:
li sin(6z) __ li 3 cos(6z) -3

x_}gSln(Q x) P cos(2z)
. 2
2. lim £ ==,
:E~>+ooeL 00

Solugao: Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

. 2 .
lim £ = lim 2 = =,
x——400 € x——+00 €

Novamente, pela regra de L’Hopital, temos que:

lim 2 = lim 2 =0.
e e
Tr—-+00 r—-+00
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Solugao: Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:
lim % = lim % = +o00.
r—+00 r—+00

Observagao 9: A regra de L’Hopital sé pode ser aplicada para indeter-
minacoes da forma (9) e =. (Caso seja ignorada essa condigao, chega-se a resultados

o0
absurdos.

Veremos a seguir, como as indeterminacoes da forma 0.0c0, co — 0o, 1%, 0°
e 00” podem ser transformadas em indeterminacoes do tipo ¢ e =2, com o objetivo de
aplicar a regra de L’Ho6pital para auxiliar no cdlculo de limites.

4.4 Aplicacoes da Regra de L’Hopital

4.4.1 Forma indeterminada 0.0c0

Se f(z) =g(x)h(z) eo lim f(z) = 0.00, entao para levantar esta indeter-
T—T0

minacao rrescrevemos a fungao como segue

f@) =2 o =22

h(z) g(z)

Desta forma, o lim f () assume a forma indeterminada 3 ou 2.

T—T0

Exemplo 17: Calcule o lim (sec (3z) cos (5x)).

T

Solugao: Temos que lim (sec (37) cos (5x)) = 0.00.
Reescrevendo a fungao, temos que:
lim (sec (3x) cos (5z)) = lim secBr) _ iy =62) _ 0

z Py 7%3(51) P cos(3z) 0
Aplicando a regra de L’Ho6pital, temos que:

li cos(5x) — I —5sin(5x) _5

oy cos(3x) Po—y —3sin(3z) 3

4.4.2 Forma indeterminada co — oo

Se f(z) =g(z)—h(z)e hm f( ) = 00 — 0o, entao, através de operagao
(2)
numa das formas indeterminadas % ou %

elementares entre as fungoes g (z) e ( ) é sempre possivel transformar o lim f (x)

T—T0
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Exemplo 18: Calcule o lim (secz — tanz).

us
T35

Solugao: Temos que lim (secz — tanz) = 0o — oo.
D0oUGa0: e 3

2
Reescrevendo a funcgao, temos que:

. s 1 : L 1—si 0
}g% (SGCQ? o tanx) - g}g% (cosz o %) - wlgr}r ( cc:r:lvx) — o

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:

lim (Lsz) = Jim (=2 — g
m_)g CosS T z_}g sinx

4.4.3 Formas Indeterminadas 1, 0° e oo’

Se f (z) = [¢ ()]"™ e lim f (x) assume uma das trés formas indeterminadas
r—xQ
1%°, 0° e 00?, entao, para qualquer uma destas trés indeterminacoes define-se

L= lim f (z) = lim [g (z)]"®.

T—T0 T—T0

Aplicando-se o logaritmo neperiano a fungao dada, temos que:

InL =1In (lim lg (x)]h(x)) = InL= lim <1n lg (:E)]h(x)> .

r—TQ T—x0
Por propriedade de logaritmo neperiano, temos que:
InL = lim [h(z)In(g(z))] = 0.
T—x0

Assim, o limite passa a assumir a forma indeterminada 0.0c0, que se resolve
conforme a primeira aplicagao da regra de L’Ho6pital vista antriormente. E ainda, como
foi aplicado logaritmo na funcao dada, para determinar a solucao final deve-se aplicar a
fungao exponencial (pois é a funcdo inversa do logaritmo) do limite, isto é,

L=¢ = limf(z)=¢"

T—T0

Exemplo 19: Determine os limites abaixo.

1. lima® = 0%

z—0

Solugao: Definindo L = lin%a:x.

Aplicando logaritmo neperiano em ambos os membros, temos que:
InL =1In <lin(1)x5‘) = lin% (In (z%)) = liII(l) (xlnz) = 0.00.

Reescrevendo a funcao, temos que:

InL = lim!8e = =
x—0 z o0

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:
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InL =

%1 =lim(—z)=0 = InL=0.

z—07 .2 z—0
Aplicando a funcao exponencial a ambos os membros, obtém-se:
L=¢" = limz® = 1.

z—0

. lim (2 — x)tan(%) = 1%

r—1

Solugao: Definindo L = hn% (2 — z)tan(%).

Aplicando logaritmo neperiano em ambos os membros, temos que:
—In (lim (2 — tan(L””)>:- —2)) =

InL=1In (i:rr{ (2 =)™\ 2 ll_}lrr% (tan (Z£) In (2 — z)) = 00.0.

Reescrevendo a funcao, temos que:

In L = lim <Sm( 7) In(2— ZL‘)) = lim (Sm (%)) lim 22-2)

r—1 OS( 2 ) r—1 ZEHICOS(TF;‘)
n(2—z) _ 0
= InL = igrricos(ﬁzz) =3

Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:
_1
22 _—lim—2 2 -2
InL= glcl_,rq—fs (’;x) glcl_,n%w@—x)sin(ga:) ™ = InL ™
Aplicando a funcao exponencial a ambos os membros, obtém-se:

2

L = e% = hn% (2 — x)tan(%l‘) —er = e2.
- lim (cotg ()™ = oc”.
Solugao: Definindo L = lim (cotg ())*™".

rz—0

Aplicando logaritmo neperiano em ambos os membros, temos que:
InL =1In (lir% (cotg (x))Si”> = lir% (sinz In(cotg (x))) = 0.00.

Reescrevendo a funcao, temos que:

nl — llm (ln cotg(m > lim (ln cotg(m))) _ x
—0

70 \ cossec(z) 00

Aphcando a regra de L’Hopital, temos que:

cossec? (z)

InL = lim——<e@ |y, sinz — () = |nL =0.

>0 —cotg(z)cossec(z) m_)0COSQ$

Aplicando a funcao exponencial a ambos os membros, obtém-se:
L=¢ = lim (cotg (x))™™" = 1.
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4.5 Exercicios

1. Em cada caso, examine se as funcoes satisfazem as condicoes e verificam o Teorema
de Rolle.

) f(x) 2
) f(z) =1— Va2 sobre o intervalo [—1, 1];

(¢) f(z) = tanaz sobre o intervalo [0, 7];
) f(z)=(x—1)(z—2)(x— 3) sobre o intervalo |1, 3];
) fx)=s

= 222 + x sobre o intervalo [1 1};
1

2

in® z sobre o intervalo [0, 7].

2. Sabendo que f (z) = 423 — 42 + 2? — 1 tem raizes —1 e 1, verifique se a derivada
tem raiz entre —1 e 1.

3. Em cada caso, examine se as fungoes satisfazem as condigoes e verificam o Teorema
deo Valor Médio (de Lagrange).

= sin (Z£) sobre o intervalo [0, 1];
= 1 sobre o intervalo [—1, 1];

x) = ﬁ sobre o intervalo [0, 1].

4. Através do teorema de Rolle é possivel afirmar que a fungao f(z) = 2 — |3 — z|
possui um ponto critico no intervalo [1,4]? Justifique.

5. Em que ponto da curva f () = 2® — 222 — 1 a reta normal a curva é normal a reta
que passa pelos pontos A (1, —2) e B(0,—1)7

6. Utilize o Teorema de Lagrange para demonstrar as desigualdades:

(a) e > 1+ z, para z > 0;

(b) arctanz < z, para z > 0;

(c) b —a™ <nb" ! (b—a), para b > a;

(d) [sinf —sina| < |0 —al, para a e 6 € R.

3,sex =0
7. Para que valores de a, m e b a fungado f (z) = { —22+3x +a,0<z <1 satisfaz
mx+b,se 1<x<2

o teorema do valor médio no intervalo [0, 2]?
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Em que ponto da curva f (x) = 2™ a tangente a curva é paralela a corda que une
os pontos A (0,0) e B (a,a™)?

Seja ¢ a fungao definida por g (z) = V4 — 22

(a) Usando um dos teoremas estudados, determine o ponto em que a reta normal
a curva y = g (r) também é normal a reta que passa pelos pontos A (—2,0)
e B(0,2).

(b) A funcdo y = f(z) = V16 — 2%.¢' (z), verifica o teorema de Rolle entre as
raizes da funcao g7 Justifique.

Seja p (z) = Az? + Bx + C, onde A, B e C sao constante reais e A # 0. Mostre
que para qualquer intervalo [a, b], o valor de ¢ cuja existéncia é garantida pelode
Lagrange, ¢ o ponto médio do intervalo.

Afirma-se que para as fungoes f () = 23 + 2 e g (z) = 2* — 1 sobre o intervalo
[1,2] sdo verdadeiras as condigbes do Teorema de Cauchy. Pergunta-se: ¢ verdade?
Justifique.

Afirma-se que para as fungdes g () = sinz e g (r) = cos z sobre o intervalo [0, 5]
sao verdadeiras as condigoes do Teorema de Cauchy. Pergunta-se: é verdade?
Justifique.

Afirma-se que para as fungoes p () = 322 + 3z — 1 e q(z) = 2° — 42 + 2 sobre o
intervalo [0, 1] sdo verdadeiras as condigoes do Teorema de Cauchy. Pergunta-se:
é verdade? Justifique.

. . x
Determine o valor da costante a para que lim (””—*“) = 4.
r—4o0 ‘T4

. . 2
Determine todos os valores das constantes a e b para que lim—=%—-—— = —8.
>0 a+cos(bx)

Calcule os limites, aplicando a regra de L’Ho6pital, quando possivel:
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e U o

11.

13.
15.

17.

19.
21.
23.

25.
27.
29.

31.
33.

35.

37.
39.

41.

43.
45.

47.
49.

lim r—arcsinx .
x—0 x ’
e —sinz—1,
glgli% In(14=z)
Inz
x_>0cossecx’

hm tanx .
P tan(3z)’

lim cotg(z) .
»pcote(2z)’

lin}) [z In (sin 22)];
lim (:U sin (%)),
lim [(1 — tanz)sec (27)];

T—7

cotg(2z) .
llII(l) cotg(3z)’

lim ( 2 1 )
sin? z 1 —cosx

z—0

liny (sm ;)
(

lim

z—0

20
1o Zo(ee i) )
lim (s — 35);
fm (24 1)
1

lim

T—00

cotg(z),
hm ;

+sinx)
4z
z—0 )

lim

z—0

(
llm (€** + 2x
(

)Slﬂﬂ?

$2 sm l
11

.0 sinz )

lim (7 sin (1))

lim (:U —2%In (1 + %)),
lim (2 )tan( 2“);
}L@O%;
hm(1+w)%;e+%;

z—0 z
lim (3x — Va2 — 1);

Tr—0o0

10.
12.

14.
16.

18.

20.
22.
24.

26.
28.
30.
32.
34.

36.

38.
40.

42.
44.

46.

48.

50.
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sinx—siny ,

- In(sin2z)
lim ===
70 n(sinz)

lim (E tan(ﬂx)) :

T 2

liII(l) [In (cotg (2))"*"*];

1—/1—x .
i Vi
lim ((a: + 1)i — SC%>;

r—00
2x

. r—4



ol.

93.

35.
o7.
99.
61.
63.

65.
67.

69.
71.

llm arccos CL‘

r—1 V I-z
1
lim [ln(e +1)x7]

lim e (1+21)]" ;

sin? x—cotg(z) .

In(sin(ax)) .
lim einaz).
70 n(sinz)

Inx

lim (e” + )™

l—tanz .
hn}l \/ism:z:

1; Y3 1)
Jim (z 13 — 1);
lim (1 — x)COS(T);

r—1
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o4.

56.
98.
60.
62.
64.

66.
68.

70.

31511%2@00 27
2302

: 2z—1\ 7% .
lim (25)°
: 3_ _xz-2
glcl_% (CL’ tan(z—2)
lim Z2-5.
T—— 55 ‘1‘|7

zsin? x
:IEEI(I)3tan rcosx’
lim & 245,
Tr—— 5‘37' 57
. ay/ax—x
aljlig a—+/ax ’
Jim G2 =5
200 ) )
hrr(l)( — cotg? (z));

1
lim € “+lnzx.

20+ cotg(x) ’

— cos (x — 2));



Capitulo 5

Analise da Variacao das Funcoes

Objetivos

e Determinar intervalos de crescimento e decrescimento de uma funcao;
e Encontrar os pontos criticos;

e Determinar os intervalos em que uma fungdo é concava e/ou convexa;
e Obter os pontos de inflexao;

e Encontrar os maximos e minimos relativos;

e Analisar os maximos e minimos de uma fungao mediante o teste (ou critério) da
primeira derivada;

e Analisar os mdximos e minimos de uma fungdo mediante o teste (ou critério) da
segunda derivada;

e Determinar as assintotas do grédfico de uma funcao;
e Construir graficos de fungoes;
e Aplicar a teoria de méximos e minimos das fungoes na resolucao de problemas;

e Analisar o grafico de uma fungdo (méximos e minimos relativos e absolutos, pon-
tos criticos, pontos de inflexao, intervalos de crescimento e decrescimento, con-
cavidade, assintotas).



5.1 Introducao

O aspecto quantitativo no estudo dos fenémenos da natureza se resume em
estabelecer e analisar a dependéncia funcional entre as grandezas varidveis que tomam
parte em cada fendomeno. Se conseguirmos estabelecer esta dependéncia funcional de
modo analitico, isto é, mediante uma ou vérias férmulas, podemos explorar esta de-
pendéncia servindo-nos dos métodos de andlise matematica.

O nosso objetivo é estabelecer um método geral para a anélise da variacao
de fungoes de uma varidvel real e construcao do seu grafico.

5.2 Funcoes Crescentes e Decrescentes

Definicao 1: Seja f uma funcio definida num intervalo I e sejam z;, x5 € 1.

(1) f é crescente em I se f(x1) < f (x9) para x1 < To;
(ii) f é decrescente em I se f(x1) > f (v2) para x1 < xa;

(iii) f é constante em I se f (x1) = f (x9) para todos os pontos x; e xs.

Y A Y A Y a

10—
) R 1o)=r )
N R i

fa) |
h 1
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1

w
¥
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X

f crescente f decrescente f constante

Se uma fungao é s6 crescente ou s6 decrescente num intervalo, dizemos que
é mondtona neste intervalo.
Com o auxilio do estudo das derivadas podemos aprimorar este conceito de

funcao crescente, decrescente ou nula. O préximo teorema esta baseado no teorema do
Valor Médio.

Teorema 1: Seja f uma funcao continua sobre o intervalo fechado [a, b] e
derivavel no intervalo aberto (a,b).

(i) Se f'(x) >0, Vx € (a,b), entdo f & crescente em [a, bl;
(i) Se f'(z) <0, Vz € (a,b), entao f é decrescente em [a, bl;

(iii) Se f'(z) =0, Vz € (a,b), entdo f é constante em |[a, b].

Demonstracao:
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Sejam x1, x2 € [a,b] com x; < x3. Como f é continua em |[a,b] e derivdvel
em (a,b), entdo f é continua em [r1,x3] e derivdvel em (x1,z3), pois [r1,x2] C |a,b].
Pelo Teorema do valor médio, 3¢ € (x1,x2) tal que

o= I TI@) ) = (0 (- ).

To — 1

Observe que x5 — x1 > 0, entao:

(i) Se f'(c) >0, entao f(x2) — f(x1) >0 = f(x2) > f(x1).
Logo, pela definicao 1, f é crescente em [a, b).

(i) Se f'(c) <0, entdo f(z2) — f(21) <0 = f(z2) < f(21).
Portanto, pela defini¢io 1, f é decrescente em [a,b].

(iii) Se f'(c) =0, entdo f (x2) = f (z1). Dessa forma, pela defini¢io 1, f é constante
em |a,b.

Geometricamente, no(s) intervalo(s) em que f é crescente, a incilinagao da
reta tangente & curva em cada ponto é positiva, pois forma com o eixo x um angulo
agudo «; decrescente, a inclinagao da reta tangente a curva em cada ponto é negativa,
pois forma com o eixo x um angulo obtuso «. E ainda, a reta tangente é paralela ao
eixo x nos pontos em que a derivada é nula.

Yy A

Exemplo 1: Determinar os intervalos de crescimento e/ou decrescimento
das funcoes:

3

Lo flo) =% -4
Solucao: O dominio da fungao f é: Df =R.

Temos que:
flx)y=a—2=22(2*-1)= Df =R.
Assim,

f(x)=0&222*-1)=0=2=00ux==+l.
Os pontos criticos da funcao sao: —1, 0 e 1.

Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—oo, —1), (—1,0), (0,1) e (1, +00),
pelo teorema anterior, conclui-se que:

e f & crescente para = € (—oo, —1] U [1, +00);
e [ & decrescente para x € [—1,1].
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Graficamente, temos que:

2. f(x) = 73;

Solugao: O dominio da funcao f é: Df =R — {—2}.

Temos que:

— 1 —
f'(@) = -5 = D =R—{-2}.
Observe que [’ nao existe em x = —2. Assim,
/ _ __1 — _1 = /
f(z)=0< e = 0= -1=0 Absurdo!
Temos que, f' nao existe em x = —2. Como —2 ¢ Df, nao pode ser consider-

ado um ponto critico. Apesar disso, devemos considerd-lo na analise do sinal da
derivada.

Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—oo, —2) e (—2,400), conclui-se
que f é decrescente para x € (—oo, —2) U (2, +00).

Graficamente, temos que:

3. f(z)=V1—-22
Solugao: O dominio da fungdo f é: Df = [—1,1].
Temos que:

J'(@) = == = Df = (~1,1).

Note que f’' nao estd definida em x = +1. Assim,

fflx) =0 —~==0=2=0.
Vi1—z2

Logo, o tinico ponto critico da funcao é em = = 0. Observe que f’ nao estd definida
para x = £1, mas como —1 e 1 nao pertencem ao D f nao sao pontos criticos.

Analisando o sinal da derivada somente nos intervalos (—1,0) e (0, 1), pois fazem
parte do dominio da funcao, conclui-se que:

e f é crescente para x € (—1, 0];
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e [ & decrescente para x € [0,1).

Graficamente, confirma-se a conclusao acima.

y A

s l

-1.0 -05 00 05 10

202 — 4, se x < 1
4 f(x):{ —r—1,sex>1
Solugao: O dominio da funcao f é: Df =R.
Temos que:

dx,se x < 1
f’(x):{ —1,sex>1 = Dff =R —{1}.

e Para x < 1, temos que:

ff(x)=0&42=0=2=0.
O 1nico ponto critico, neste intervalo, é 0.

Analisando o sinal da derivada somente nos intervalos (—oo,0) e (0, 1), conclui-se
que:

e f & crescente para x € [0,1];
e f & decrescente para x € (—o0,0].

e Para x > 1, temos que:

f'(z)=0< —-1=0 Absurdo!!!

Logo, nao héd ponto critico neste intervalo.

Como f'(z) = —1 < 0 para todo x > 1, entdo f é decrescente para todo x €
(1,400).

Conclusao:

e f ¢ crescente para x € [0, 1];
e [ & decrescente para x € (—o0,0] U (1, +00).

Observagao: Como uma funcao f (z) pode ter valor extremo num ponto
no qual a abscissa x nao pertenca ao seu campo de definicao, embora esta abscissa nao
possa ser considerada como um wvalor critico, ao estabelecer os intervalos para a andlise
do crescimento e decrescimento da funcao y = f () estes valores devem ser considerados,
pois sao extremos destes intervalos. Nos itens 2 e 3, do exemplo 1, esta consideracao foi
feita.

156



5.3 Critérios para determinacgao os extremos de uma
funcao

Os extremos relativos podem ser vistos como pontos de transicao, separando
regioes onde o gréifico é crescente ou decrescente. Conforme a figura abaixo, os extremos
relativos de uma fungao continua ocorrem ou em bicos (pontos de nao-diferenciabilidade)
ou em pontos em que a reta tangente é horizontal.

y A Pontosde

néo-diferenciabilidade

1
1
1
1
1
1
5

v

HE
Xo X3 X
X, X, X,

Os pontos extremos relativos de uma funcao, se houver, ocorrem em pontos
criticos em que f’ muda de sinal.

A seguir, veremos alguns teoremas que estabelecem critérios para determinar
os extremos de uma funcao.

Critério da derivada primeira para determinagao dos extremos

Teorema 2 (Teste da primeira derivada): Seja y = f () uma fungio
continua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo
(a,b), exceto possivelmente num ponto c.

i. Se f'(z) > 0 para todo = < ce f'(x) < 0 para todo z > ¢, entdo f tem maximo
relativo em c;

ii. Se f'(z) < 0 para todo z < ce f'(z) > 0 para todo z > ¢, entdo f tem minimo
relativo em c;

iii. Se f’'(x) > 0 para todo x < c e f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo f nao tem ponto
nem de méximo nem de minimo relativo em c;

iv. Se f'(x) < 0 para todo z < ce f' (z) < 0 para todo x > ¢, entdo f néo tem ponto
nem de méximo nem de minimo relativo em c;

Demonstragao do caso (i):

Como f'(x) > 0 para todo x € (a,c), entdo f é crescente em [a,c] (por
teorema da se¢io anterior). Analogamente, concluimos que f é decrescente em [c, b).
Portanto, f (x) < f(c) para todo x # ¢ em (a,b), entdo f tem um mdzimo relativo em
c.

A demonstragio dos casos (ii), (iii) e (iv) é semilar a do caso(i).
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Podemos concluir deste teorema que: se ao passar pelo ponto critico da
esquerda para a direita o sinal da primeira derivada muda de mais (4) para menos (-)
entdo, em a funcdo tem um valor maximo e se muda de menos (-) para mais (+) entao,
em a funcao tem valor minimo.

Exemplo 2: Determine os valores extremos da funcao, se existirem:

1. f(g;):ff_;_ﬁ_6x;

2
Solugao: O dominio da funcao f é: Df =R.

Temos que:
f(x)=2>—2—-6= Df =R.
Assim,

fx)=0&2>~2-6=0=12,=-2exy=23.
Logo, os pontos criticos da funcao sao: —2 e 3.

Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—oo, —2), (=2, 3) e (3, +00), conclui-
se que:

e f'(x)>0paraz e (—o0,—2)U(3,+00);
e f'(r)<0parazx € (—2,3).
Pelo teste da primeira derivada conclui-se que:

e Em 2 = —2, a funcao f tem um ponto de méximo em P (—2, %),

e Em 2 = 3, a funcao f tem um ponto de minimo em P ( , —135)

3
2. f(x) = (1— \?/P)Q;
Solugao: O dominio da fungdo f é: Df = [—1,1].

Temos que:

Fla)=-Y1i2i o pp = [-1,00U(0,1).

x3

A fungao f’ nao estd definida em z = 0.

Temos que,

o fl(z)=0& —Y122 — (= 25 =1 =2 ==+1,mas +1 ¢ (—1,1).

x3

e [’ (z) nao estd definida em x = 0.

Logo, o tinico ponto citico ocorre em = = 0.

Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—1,0) e (0, 1), conclui-se que:

e f'(x)>0paraze (—1,0);
e f'(x) <0 paraxe(0,1).
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Pelo teste da primeira derivada conclui-se que, em x = 0 a funcao f tem um
ponto de méximo em P (0, 1).

f(@) = (x = 1) Va?;
Solucao: O dominio da fungao f é: Df =R.

Temos que:
f(x) = % = Df =R*.
Assim,

¢ fl(@)=0&22=-0=>5r-2=0=>0=2

e f'(z) nao estd definida em x =0
Logo, os pontos criticos da funcao ocorrem em z = 0 e x = %
Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—o0, 0), (O 2) e

V% (%, +oo), conclui-se
que:

° f’($)>0pal"a$€(—OO,O)U(§,+OO);
o [/ (z) <0 parax e (0%)_

Pelo teste da primeira derivada conclui-se que:

e Em z =0, a fungdo f tem um ponto de maximo em P (0,0);

ot
gl

° Emmz%, a funcao f tem um ponto de minimo em P %,—3 C 4).

Cf@) = (@ = 1) (= + 1)
Solugao: O dominio da funcao f é: Df = R.

Temos que:
f@)=(@-1)(z+1)°(Bz—1)= Df =R
Assim,

fl(@:O@(x_l)($+1)2(5x—1):0=>$121,$2=—1el’3=%-
Logo, os pontos criticos da funcao sao: +1 e %

Analisando o sinal da derivada nos intervalos (—oo, —1), (—1, —), (—, 1) e (1, +00),
conclui-se que:

o f'(x)>0paraz € (—oo,—1) U (—1,%) U (1, +00);
o f'(x) <0paraze (1).

Pelo teste da primeira derivada conclui-se que:

e Em x = —1, a funcao f tem nao tem valor maximo nem minimo;
_1 ~ . 1 3456).
e Em z = ;, a fungao [ tem um ponto de méximo em P (5, 3125),

e Em z =1, a funcio f tem um ponto de minimo em P (1,0).
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Roteiro para determinar os valores extremos

1° Passo: Determinar o campo de definicao de f;
2° Passo: Encontar a primeira derivada;

3° Passo: Determinar os pontos criticos;

4° Passo: Analisar o sinal de [’ (z);

5° Passo: Aplicar o teste da primeira derivada.

Critério da derivada segunda para determinacao dos extremos

Seja x = ¢ um valor critico do dominio de f (z) tal que f'(c) = 0, se existir a
segunda derivada f” () e se esta é continua numa vizinhanca de x = ¢ podemos entao
averiguar se f (¢) € um valor maximo ou minimo relativo de f (x) através da segunda
derivada, segundo o teorema seguinte:

Teorema 3 (Teste da segunda derivada): Sejam f uma fungio de-
rivdvel num intervalo aberto (a,b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo tal que
f'(¢) =0, para c € (a,b). Se f admite a derivada f” em (a,b) e se

i. c nta m um valor méximo r ivo em c;
i. f”(c) <0, entao f te alor maximo relativo em c¢;

ii. f”(c) >0, entdo f tem um valor minimo relativo em c;

Demonstragao do caso (i ):
Por hipdtese f" (c) existe e f"(c) < 0. Entdo, pela definicao de derivada

sequnda, temos que:
fl/ (C) _ hmf (':C) B f (C) <

Tr—cC Tr — C

0.

Eziste um intervalo aberto I contendo, contendo c, tal que

[ () = 1" ()

r —C

<0,V el

Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € I tais que x < c.
Entao, ¢ é o extremo direito do intervalo aberto A.

Seja B o intervalo aberto que contém todos os pontos x € I tais que x > c.
Entao, c é o extremo esquerdo do intervalo aberto B.

Como f'(¢) =0, concluimos que, e,
e scxe A= f'(z)>0;

e scxe€B= f'(x) <O.
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Pelo teste da primeira derivada, conclui-se que f tem wum wvalor mdximo
relativo em c.

A demonstragio de (i) é andloga.

Observagao: Se f”(c) = 0 ou f”(c) ndo existir, entdo o teste da segunda
derivada é inconclusivo, isto é, f pode ter um médximo, um minimo ou nem de maximo
nem de minimo em c. Neste caso, para proceder a andlise dos mdaximos e minimos
devemos recorrer ao critério da primeira derivada.

Exemplo 3: Determine os valores extremos de cada funcao mediante o
critério da segunda derivada.

1. f(z)=a—32% — 9z + 5;
Solucgao: O dominio da fungao f é: Df =R.

Temos que:
f'(x)=32>—-6x—-9= Df =R.
Assim,

f(2)=0&32—-62x—-9=0=12,=—1exy = 3.
Os pontos criticos da funcao sao: —1 e 3.

ro=cse-o={ P

Pelo teste da segunda derivada, conclui-se que:

e Em z = —1, a fungdo f tem um ponto de méximo em P (—1, 10);
e Em z =3, a funcio f tem um ponto de minimo em P (3, —22).

2. f(z)=1—2a%
Solucao: O dominio da fungao f é: Df =R.

Temos que:
f'(z)=—423 = Df' =R.
Assim,

f(z)=0& —423=0= 2z =0.

O tnico ponto critico da fungao é o 0.

f"(z)=—-1222 = f"(0)=0.

Logo, o teste da segunda derivada é inconclusivo.

Neste caso, recorrendo ao critério da derivada primeira, temos que:
e [/ (x)>0paraz € (—00,0);
o f'(z) <0 paraz € (0,+00).

Conclusao: Pelo teste da primeira derivada, tem-se que em z = 0 a funcao f
tem um ponto de méximo em P (0, 1).
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5.4 Concavidade

O sinal da derivada de f revele onde o seu grafico é crescente ou decrescente,
ele nao revela a direcao da curvatura. Por exemplo, na préxima figura, vé-se que ambos
os lados do ponto P o gréfico é crescente, mas a esquerda a curvatura estd para cima e a
direita a curvatura estd para baixo. Nos intervalos onde o grifico de f tem a curvatura
para cima dizemos que f é concava para cima, e se a curvatura é para baixo, dizemos
que f é concava para baixo naqueles intervalos.

Para funcoes diferencidveis,a direcao da curva pode ser caracterizada em
termos das retas tangentes. Nos intervalos em que f é concava para cima seu grafico
estd acima das retas tangentes. Nos intervalos em que f é concava para baixo seu grafico
estd abaixo das retas tangentes.

y A y =f(x) y
P
1
:
' >
a C b X a c b X
f concava para cima f concava para baixo

Definicao 2: Seja f for diferencidvel num intervalo I ento:
i. f é concava para cima se f’ for crescente em I

ii. f & concava para baixzo se f' for decrescente em I;

Observacgao: Por comodidade, um arco concavo para cima dizemos apenas
concavo e um arco concavo para baixo dizemos apenas convezxo.

Para obter os intervalos de concavidade e convexidade, isto é, os intervalos
em que f’cresce e decresce é através analisando a segunda derivada de f.

Teorema 4: Seja f uma funcao duas vezes diferancidvel em um intervalo
aberto I = (a,b). Se:

i. f"(x¢) > 0 quando z( € I entdo, o gréfico de é concavo sobre I;

ii. f”(z9) < 0 quando x¢ € I entao, o gréfico de é convezo sobre 1.

Demonstragao: Omitiremos a demonstragao tanto de (i) quanto de (ii), fare-
mos apenas algumas consideragoes:
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1% FEste teorema nos diz que se em I a sequnda derivada é positiva (caso (i)) ou negativa

(caso (i1)) exceto em alguns pontos nos quais ela é zero, entao a curva f(x) é

concava para o caso (i) ou convera para o caso (ii).

2% Se ocorrer que f"(x) = 0 nao sé em alguns pontos senao em todo o intervalo I,
entao f (x) serd uma fungao linear, onde nao faz sentido tratar de concavidade e

curva.

convezidade.

Exemplo 4: Determine os intervalos de concavidade e/ou convexidade da

1. f(z) =23 — 2%

Solugao:

Temos que:

I (x) = 32? — 2x;
" (x) =6x — 2.
Assim,

f’l($0):0<:>6x0—2:0:>x0:%_

Analisando os intervalos (—oo

1

,g) e (%, +00), conclui-se que:

o f"(z)<0,Vz € (—o0,3) = o gréfico de f é convexo;

o f"(x)>0,Vxe (%, —i—oo) = o grafico de f é concavo.

fla)=e"

Solugao: Dominio de f: Df = R.
Temos que:

() = =2z,

" (z) = 2e7* (222 — 1).

Assim,

Analisando os intervalos (—oo

f(z0) =0 & 2 (222 —1) = 25 = ig.

1

,3) ¢ (3,+00), conclui-se que:

o f"(x)>0,Vxe (— ,—‘g) U ( ﬂ,—koo) = o grafico de f é concavo;

T2

RS

, 72) = o gréfico de f é convexo.

o ["(z)<0,Vze (—
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5.5 Pontos de Inflexao

Quando sobre o grédfico de uma funcao existir um ponto, no qual o sentido
de concavidade pode mudar entao, a reta tangente atravessa o grafico neste ponto. Este
ponto é chamado ponto de inflexdo.

Definicao 3: Um ponto P (c, f (c)) do grafico de uma funcio continua f é
chamado um ponto de inflexao, se existe um intervalo (a,b) contendo ¢, tal que uma das
situagoes ocorra:

i. f & concava para cima em (a,c) e concava para baixo em (c,b);

ii. f é concava para baixo em (a,c) e concava para cima em (c, b).

Estabeleceremos agora uma condigao necessdria para a existéncia de pontos
de inflexao.

Teorema 5: Seja f (r) uma fungao diferencidvel sobre (a, b) onde ¢ € (a, b),
se P (¢, f (¢)) € um ponto de inflexao do grafico de f () e se existe f” (c), entao f” (c) =
0.

Demonstracao:

Do fato de P (c, f (c)) ser um ponto de inflexao, existe entao um intervalo
(a,b) onde c € (a,b) tal que:

i. f'(x) é crescente sobre (a,c) e decrescente sobre (c,b), ou

ii. f'(z) é decrecente sobre (a,c) e crescente sobre (c,b).

Do fato que eziste " (c) sabemos que f' serd continua em c e considerendo
o0 caso (i) concluimos que f'(c) é um valor mdximo relativo de f'(x) e f"(c) = 0.
Agora, considerando o caso (ii) concluimos que f'(c) é um valor minimo

relativo de f'(z) e f"(c) =0.

Estabeleceremos agora uma condicao suficiente para a determinacao e andlise
de f (x) quanto aos pontos de inflexao.

Teorema 6: Seja f(z) uma fungao continua sobre um conjunto I onde
(a,b) C I, se c € (a,b) tal que f”(c) =0 ou f”(c) nao existir e se:

i. f”(x) > 0 quando = € (a,c) e f”(z) < 0 quando = € (¢,b), entdo P (c, f(c)) é um
ponto de inflexdo do gréfico de f (x
(

?

)
ii. f”(x) <0 quando z € (a,c) e f”(z) > 0 quando x € (c,b), entdo P (c, f (¢)) € um
ponto de inflexdo do gréfico de f (x)

)
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iii. f”(x) < 0 quando z € (a,c) e f”(z) < 0 quando x € (¢,b) (ou f”(z) < 0 quando
x € (a,c) e f"(x) <0)entdo P (c, f(c)) ndo ¢ um ponto de inflexdo do grifico de

().

Demonstragao do caso (i):

Como f"(xz) > 0 para z € (a,c), pelo teorema 4 (i) o grifico da curva f(x)
é concavo sobre (a,c) e como f"(x) < 0 para x € (c,b), pelo teorema 4 (ii) o grifico
da curva é convezo sobre (c,b). Assim, o ponto P (c, f (¢)) onde pela defini¢io 3 é um
ponto de inflexao do grdfico de f (x) sobre (a,b).

A demonstrac¢ao dos caos (ii) e (iii) é andloga.

Roteiro para determinar os pontos de inflexao do grafico de f

1° Passo: Determinar f” (z);
2° Passo: Determinar ¢ tal que f” (¢) = 0 e/ou f” (¢) néo exista;

4° Passo: Analisar o sinal de f” () conforme o teorema 6.

Exemplo 4: Determine os intervalos de concavidade e/ou convexidade bem
como os pontos de inflexao da curva.

1. f(z) =2 —62%+ 12z + 4;

Solugao:

Temos que:

f(x) = 32? — 122 + 12;
1" (z) = 6z — 12.

Determinando os possiveis pontos de inflexao:
fll($0)20<:>6l’0—12:0$$0:2.

Analisando os intervalos (—o00,2) e (2, +00), conclui-se que:
o () <0, Vr € (—00,2) = o gréfico de f é convexo;
o f"(x)>0,Vr e (2,+00) = o gréfico de f é concavo.

Portanto, como ha mudanca de concavidade em x = 2, este ponto é um ponto de
inflexao.

2. f(z) =1Inuz;
Solugao: Dominio de f: Df = R7.
Temos que:
f@) =3
1 (x) = _?12 = Df" =R
Determinando os possiveis pontos de inflexao:
f"(20) =04 -5 =0= —-1=0. Absurdo!
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Como f” (x9) = 0 nado ocorre para nenhum valor de z, entdo o unico ponto a ser
analisado é o ponto em que f” nao estd definida, ou seja, x = 0.

Como f" (z) > 0, Vz € (0, +00) entao o grifico de f é concavo.

Portanto, como nao ha mudanca de concavidade em x = 0 entao nao existe ponto
de inflexao.

Cf(@) = (z—1)%

Solugao: Dominio de f: Df =R.

Temos que:

J'(@) =5 @—1)7%

fr@)=-2(@&—1)% = Df =R —{1}.
Determinando os possiveis pontos de inflexao:

" (20) =0 =2 (z — 1)_% =0= —2=0. Absurdo!

Como f” (xy) = 0 nao ocorre para nenhum valor de z, entdo o unico ponto a ser
analisado é o ponto = = 1 pois neste ponto f” nao esta definida.

Analisando os intervalos (—oo, 1) e (1, +00), conclui-se que:

o f"(x) >0, Vre (—o0,1) = o grifico de f & concavo;
o f"(z)<0,Vx e (1,+00) = o gréfico de f é convexo.

Portanto, como ha mudanga de concavidade em = = 1, o ponto P (1,0) é um ponto
de inflexao.

. f(x) =sinx;

Solugao: Dominio de f: Df = R.

Temos que:

1 (x) = cosx;

f"(z) =—sinz = Df" =R.

Determinando os possiveis pontos de inflexao:
f"(x9) =0« —sine =0= =nnm,comn € Z

Analisando alguns intervalos, temos que:

Se =21 < x < —m, f"(x) <0 = o gréfico de f é convexo;
e Se —m<x <0, f"(z) >0 = o gréfico de f & concavo;

Se0 <z <m, f"(xr) <0 = o gréfico de f & convexo;
e Semr<x<2m... f"(x)>0= o gréfico de f é concavo;
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Como hd mudanga de concavidade em ... — m, 0, 7, ..., os pontos P; (—m,0),
P, (0,0), P3(m,0)...sao pontos de inflexao.

Portanto, cada ponto de f onde x = nm, com n € Z é um ponto de inflexao.

$3
5. [ (%) = i3;

Solugao: Dominio de f: Df =R.

Temos que:
_ z*436%.
@) = G

_ 24z(36-2?) -
f/l(x) = T2r128 = Df// —R.

Determinando os possiveis pontos de inflexao:

X —x2
f”(a:o)_0@%_0;»24:5(36—1:2)_0

= =0o0uz = =+6.

Analisando os intervalos, temos que:

o Vz € (—o0,—6), f"(x) > 0 = o gréfico de f é concavo;
e Vz € (—6,0), f”(z) < 0= o grafico de f é convexo;

e Vz € (0,6), f”(z) >0 = o gréfico de f é concavo;

e Vx € (6,+00), [ (x) <0 = o gréfico de f é convexo

Portanto, como hd mudanga de concavidade em —6, 0 e 6 os pontos P; (—6, —%),
P,(0,0) e P3 (6, %) sao pontos de inflexao.

5.6 Assintotas do grafico de uma funcao

Em aplicacoes préticas, encontramos com muita freqiiéncia gréficos que se
aproximam de uma reta & medida que x cresce ou decresce. Essas retas sao chamadas
de assintotas. Veja alguns exemplos:

y A

\

Definicao 4: Seja y = f (r) uma funcgdo, A(z, f (z) um ponto do grafico de
f (z) e r uma reta, quando a distancia d entre a reta e o ponto A tende a zero enquanto
o ponto A tende ao infinito, esta reta r é dita assintota da curva.
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As assintotas podem ser classificadas como assintotas verticais e obliquas,
COMO Veremos a seguir.

o 4

5.6.1 Assintotas Verticais

Definicao 5: A reta z = a é uma assintota vertical do gréfico de y = f ()
se pelo menos uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:

i. lim f(z) = +oo;

r—at

ii. lim f(z) = —oc;

rz—at

iii. lim f (7) = +o0;

r—a

iv. lim f(z) = —oc.

Tr—a~

Exemplo 4: Determine, se existir(em), as assintotas verticais de cada
funcao:

L f(z) =%
Solucao: Geometricamente, observe que:

lim f () = 400 e lim f (z) = +o0.

r—5HT T—5~
Y 4
0t
_zﬁ
-4

Portanto, pela definicao 5, segue que a reta x = 5 é uma assintota vertical.

2. f(z) =tanuxz.

Solugao:
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sin x

As assintotas verticais da fungao f(x) = tanz = 2% correspondem as retas
v = (2k+1)% com k € Z, pois nestes pontos cosz # 0. Geometricamente,
observe que:

lim f(z)=-0c0e lim f(z)=+o0.
ac—»(?k:-‘,—l)%Jr z—(2k+1)5 "~

5.6.2 Assintota Obliquas

Definicao 6: A curva f (z) tem uma assintota obliqua, cuja equacio é da
forma y = kx + b, onde os valores dos coeficientes k e b, se existirem os limites:

k= limmeb: lim (f (x) — kzx).

r—00 U T—00
Observagoes:

i. Se um dos limites acima nao existir, entao a curva nao tem assintota obliqua.

ii. Se k = 0 e b existir, entao a equacao da assintota serd y = b e é chamada de assitota
horizontal.

Exemplo 5: Escreva as equacoes de todas as assintotas, em cada caso:

L f(x) =13
Solugao: Dominio de f: Df = R*.
Candidata a assintota vertical: z = 0.
Como Iliré1+ () =40 e wli%l, f (x) = —o0, pela definigdo 5, conclui-se que = = 0
¢ uma assintota vertical.
Se existe(m) assintota(s) obliquas, elas sdo da forma y = kz + b.

Verifiquemos se é possivel determinar os coeficientes k e b.

Temos que:
k= lim 2% = lim L =0;
r—00 T—00

= lim (f () — kz) = lim 1 =0.
Tr— 00 T—00
Como k = 0 e b existe, entao a assintota obliqua é a reta y = 0.

Conclusao:
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e assintota vertical: x = 0;
e assintota horizontal: y = 0.

2. f(w) = =2l
Solucao: Dominio de f: Df = R*.
Candidata a assintota vertical: x = 0.
Como Ilir(l)li f(x)=4occe xli}lrél+ f (z) = —o0, pela definigao 5, conclui-se que x = 0

é uma assintota vertical.

Se existe(m) assintota(s) obliquas, elas sdo da forma y = kz + b.

Determinando, se possivel, os coeficientes k e b.

Temos que:
k= lim {2 = lim 24221 — 1
Z—00 oo ’

b= lim (f (z) —x) = lim <%—$> = lim 21 =2,
Como k =1 e b existe, entao a assintota obliqua é a reta y = = + 2.
Conclusao:

e assintota vertical: x = 0;
e assintota obliqua: y = x + 2.

3. f(x)=e"sinz + z.
Solugao: Dominio de f: Df =R.
Como existe o limite lim f (z) = e~*sina + a entdonao ha assintota vertical, pois

r—a

nao satisfaz as condigoes da definigao 5.

Se existe(m) assintota(s) obliquas, elas sdo da forma y = kz + b.

Determinando, se possivel, os coeficientes k e b.

Temos que:
. . —T o3 . —T . . .
k= lim {® — iy £osinade _ Jiy e Jiy sinz + lim 1
£—00 T—00 z T—00 T—00 T—00

= k= (hm%) (hm sinx)—{—l

Como a funcao sinx é periddica, lim sinx nao existe, mas sabemos que —1 <

r—00

sinz < 1, ou seja, esta funcao é limitada. Podemos representar entao que lim sinx =

r—+00

+m. Assim, segue que:
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e se r — +00, entao: k= 1.

e se r — —00, entao nao existe k, pois k = lim =2 = —oc.

Tr——00

Dessa forma, para x — 400, temos que:

b= lim (f(x)—2)= lim (e *sinz)= lim e lim (sinz) = 0.

T——+00 T—-+00 Tr—-+00 r—-+00

Como k =1 e b existe, entao a assintota obliqua é a reta y = .

Conclusao:

e assintota vertical: 7

e assintota obliqua: y = x.

Esquema Geral Para Analisar Fungoes e Construir Gréficos

O gréafico de uma funcao é construido baseado na investigacao. Segundo as
andlises realizadas nos itens anteriores, podemos estabelecer um método prético que o
resumimos nos seguintes passos:

1° Passo: Determinar o campo de definicao da fungao;
2° Passo: Econtrar os pontos criticos de f;

3° Passo: Andlise dos sinais de f’, para determinar os intervalos de crescimento e de-
crescimento de f;

4° Passo: Determinar os pontos de maxmos e/ou minimos, se existirem (usa-se teste
da primeira derivada ou teste da sequnda derivada);

5° Passo: Calcular os possiveis pontos de inflexao;
6° Passo: Determinar os intervalos de concavidade, convexidade e pontos de inflexao;
7° Passo: Determinar as equacgoes de todas as assintotas;

8° Passo: Construir o gréfico.

Exemplo 6: Analise e contrua o grafico de cada uma das fungoes abaixo:
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L f(z) = 5
Solugao: 1) Dominio: R;

1—a2
(1+22)

2) Determinando os pontos criticos: f'(x) =

Observe que, [’ estd definida Va € R.

flz)=0 & (ll;f)z =0 = ==l

3) Analisando os sinais de f’, tem-se que:

e f é crescente Vz € [—1,1];

e f & decrecente Vx € (—oo, —1] U [1, +00).

4) Pelo teste da 1* derivada conclui-se que:

e f tem um ponto de minimo em P; (—1, —%);

e f tem um ponto de maximo em P; (1, 3).

29:(1273)

5) Determinando os pontos de inflexao: f” (z) = REa

Note que, f” estd definida Vz € R.

) =0 & D

2=0 = z,=0 ou z,==+V3.
<1+z3)

6) Analisando os sinais de f”, tem-se que:

e f é concava Vx € (—\/3, 0) U (\/g, +oo);
e f & convexa Vr € (—oo, —\/5) U (0, \/§)

Dessa andlise, conclui-se que os pontos A; (—\/g, —\/T§>, Ay (0,0) e As <\/§, \/T§>

sao pontos de inflexao de f.

7) Determinando as assintotas:

e verticais: limf (z) = lim (423 — 2° + 1) = 4a® — a® + 1

r—a r—a

Logo, nao hé assintotas verticais.

e obliquas: y = kx + b, onde

f(=z)

. . _ . 1 _ .
b= lim (f(z) —0x) = lim %5 = 0.

Portanto, y = 0 ¢é assintota obliqua.

8) Construcao do gréfico:
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2. f(z)=a2%— 922 + 24z — T,
Solugao: 1) Dominio: R;
2) Determinando os pontos criticos: f’(r) = 3z% — 18z + 24;
Dominio de f: Df' = R;
ffz)=0 & 322—182+24=0 = z=2ecm=4

3) Analisando os sinais de f’, tem-se que:
e f ¢ crescente Vo € (—00,2] U [4, +00);
e f ¢ decrecente Vz € [2,4].
4) Pelo teste da 1* derivada conclui-se que:
e f tem um ponto de méximo em P; (2,13);

e f tem um ponto de minimo em P; (4,9).

5) Determinando os pontos de inflexao: f” (z) = 6z — 18;
Dominio de f”: Df" = R;
f'(z,) =0 < 6xy—18=0 = =x,=3.

6) Analisando os sinais de f”, tem-se que:

e f & convexa Vx € (—00,3);

e [ & concava Vo € (3,400).

Portanto, o pontos A (3,11) é o ponto de inflexdao de f.
7) Determinando as assintotas:

e verticais: limf (z) = a® — 9a® + 24a — 7.

Logo, nao h& assintotas verticais.
e obliquas: y = kx + b, onde
k= lim {2 = Jim (x2—9:c+24—z) = 40o0;
r—+00 r—=+00 x

Portanto, como nao existe k entao nao héd assintota obliqua.

8) Construcao do gréfico:
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3. f(x)= %Lz—_l;
1) Dominio: R—{—1,1};

z2—3

2) Determinando os pontos criticos: f’ (r) = ———.
33/ (z2-1)*

Observe que, [’ nao esta definida em x = +1.

! _ z2=3 — —
fl(z)=0 <« = 0 = x=43

Pontos a serem considerados na andlise dos sinais de f: x =+l ex = +/3.

3) Analisando os sinais de f’, tem-se que:

e f é crescente Vx € (—oo, —\/ﬂ U [\/5, +oo);
e [ & decrecente Yz € [—\/5, —1) u((-1,1)u (—1, \/3]

4) Pelo teste da 1* derivada conclui-se que:

e [ tem um ponto de méximo em P; (—\/g, —%);
e em x = 0, f nao tem ponto nem de maximo nem de minimo;

e f tem um ponto de minimo em P, (\/g, %)

Comentdrio: Observe que, pelo teste da 1¢ derivada somos levados a concluir
que em x = +1, f nao tem pontos nem de méximo nem minimo. Deve-se tomar
cuidado com essa conclusao, pois estes pontos cujas abcissas sao +1 nem fazem
parte do dominio da funcao. Portanto, nem poderiam ser considerados pontos de
méximos e/ou minimos.

5) Determinando os pontos de inflexao: f” (z) =

Note que, f” nao estd definida em x = +1.

frla) =0 e i)

9% (x371)7

os pontos a serem analisados sao: 0, +£1 e £3.

=0 = z,=00u z,==3.

6) Analisando os sinais de f”, tem-se que:

e f éconcava Vr € (—oo,—3) U (—1,0) U (1, 3);
e f & convexa Vr € (—3,—1)U (0,1) U (3,400).
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5.7

Logo, os pontos A; (—3, %), Ay (0,0) e Az (3 3) sdo pontos de inflexao de f.

2

Em z = +1, apesar do valor da ordenada correspondente nao estar definida, pois
f nao é definida nestes pontos, também hd mudanca de concavidade. Portanto,

também sao pontos de inflexao.

7) Determinando as assintotas:

e verticais:

As retas candidatas a serem assintotas verticais sao z = 41. Verificando se real-

mente essas retas sao assintotas verticais.

{ lim f (z) = 400

z—1+t .
lim f(z) = —o0

r—1—

limf (z) =

r—1

lim+f (x) = +o0
: z——1
;,;lin_llf () = lim f(z)=—o0 -
rz——1"
Logo, as retas x = 1 e x = —1 sao assintotas verticais.

e obliquas: y = kx + b, onde

S T T B A T
S e

b= mh_)rg} (f (z) —0z) = xl—{rziloo%/% = +00.

0;

Portanto, nao é assintota obliqua.

8) Construcao do gréfico:

,
\
NS

B kY ! i

Aplicacoes da Teoria dos Maximos e Minimos
de Funcoes na Solucao de Problemas

Com o auxilio da teoria dos mdaximos e minimos podemos analisar e por
conseguinte resolver uma série de problemas referentes a geometria e suas aplicagoes,
sempre que for possivel equacionar o fendémeno em estudo, mediante férmulas matemati-

cas. Vejamos exemplos nesse sentido.
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Exemplo 7: A diferenca de dois nimeros é a. Determine esses numeros

para que o seu produto resulte o menor possivel.

Solucgao:
Sejam x e y os niimeros tais que

r—y=a = r=a+y. (1)
Seja P a fungao produto definida por

P = zy. (2)

Substituindo (2) em (1), temos que:
P=(a+vy)y=1y>+ay, comy € R.
Determinando os pontos criticos:

Py)=2y+a= Py)=0 <= 2py+a =0 = y=-%.
Logo, o tinico ponto critico é em y = —

e

Aplicando o teste da segunda derivada: P” (y) = 2.

P’ (~8) =2 <0.

Portanto, y = —7 minimiza o produto.
Substituindo y em (1), conclui-se que:

Exemplo 8: Um pacote pode ser enviado pelo reembolso postal desde que

a soma de seu comprimento mais o perimetro de sua base nao exceda 2 m. Determine
as dimensoes do pacote de volume m&aximo que pode ser enviado, se a base é quadrada.

Solugao: Sejam

a : lado da base (m);
¢ : comprimento (m). \}
a
!

Objetivo: Determinar as dimensoes a e ¢ que minimizam o custo na contrugao

V : volume do pacote (m?); I
Cc

do tanque.

Sabemos que a soma de seu comprimento mais o perimetro de sua base (que é

quadrada) nao pode exceder 2 m, ou seja,

ct+4da=2 = c=2-4a. (1)
O volume do pacote é

V=d’c = V=d(2-4a)=2a>—4a? comac [0,3].

Determinando os pontos criticos:
V'(a)=0 = a?*(2—4a)=0 <= a=0 ou

1 P " , 1
Como 0 ¢ (0, 5), 0 unico ponto critico é em a = 3.

1

a:3.

Aplicando o teste da segunda derivada: V" (a) = 4a — 124> = V" (3) < 0.

1

Portanto, a = & maximiza o volume do pacote. Assim, por (1), segue que

3

wlN
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Exemplo 9: Uma janela consiste de um retdngulo com um semicirculo em
cima e deve ter um perimetro P. Determine o raio do semicirculo para que a drea da
janela seja maxima.

Solucao:

Sejam

P : perimetro da janela; r
A : drea da janela;

r : raio do semicirculo;

h : altura do retangulo;

Objetivo: Determinar r para que a drea da janela seja médxima. Para tanto,
devemos determinar r que maximize a drea da janela.

A drea da janela é
A =(4rea do retangulo) + (drea do semicirculo) = A = 2rh + ’TTTQ (1)
O perfmetro da janela é

P=2h+2r+2 =2h +2r +7r = h=""20 (9

Substituindo (2) em (1), temos que:
A= opPrtn o m? _ pplpp2 902 = Ly (4r — 2P 4 77), com 7 €
0,251

) 447
Como a drea é uma funcao continua e o intervalo é fechado entao existe
extremo absoluto neste intervalo.

Determinando os pontos criticos:

A(ry=P—mr—4r= V!(r)=0 <= P—-r(d+4+m)=0 = r= ﬁ.
Logo, o tinico ponto critico é r = ﬁ.

Aplicando o teste da segunda derivada: A” (r) = -7 —4
AT (L) = —m—4 <0,

A+7

Portanto, r = 4% maximiza a drea da janela.

Exemplo 10: Deve-se construir um tanque para armazenamento de um gas
propano em forma de um cilindro circular reto com dois hemisférios nas extremidades.
O custo do metro quadrado dos hemisférios é o dobro do custo da parte cilindrica. Se
a capacidade do tanque deve ser de 127 m?, que dimensoes minimizaram o custo da
construgao?

Solugao: Sejam

tanque em 2 dimensdes

C' : funcao custo; '

r : raio do hemisfério = raio do cilindro;
h : altura do cilindro.

< a3 >

Objetivo: Determinar as dimensoes 7 e h que minimizam o custo na contrugao
do tanque.

Como o custo estd associado com a drea lateral, temos que:
C' = 2 [drea de uma esfera( = drea de 2 hemisférios)| + (érea lateral do cilin-
dro)
= C = 2 (47r?) + 27rh = 87r? 4 27hr. (1)
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O volume total do tanque ¢ dado por
V= svolume de uma esfera) + (volume de um cilindro)

V = smrd + mr?h.

Como V = 127 m?, temos que

121 = 3mr® + 7r2h = h=2%-1r (2)

Substituindo (2) em (1), temos que:
C =8mr?+2r (3 — 4r)r =247 4+ Dmr?, com r € (0, +00).
Determinando os pontos criticos:

C'r)==237+2" = (=0 < r={2

r2 4

Aplicando o teste da segunda derivada: C” (r) = & 4+20 = " ({’/g) > 0.

rtanto, r = /% minimiz ir janela. ubstituir valor
Portanto, N Z a a area da janela. Basta substituir este valor de

r (2) para obter h.

dimensoes para que seja minima a drea total?

Solugao:

Sejam

P : perimetro da janela; e

Exemplo 11: Dado o volume V' de um cilindro, quais devem ser as suas
A : drea da janela;

r : raio do semicirculo;
h : altura do retangulo; Q

Objetivo: Determinar r e h para que a area do cilindro seja minima.

A &rea do cilindro ¢é

A =(4rea do retangulo) + (2x drea do circulo) = A = 27r? + 27rh (1)
Sabemos que o volume do cilindro ¢ V', assim:

V=nr’h = h=-2X (2)

s
Substituindo (2) em (1), temos que:
A=2mr?4+2¥ =2 (7 + ¥), com r € (0,400) .

Determinando os pontos criticos:
Ar)y=20@mr-%) = Ar =0 <= 22mr-%) =0 =

Aplicando o teste da segunda derivada: A” (r) = 2 (27 + %)

A (@) — 127 >0,

Portanto, r = ¢/ < maximiza a drea da janela.
) 2

Logo, as dimensoes sao

%
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Exemplo 12: A distancia percorrida (no vdcuo), por um projétil, langado
com uma velocidade vy desde uma canhao de artilharia com angulo de elevacao o é dada

v sin(2a) . . . .
por y = —="=—. Determine « para que y seja maxima.
Solucao:

Sabemos que a distancia percorrida por um projétil é dada por

vg sin (2a)
J :

y:

Consideremos a € [O, g}

Determinando os pontos criticos:
202 cos(2a)

g ()= 2000 o ) =0 = ) g o gon

g 4
_ 402 si
Aplicando o teste da segunda derivada: 3" (a)) = —4vg sin(2) 591“(2a)
A (I) o —4d <0
1) = g .
Portanto, a = 7 € o angulo de elevagao cujo alcance serd o méximo possivel.

2
_ T — Y%
Logo, para o = 7 temos que y = R

Exemplo 12: Uma estacao de radio fez um levantamento dos habitos dos
ouvintes entre 17hs e meia-noite. A pesquisa mostra que a porcentagem de adultos
sintonizados na estacao x horas apés as 17hs ¢ f(z) = 3 (—2x% 4 2727 — 108z + 240).
Em que instantes, entre 17hs e meia-noite, existem mais e menos ouvintes sintonizados
na estacao? Qual é a porcentagem de ouvintes nestes momentos?

Solugao:

Objetivo: Determinar x que maximiza e minimiza a funcao f.

Como a pesquisa mostra que a porcentagem de adultos sintonizados na es-
tagao x horas ap6s as 17hs ¢ f (z) = & (—22° + 272 — 108z + 240), temos que z € [0, 7).

Determinando os valores criticos:
flx)=-3(?-92+18) = fr(z)=0 & z=0ouz=06.
Aplicando o teste da segunda derivada, temos que:

vy 3 _ f"(3) >0 ~» éum ponto de minimo relativo
['@)=-3@2r-9) = { f"(6) <0 ~- éum ponto de méximo relativo -
Como f é uma funcao conitnua em no intervalo fechado [0, 7], pode ser que os

méximos e minimos estejam nos extremos. Analisando o valor da func¢ao nos extremos
e nos pontos criticos, temos que:

f(()):%:?,o% f(6):3—é>:16.5%
fB)==13.125%  f(7) =" =15.125%
Conclusao:

e As17hs (z = 0), 0o maior nimero de adultos est4 sintonizado na radio; corresponde
a 30% dos ouvintes.

e As20hs (x = 3), o menor nimero de adultos estd sintonizado na rédio; corresponde
a 13% dos ouvintes.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Determine as dimensoes de um cilindro reto de volume V' em3, inscrito em uma
esfera de raio R, afim de que tenha seu volume o maior possivel.

Um campo retangular estd limitado por uma cerca em trés de seus lados e por um
corrego reto no quarto lado. Determine as dimensoes do campo com drea méxima
que pode ser cercado com 1.000 m de cerca.

Uma pista de atletismo com comprimento total 400m, consiste em 2 semi-circulos
e dois segmentos retos, conforme a figura abaixo. Determine as dimensoes da pista
de tal forma que a drea retangular, demarcada na figura, seja maxima.

Uma folha de papelao quadrada com 16 ¢m? ¢ usada para fazer uma caixa aberta,
retirando quadrados do mesmo tamanho dos quatro cantos e dobrando-se os lados.
Qual é o tamanho dos quadrados que resulta na caixa com o maior volume possivel?

Pretende-se estender um cabo de uma usina de forca & margem de um rio de 900m
de largura até uma fabrica situada do outro lado do rio, 3000m rio abaixo. O
custo para estender um cabo pelo rio ¢ de R$5,00 por metro, enquanto que para
estendé-lo por terra custa R$4,00 o metro. Qual é o percurso mais econdmico
para o cabo?

Quando um pessoa tosse, o raio da traquéia diminui, afetando a velocidade do ar
na traquéia. Se 7y é o raio normal da traquéia, a relacao entre a velocidade v do
ar e o raio r da traquéia é dada por uma fungao da forma v (r) = ar?(ro —r),
onde a é uma constante positiva. Determine o raio para o qual a velocidade do ar
¢ maxima.

Cinqgiienta animais ameacados de exting¢ao sao colocados em uma reserva. Decor-

: x fala : _ £ t2+6t+30
ridos ¢ anos, a populagao x desses animais é estimada por x (t) = 50t2+—30. Em

que instante essa populagao animal atinge seu méximo? Quanto ele vale?

Uma pesquisa de opiniao revela que x meses apds anunciar sua candidatura, certo
politico terd o apoio de S (z) = 55 (—a? + 622 4 63z + 1080) % de eleitores, sendo
0 < x <12. Se a eleicao estiver marcada para novembro, qual o melhor més para
anunciar a candidatura? Se o politico necessita de pelo menos 50% dos votos para

vencer, quais sao as chances de ser eleito?

Considere um trapézio isésceles de drea A. Sabendo que a é com um angulo da
base, determine a medida da lateral [ para que o perfmetro seja minimo.
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42.

43.

44.

Determine o volume m&aximo de um cilindro circular reto que pode ser inscrito em
um cone de 12¢m de altura e 4cm de raio da base, se os eixos do cilindro e da base
coincidem.

Um cilindro circular reto pode ser inscrito numa esfera com raio R. Determine a
relacao entre a altura e o raio da base do cilindro cuja drea de superficie lateral
seja maxima.

Quando um resistor de R ohms ¢ ligado aos terminais de uma bateria com uma
forca eletromotriz de E wvolts e uma resisténcia de r ohms, uma corrente de [
amperes atravessa o circuito e dissipa uma poténcia de P watts, sendo I = HLR e
P = I?’R. Supondo que r seja constante, qual o valor de R para o qual a poténcia
dissipada é méxima?
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Capitulo 6

Integral Indefinida

Objetivos

e Determinar a primitiva de uma funcao, mediante a defini¢ao;

e Interpretar geometricamente a integral indefinida;

e Aplicar as propriedades relativas & integral indefinida;

e Resolver integrais através de integracao imediata;

e Resolver integrais pelo método da integracao por partes;

e Resolver integrais de funcoes trigonométricas;

e Resolver integrais elementares que contém um trinémio quadrado;
e Resolver integrais por substituicoes trigonométricas;

e Resolver integrais por decomposicao em fragoes parciais.



6.1 Introducao

O estudo desenvolvido neste capitulo visa o problema inverso ao que desen-
volvemos no capitulo 3, ou seja, agora serd dada uma funcao e deveremos calcular uma
outra funcao, cuja derivada é igual & funcao dada. Neste sentido, serao apresentados
os métodos mais comuns para que isto possa ser alcancado. Para tanto, precisamos do
conceito de primitiva de uma fungao.

Definicao 1: Uma fungao F(z) é chamada de primitiva ou antiderivada da
fungao f () em um intervalo I se

F'(z)=f(x),Vz el

Exemplo 1:
(i) F(x)= ag—s ¢ uma primitiva de f (z) = 2%
(ii) F (z) = cosz é uma primitiva de f (z) = —sinx;
(iii) F (z) = e ® é uma primitiva de f (z) = —e™".

Observacao 1: Em qualquer um dos exemplos acima podemos perceber
que se acrescentarmos uma constante qualquer na funcao F(z) sua derivada continuard
sendo igual a funcao dada, isto é, ela continuard sendo uma primitiva.

Vejamos algumas proposigoes neste sentido.

Proposicao 1: Seja F (x) uma primitiva da fungio f(x). Entao, se c é
uma constante qualquer, a funcdo G () = F' (z) + ¢ também ¢é primitiva de f (x).

Demonstragao: Como F (x) é uma primitiva da funcao f (x), pela definigao,
F(z) = [ (2).

Assim, G' (z) = (F (v) +¢) = F' (z) = f (7).

Portanto, G é uma primitiva de f.

O teorema 1 nos garantem que para uma funcao continua dada nao existe
uma Unica primitiva, mas sim, uma infinidade delas.

Proposicao 2: Se f’(z) se anula em todos os pontos do intervalo I, entao
f é constante em .

Demonstracao: Sejam xz, y € I, com x < y.

z

Como f é diferencidvel em I, entdo f é continua em [z,y]| e diferencidvel

em (z,y).
Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (x,y) tal que
— f(x
y—x
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Por hipétese, f'(c) =0, pois ¢ € 1. Assim, seque que

f) —f@)=0= fy)=[(2).
Sendo x e y dois pontos quaisquer de I, concluimos que f é constante em I.

Proposicao 3: Se F (z) e G (x) sao fungoes pimitivas de f no intervalo I,
entdo existe uma constante ¢ tal que F' () — G (z) = c.

Demonstracao: Seja H (z) = F (z) — G ().

Como F (x) e G () sao primitivas de f (z) em I, entdo F'(z) = G’ () =
f(x), Yoz € 1. Logo, H (x) é derivdvel em I e

H' (z) = F'(2) =G (x) = f (z) =f (z) = 0.

Pela proposicao 2, seque que, existe uma constante c, tal que H (x) = ¢, ou

seja,
F(z)-G(x)=c¢c = F(x)=G(z)+c

Dos teoremas acima podemos escrever que tendo-se determinado uma prim-
itiva F'(x) obtém-se outra primitiva qualquer da fungao dada, somando-se a F'(z) uma
constante ¢ e a expressao F'(x) + ¢ representa o conjunto de todas as fungdes primitivas
para a funcdo f(z) dada.

Com isto podemos estabelecer a defini¢ao de integral indefinida.

Definicao 2: Se F(x) é a primitiva ou antiderivada de f (z), a expressio
F (z) + ¢ é definida como sendo a integral indefinida da fungao f (x) e é denotada por

/f(:c)dx:F(:E)—l—c.

Na igualdade estabelecida na definicao 2, temos que:

o simbolo [ é chamado sinal de integragio;

f (z) é dita funcao subintegral ou integrando;

a expressao f(z)dx é dita elemento de integragao;

a funcdo F'(x) é dita, parte funcional da integral indefinida;

e o nimero c é dito, constante arbitraria da integral indefinida.

Observagoes 2:

i. A integral indefinida é também conhecida como anti-diferencial.

ii. Na notacao da definicao 2, o termo dx nao tem significado préprio, somente a ex-
pressao completa [ f(z)dx = F (z) tem sentido.

iii. Quando queremos obter todas as primitivas de uma fungao f(x) dada, escrevemos

[ £ (@) da.
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Exemplo 2:

1. fodx: x—;—i-c;
2. [coszdr =sinz + ¢

3. f e *dx = —e % +c.

Interpretacao Geomeétrica

A integral indefinida, geometricamente, representa uma familia de curvas e
se obtém cada uma delas mediante o deslocamento de uma curva paralela a si mesma ao
longo do eixo das ordenadas. Os gréficos dessa familia das primitivas (ou antiderivadas)
de f sao chamados de curvas integrais.

Exemplo 3: O grafico a seguir representa uma familia de curvas da funcao
integrando f(x) = cosz. As curvas integrais abaixo figura apresentada assumiu os
valores ¢ = —2,1,0,1, 2.

6.2 Propriedades da Integral Indefinida

Proposicao 4: Sejam f,g: I — R e c uma constante qualquer. Entao:

i [ef (x)de=c /[ f(x)dz;
ii. [(f(z)xg(x)de=[f(x)de=£ [g(z)dz.

Demonstracao:

i. Como F (x) é primitiva de f (x) entdo cF (x) é primitiva de cf (x). Assim, temos
que:

[ef (@)de =cF (z)+k=cF(x)+cki =c(F(x) + k) =c /[ f(z)da.
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ii. Provaremos para a soma, a demonstracao para a diferenca é andloga.

Sejam F (x) e G (x ) as primitivas das fungoes f(z) e g (x).
Definindo H(a:): (x) +G (x) e h(x) = f (z) + g (x), temos que:
;f’() Fi(x) +G" () = f () + g () = h(z).

[h(z)de=H ()+c_ ()+G()+c1+c2:

=F(x )+01+G )+ ca=[f(x)de+ [g(z)dx

Observagao 3: A proposigao (ii) é valida para um nimero finito de fungoes,
isto é, a integral da soma ¢é igual a soma de integrais.

Resumiremos a seguir algumas propriedades da integral indefinida, cujas
demonstracoes serao omitidas aqui:

i. [d(F(z))=F (z)+ ¢, onde d(F (x)) representa é a diferencial da fun¢do F' (z);
ii. (ff(2) dx), = f(x);

iii. d ([ f(z)dz) = f (z)da;

iv. [ f(az)dx = 1F (az) + ¢, onde a ¢ uma constante;

v. [ f(z+b)dx = F(x+b)+c, onde b é uma constante;

vi. [ f(az+b)dz=21F (ax+b)+c, onde a e b sdo constantes.

Através das derivadas das fungoes elementares é possivel obter uma tabela
de integrais, chamadas de integrais imediatas.

6.3 Tabela de Integrais Imediatas

1. fdu:u—i-c;

n+1
2. fu"du = 1:1+1

3. [ & =Inlu| + ¢
4.fa“du:%+c,a>0ea7é1;
D. fe”du:eu—i-c;

6. [sinudu= —cosu + ¢

7. [cosudu = sinu+ ¢

o

[tg(u) du = In |secu| + ¢;

N

. [cotg(u) du = In|sinu| + ¢;
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10. [secudu = In|secu + tg (u)| + ¢

11. [cossec(u) du = In |cossec (u) — cotg (u)| + ¢;
12. [secu.tg(u) du = secu + c;

13. [cossec(u) .cotg(u) du = —cossec(u) + ¢;

14. [ sec® udu =tg(u) + ¢

15. [cossec? (u) du = —cotg(u) + ¢;

16. du - — éarctg(%) + ¢

u2+a?

du 1 u—a 2 2.
17. f—u2_a2 = 2a1n‘—u+a‘ +c, u? > a?;

18. f\/g“wzlnw-i—\/uz—i—aﬂ—i—c;
19. f rCéqiaz:lr1|u+\/M}+c;

20. [ 2 = arcsin (%) + ¢

a2—

du 1 u .
21. fu S = aarcsec‘a‘ +c;

A verificacao destas integrais pode ser feita segundo a propriedade (ii) (do
resumo de propriedades). Vejamos algumas como exemplo.

Exemplo 4:

1. [tg(z)dz = Inlsecz| + ¢

Solugao: Derivando ambos os lados, temos que:

(f tg (z) do)" =tg(x);
(In|secz| +¢c)' = % =tg(z).

Portanto, vale a integral acima.

2. f du 1ln|””_“‘—|—c.

r2—a? 2a z+a

Solugao: Derivando ambos os lados, temos que:

du_\' _ 1 .
f 2_a2) T Z2_a2

(2—1aln|x*a‘ +c)/: %(ln|m—a| —1In|z +a|) +(c)

r+a

- 1 (L _ L) - 1
T 2a \z—a zta) = x2—a?"

Portanto, vale a integral acima.

Vejamos agora, alguns exemplos usando a tabela e as propriedades.

Exemplo 5: Resolva as integrais indefinidas:
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1. [(22° — 3sinx + 5/x) du;
Solugao: Pelas propriedades de integrais, temos que:
[ (2% — 3sinz + 5y/x) de = [22°dx — [ 3sinadx + [ 5/zdx
=2 [ 2%z — 3 [sinzde +5 [ w2de

3
= 12* + 3cosx + Yu2.

m4+3x7%+x4x .

Solugao: Pelas propriedades de integrais, temos que:
_1
i —3x4*5m\/;+x%dx — [3zzdr+ [ 2dx + [ sdz
:3fx%dx—5fdf+fx§dx

9 9
=243 —5lnx+%x8 + c.

w

3. f (261 - cs;;12xx + 13_7) dx.
Solugao: Pelas propriedades de integrais, temos que:

f(2el’—Siﬂ—l—%)dszfe”*’dx—fSiﬂLda:—i-Sfqux

cos? COST COST
= 2¢" — [tg(r)secadr + 355 + ¢

:2ex—secx—ﬁ+0.

6.4 Técnicas de Integracao

Com o objetivo de usar alguma das integrais imediatas, faz-se necesséario uti-
lizar alguns métodos para transformar a integral dada em uma integral conhecida. A
seguir, estudaremos alguns métodos de integracao que irao nos auxiliar neste procedi-
mento.

6.4.1 Integragao Por Substituicao

O método da substitui¢cdo, também conhecido como troca de varidveis, pode
ser motivado examinando-se a regra da cadeia do ponto de vista da antiderivacao. Com
este propésito, suponha que F (r) seja uma primitiva de f(x) e que g (x) seja uma
funcao diferenciavel. Pela regra da cadeia, sabemos que:

d

I [F @)l =F(g(x)) g ().
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Integrando com relagao a x a expressao acima, temos que:

[5G =Fga)+e = [Flg)d @d=Fgl)+e

Como F'(x) é primitiva de f (x), temos que:

/f Ydx = F (g (z)) +c.

Definindo u = g (z). Entao v’ = ¢’ (z) dx. Dessa forma,

/f(u)du:F(u)—l—c.

Exemplo 6: Resolva as integrais indefinidas.

v
Solugao: Definindo u© = 2x — 1. Entao du = 2dx.
Pelo método da substituicao, temos que:

[ V3T —Tde = [ 3z —12de = ! [ udu

= %fu%du: %u%—i-c.

Voltando para a varidvel x, obtemos que:

[V2r—Tdv=102r-1)2 +c=1/2r-1)> +c.

w

3x .
362+1dx’

Solugao: Definindo u = z? + 1. Entao du = 2zdx.

Pelo método da substituicao, temos que:
[Zrde=3[Fode=3[%=3nul+c

x2+1 xz2+1
Retornando para a varidvel x, obtemos que:

Sirdr = 3In|2® + 1]+ c.

Este método ¢ um dos mais importantes para o cédlculo de integrais in-

definidas. O sucesso desta integracao depende da habilidade para escolher a substi-
tuicao adequada. A seguir, apresentamos um roteiro para realizar o integracao, usando
o método da substituicao.

Roteiro para integracgao por substituicao

Passo 1: Escolha u = g (x);

Passo 2: Calcule 2 = ¢/ (z);

Passo 3: Substitua u = g (z) e du = ¢’ (x) dx;
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Passo 4: Calcule a integral resultante;

Passo 5: Substitua u por g (x) novamente.

Exemplo 7: Resolva as integrais indefinidas.

L J W
Solucao: Definindo u = 7 — 22°. Entao du = —10z*dx.

Pelo método da substituicao, temos que:

J \3/7 el = —15./ \3/_710; =3/ g_u
L fusdu=—3us +e= -3 (7T— 2 )§+c
2. [ 5%

Solugao: Reescrevendo o integrando, temos que:

% = [2Pe 2" dx
Definindo v = —2z*. Entao, du = —8z3dx.

Pelo método da substituicao, temos que:
fx3e*2x4dx = fe*%” —813)dr = —% fe“du

= —%e” +c= —%6*2‘” +c.

3. [sin® (3x +5) cos (3z + 5) dx;
Solugao: Definindo v = sin (3z + 5). Entao, du = 3 cos (3z + 5) dx.
Pelo método da substituicao, temos que:
[sin® (32 4 5) cos (3z + 5) dz = & [ uPdu
=su*+c=isin’ 3z +5) +c

1+cotg( 2+1
g, [ et

T osin?(2241)
Solugao: Reescrevendo o integrando, temos que:
4/ 1+cotg(z?
1l 511:2(;5“)“ dx = [ wcossec? (2% + 1) /1 + cotg (22 + 1)dx
Definindo u = 1+cotg(z? + 1). Entao du = —2xcossec?® (22 + 1) dx

Pelo método da substituicao, temos que:

f w/1+cotgm2+1d %f\/ﬂdu:

sin? (z2+1)

N

= —%ui +c=—1(1+cotg(z® + 1)) +
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Observacao 4: Se diz Integragao por Decomposi¢do, ao método por meio
do qual a integral dada se apresenta em forma de soma de integrais.

Exemplo 7: Resolva as integrais indefinidas.

1. [ du-+2 2 I
Solugao: Reescrevendo o integrando, temos que:
J3Hde = [ (24 55) de =2 [dv +4 [ 5%
Definindo u = 2z — 1. Entao du = 2dzx. Dessa forma,
[2£20y =2 [do+2 [ % =22+ 2In|u| + ¢
=2x+2In2x — 1| +c.

2. [ 3% (sin (3*) 4 cos (3%)) du.
Solugao: Definindo u = 3%, temos que du = 3" In 3dx. Assim,
[ 3% (sin (3%) + cos (3%)) dz = ﬁ J (sin (3%) + cos (3%)) 3* In 3dx
= 5 [ (sinu + cosu) du = 5 [sinudu + 5 [ cosudu

= ﬁ sin (37) — ﬁ cos (3”3) +c

6.4.2 Integracao Por Partes

A técnica de integracao por partes é a formulagao antiderivada da férmula
para diferenciacao do produto de duas funcoes.

Sejam u = u(z) e v = v(x) sdo fungdes derivdveis, entdo pela regra do
produto, temos que:

@) 0 (@) = u @) @) +o @) (@),

Integrando com relagao a x, temos que
[LTu()v(@)de= [u (:z; d:c—l—f (x)u (z)dx
= ()0 (@) = [u (@) (@ d:c+f Yol () da

= (@) (2)de = () v (x) — vl (r)da

Da defini¢ao de diferenciais, lembre que

dv=1"(z)dr e du = (z)dz.

/udv—uv—/vdu,

¢ chamada de formula de integragao por partes.

Assim,

Exemplo 8: Resolva as integrais indefinidas.
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1. [Inzdz;

u:lnx:du:%dx

Solugao: Escolhendo{ do— doe = v — 2
Pela integracao por partes, temos que:

flnxdx :xlnx—fx%dx :xlnx—fdx =zlnxr —x+ec

Observagao 5: No exemplo acima, quando calculamos a funcao v, desprezamos

a constante k, isto é:
/dv:/dx = v=x+k,

uma vez que interessa somente uma fungao primitiva e nao o conjunto todo. Neste
caso ¢ comum dizer que escolhemos a constante k£ = 0.

2. [xsinxdz;

U=z = du=dx
dv =sinzdr = v = —coszx

Solugao: Deﬁnindo{
Pela integracao por partes, temos que:

fxsinxda: = xcosx+fcosxdx =sinx + xcosz + c.

3. [arcsinzdz;

_ : _ dx
u = arcsinx = du = Vi

dv=dr=v==x

Solugao: Deﬁnindo{
Pela integracao por partes, temos que:

. - — .
[ zarcsinazdr = v arcsinz — | Fd
Por substituicao trigonométrica, fazendo u = 1 — 22 = du = 2zdx, temos que:
f x arcsin xdr = x arcsinx + % f u"2du

= zarcsinz + /u+ ¢

=garcsinz +vV1—122+c¢

dx

Solugao: Definindo

{ u:ln(a:—l—\/l—l—x?) = du:\/lfr?dx
— T _ 2 3
dvf\/mdx = v=+1+=zx

Pela integracao por partes, temos que:

zln(z4vT+22
f%dxzx/lﬂﬂn(%wﬂrﬁ)—fvl+$2¢1lwdx
:\/1+x21n(x+\/1+x2)—fdw
=VI+22In(z+vV1+2%) —z+e

T ln(m—l—\/ 1+m2)
==
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O problema na integracao por partes estd em saber qual a expressao subin-
tegral que se toma como u e qual a que se toma por dv. Recomenda-se substituir por
dv aquela diferencial para a qual é conhecida a integral ou entao, que seja fécil de se
calcular.

H4 casos em que se pode tomar como dv qualquer uma das fungoes da ex-
pressao subintegral. No entanto, é bom lembrar que, a difenrenciacao em uma série de
casos, simplifica a expressao, isto é, as derivadas de algumas fungoes transcendentes sao
algébricas, é o caso das funcgoes logaritmicas e das fungoes circulares inversas.

Portanto, nas integrais do tipo:

1° Caso: [ p(z) (fun¢do transcendental) dz, onde é um polinoémio real em z, para re-
alizar a integragao por partes, é necessdrio fazer a seguinte escolha

u = funcgao transcendental
dv =p(z)dx

2° Caso: [ p(z) (fungdo circular) dz, onde ¢ um polinémio real em z, para aplicar o
método da integracao por partes, definimos

dv = (fungao circular )dz

{ u=p(x)

Nestes dois casos, as funcoes transcendente ou as funcgoes circulares tém
derivadas nao algébrica.

Exemplo 9: Resolva as integrais indefinidas.

1. [e"cosxdx;

Solugao: Neste caso, as duas fungoes da expressao subintegral sao transcendentes

cujas derivadas nao sao algébricas.

u=e" = du=e"dx
ESCOlhendO{ dv = cosxdr = v =sinx
Pela integracao por partes, temos que:
[ e*cosadr = e*sinx — /e:E sin xdx (%)
—_—
(1)

Para resolver a integral (1) devemos aplicar novamente a integragao por partes.

u=e* = du = e*dx

Definindo { dv = sinzdr = v = — cosx

Substituindo em (x), temos que:
f e*cosxdr = e*sinx — (—e”” coszx + f e” cos xdm)

= 2 [ e cosazdr = e"sinz + e” cosw + k
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= [e"coszdr = & (sinx + cosz) + c.

Neste exemplo, podemos notar que, ao aplicarmos pela segunda vez a integracao
por partes, o método nos levou a uma igualdade com a integral dada, o que
possibilitou a sua resolucao. Poderfamos, no inicio, ter escolhido qualquer uma
das funcoes subintegrais como u e o resultado se manteria.

. [ xePdu;

=2 = du=dx

dv = e>dy = v = L5

Solugao: Definindo { .

1
5
Pela integracao por partes, temos que:

5z _xe®® 1 5z _ 1.5z 1 5z
fxe dr = = 5fe dx—5xe =™ 4 c.

. [ xarcsin zdu;
_ : _ 1
u = arcsinz = duz— mdz

dv:xdxjv:%

Solugao: Definindo {

Pela integracao por partes, temos que:

s _ z2 s 1 z2
[ xarcsin zdz = = arcsinx — 3 S \/—dx

_ 2 : 1 —z241-1
= T arcsinz + 3 f \/ﬁ dx

= Z arcsinz + 3 [ A= —sdr — 5 [ 2
:—arcsmx—l— /\/l—xdx :J “TI (1)
S
()

7

U—\/1—$2:>dU——\/ﬁdlL’

Resolvendo, por prtes, a integral (I): { p it =
v=dr=v==x

[V1—a2%de =av1—2a?— f’“"” =z tl1y
=av1— 22 - fmcsz —=
= [V1—22dz =2%y1—2%+ farcsinz  (2)

Substituindo (2) em (1), temos que:

. 2 . . .
f x arcsin xdx = % arcsm x + % (%\/ 1—22+ % arcsin :17) — % arcsinx + ¢

2 .
= (% — i) arcsin x + }lx\/l —x2+c.

2(lnz)*4—2
(In )
’ f 7(lnac)2 dx
Solucao: Definindo u = Inx, temos que x = €* e dz = e"du.

Assim, pelo método da substituicao, temos que:

199



2(Inz)*

R T gy — [ A it g — [ (32

7(In z)?

= %/u%“du%—%f@“du
——
()

Resolvendo a integral (I):
Definindo
t=u? = dt=2udu
{ fdv:fe“du = v=¢e* 7’
pela integragao por partes, temos que:
f u?etdu = ue® — 2 f uedu
Definindo
w=u = dw=du
{ [dv=[e"du = v=e"
e, novamente, usando a integracao por partes, temos que:
[uPetdu = u?e” — 2 (ue® — [ e'du) = 2" + u’e" — 2ue”
Substituindo (2) em (1), obtemos:

2(lnz)t+—3—
f—7( A0 —dy = dev + Zule” — Jue” + ¢

— 2 _ 4 9
= 73:111 T 7:5111:1:—1— 2T+ C.

inteiro impar

+ %) edu

(1)

(2)

6.5 Integracao de FuncgoesTrigonométricas

6.5.1 Integrais do tipo [ sin” zdx e [ cos" zdx, onde n € um nimero

Com o objetivo de facilitar a utilizacao do método da substituicao na inte-

gracao, utilizam-se as identidade trigonométrica

e sin?x + cos’x =1 ~» se n for impar;

in2p =1L1_1
. { 81n2m—21 %COS(ZJ?) s sen for par.
5—"5 T

Exemplo 10:
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L[ sin® zdz;
Solucao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
[ sin® zdz = [sin?zsinzdr = [ (1 — cos® z) sin zdx

= [sinzdr — [ cos® rsinaxdr = — cosx + %cos?’m—i-c.

2. [ sin®zdu;
Solugao: Temos que:
[sin®*xdz = [ (% — %COS (Qx)) dx
_ %fd$— %fcos(gﬁ)dx = %:p— %sinQ:v—l—c.

3. [costxdu;
Solucgao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
cosizdr = [(cos?z) dr = [ (L + Lcos(2x))” dz
2 T3
=1 [de+3 [cos(2x)dx + } [ cos® (2z) dx
=24 +3sin(22)+ e+ 3 [ (34 3cos(22))de
=24 +5sin(22) 4o+ 5 [do+ & [cos(4x)dx

3.4 1l 1
=T+ 4sm2:c—|— 32s1n4x+c.

6.5.2 Integrais do tipo [ sin™ z cos” zdx, onde m ou n € um nimero
inteiro positivo impar

Neste caso, quando m ou n é um numero inteiro positivo impar nao nos
importamos com o que o outro possa ser. Por exemplo, se m nao é impar escrevemos
sin™z = sin™ ! xsinx,

onde m — 1 & par. Portanto, é uma poténcia de sin? z e pode ser expressa em
poténcias de cos? z pela substituicao

2 2

sin“x =1 —cos“zx

e a integral serd

/ (soma dos termos envolvendo cos x) sin zdz

. ! 2
e como sinx = — (cosz) cada termo é da forma u"du, sendo u = cos .
O procedimento é andlogo se n for fmpar.

Exemplo 11: Calcule as integrais:
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L[ sin'® x cos® zdz;
Solucao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
[ sin'®x cos® zdx = [ sin'® x cos® x cos zdx
= f sin'® (1 — sin? x) cos zdx
= [sin'’ zcoszdr — [ sin'? x cos zdx
Definindo u = sinz = du = cos zdz.
Assim, pelo método da substituicao, temos que:
[sin'zcos® zdr = [u'®du — [u'?du = ﬁu” — %um +c
o111 1 13
= 7SI 2 — §3sin T -+ c.
2. [ sin’® x cos® zdz.
Solucgao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
f sin® x cos? xdx = f sin? x sin z cos? xdx
: 2 .
=/ (sm2 a:) sin x cos? xdx
2 .
= [ (1 = cos? z)” sinx cos® zdx
= f cos® z sin xdx — 2 f cos* z sin xdx + f sin x cos? xdx
nindo 4 = cos x u = — sin xdzx.
Definindo osxT = d d
mé ubstituica m ue:
Pelo método da substituicao, temos que
[ sin® x cos? xdx = — [uSdu + 2 [u'du — [udu

_ 1,7 ,2,5 1,3
= 7u+5u 3U

1

=—z cos’ + %cos5

x—%cos?’x—kc.

6.5.3 Integracao de fungoes envolvendo seno e cosseno de arcos
diferentes

As integrais do tipo [ sin (ma) cos (nx) dz, [ sin (ma)sin (nz) dz e [ cos (mzx) cos (nx) dz,
onde m # n, sao resolvidas utilizando-se as férmulas relacionadas a adigao de arcos:

i. sin (mx) cos (nz) = 5 [sin ((m 4+ n) x) + sin ((m — n) x)];

N =

i. sin (mz)sin (nz) = & [cos ((m — n) z) — cos ((m + n) z)];

iii. cos (max)cos (nx) = 1 [cos ((m + n) z) + cos ((m — n) z)].

Exemplo 12: Calcule as integrais:
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1. [sin(2x)cos (4z) dx;
Solugao: Usando as férmulas de arcos, temos que:
[sin (2z) cos (4z) dz = 1 [ (sin (6z) + sin (—2z)) dz
=1 [sin(6z)dz — 3 [sin(2z) dx
= — 5 cos (6z) + 1 cos (2z) + c.

2. [ cos (4z) cos (3z) dx;
Solucgao: Usando as férmulas de arcos, temos que:
[ cos (4z) cos (3z) do = L [ (cos (7)) + cos (—z)) du
=1 [cos(Tz)dz + % [cosadx

= & 8in (7z) 4 3 sinz + c.

6.5.4 Integrais do tipo [tg"zdx e [cotg"zdr, onde n é inteiro
positivo

Essas integrais se resolvem mediante sucessivas aplicacoes das identidades
trigonométricas
tg?r = sec’z — 1 e cotg’r = cossec’z — 1,

que tem por finalidade obter integrais da forma [tg™xsec? zdx e [cotg™zcossec’zdx,
que sao calculadas pelo método da substituigao.

Exemplo 13: Calcule as integrais indefinidas:

1. [tgdzda;

Solucgao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
Jtgtxdx = [tg? (z) tg(x) dx

= [ (sec?z — 1)tg(x) dx

= [sec’ z.tg(x) dx — [tg(z)dx
Definindo u =tg(z) = du = sec® xdx. Assim,
Jtgdzdr = [udu — [tg(z)dx

= “?2 —In|secz|+ ¢

tg?(x)

= £2% —In|secz| 4 c.

2. [cotglzdz.

Solucgao: Reescrevendo a funcao do integrando, temos que:
[cotgtzdx = [cotg? (z)cotg? (z) du
= [cotg? (z) . (cossec’s — 1) dx
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= [cotg? () .cossec’zdr — [cotg? (z) dx
= [cotg? (z) .cossec’zdr — [ (cossec’z — 1) dx
= [cotg? (z) .cossec’xdx — [cossec’zdx + [ dx
Definindo u =cotg(z) = du = —cossec’zdz. Assim,
[cotgtzdr = — [udu — [cossec’zdx + [ dx
= —%—l—cotg(:v) +r+4c

= —w—l—cotg(x) +x+ec

6.5.5 Integrais do tipo [sec”zdx e [cossec"zdr, onde n é um
nimero inteiro positivo par

Nestes casos, basta fazer:

sec” r = sec” 2z sec? r ou cossec”x = cossec” 2x.cossec’x

e utilizar as identidades trigonométricas

2

sec’ v = tg’r + 1 e cossec?

r = cotg’r + 1.

Exemplo 14: Calcule as integrais indefinidas:

1. [cossect (2z) dz;
Solugao: Reescrevendo a fungao do integrando, temos que:
[cossect (2) dz = [cossec? (2z)cossec? (2x) dx
= [ (cotg? (2z) + 1)cossec? (2z) dx
= [cotg? (2z)cossec? (2z) dz + [cossec? (2z) dx
Definindo u =cotg(2x) = du = —2cossec’*zdxr. Assim,
[cossec* (2z) dz = —1 [w?du + [cossec? (2z) dx
= _ cotg(2z) + ¢

6
__cotg3(2x)

= — = Leotg(22) 4 c.

2. [sec® zdzx.

Solugao: Reescrevendo o integrando, temos que:
f sec? xdx = f sec? x sec vdx

u=secr = du=secx.tg(x)dxr

Definindo { dv =sec?zdr = v =tg(z)
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Pela integracao por partes temos que'
[ sec® xdx = sec x.tg(x) — [tg® (z)sec xdx
= secz.tg(x ) — [ (sec?z — 1) sec xdx
= sec r.tg(x fsec wdr + [ secxdx
= 2 [ sec® vdx = secx. tg )+ [ secadx
= [sec® zdx = § (secz.tg(z) + Insecz + tg (z)]) + c.

Observacao 5: Neste caso, sempre que n é nimero inteiro positivo impar
deveremos usar integragao por partes.

6.5.6 Integrais do tipo [tg™ (z)sec" zdz e [cotg™ (x)cossec” () dx,
onde m e n sao inteiros positivos

Quando m for impar ou n for par, podemos reescrever o integrando para
aplicar o método da substituigao.

Quando m for par e n for ¢impar, a integral deve ser resolvida usando a
integracao por partes.

Exemplo 15: Calcule as integrais indefinidas:

1. [tg® (z)sec* xdz;
Solugéo Como n é par, iremos usar a identidade trigonométrica sec? z =tg?z +1.
Jtg® (z) sec* zdx = [tg8 (x) sec? x sec? xdx
= [tg® (z) (tg’x + 1) sec? zdx
= [tg® (z) sec® wdx + [tgf (x)sec?® xdx
Definindo u =tg(x) = du = sec? zdx.
Pelo método da substituicao, temos que:
Jtef (z) sect zdx = [uldu+ [uSdu = u® + 2u” + ¢
= stg? (z) + 2tg" (z) + ¢

2. [tg® (z)sec® xdz;
Solugao: Como m ¢ fmpar, iremos usar a identidade trigonométrica tg?r =
P

sec’x — 1.

[tg? (z) sec® zdx = [tg? () .tg(x) . sec® xdx
= [ (sec? z — 1) .tg(x) . sec® xdx
= [tg(z)sec® xdx — [tg(x).sec® xdx
= [tg(z)secxsect wdr — [tg(x) .secx.sec? rdx

Definindo u = secx = du = sec z.tg(x) dx.
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[tg® (z) sec® wdx = [w'du — [w’du = tu® — 3ud + ¢

= %sec5x—%sec3m+c.

3. [tg? (z)sec® wdu;

Solugao: Observe que m é par e n é impar.

[tg? (z) sec® zdx = [ (sec® v — 1) sec® xdx

= /sec5 a:da:—/sec3 xdx (1)

[ > . J
~ g

(1) (1)

Ambas integrais sao resolvidas através da integracao por partes.
Pelo exemplo 14, item 3, temos que a integral (I7) é
[ sec® xdx = §secatg(x) + 3Inseca +tg(z)| + ¢ (2)

Resolvendo a integral (1), temos que:

[ sec® xdx = [ sec® x.sec® wdx

u=sec®r = du=3sec’z.secx.tg(z)dx

Definindo { dv =sec’zdr = v =tg(z)

Por partes, temos que:

dx— 3 [sec® x.secx.tg? (v) du

[ sec® xdx = tg(z) sec
= tg(z)sec® v — 3 [ sec? x.secx. (sec? v — 1) dw
= tg(z)sec® z — 3 [ sec® wdx + 3 [ sec® zdx

= 4 [ sec® xdx = tg(z)sec® x + 3 [ sec® xdx

= [sec® zdx = 1 tg(x)sec® z + 2 [secd zdx + c2  (3)

Substituindo (2) e (3) em (1), temos que:

3,1

Jtg? (x) sec® xdx = } tanwsec® x — g sec x.tg(x) — g In [sec x + tan ()| + k.

6.6 Integrais Elementares que Contém um Trinémio
Quadrado

max—+n

6.6.1 Integrais do tipo P B

dx, onde a, b, c, men € R

Consideremos duas situagoes:

1° Caso: Sem =0en #0.
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Neste caso, temos que:

mx +n dx:n/ dx

ar? +bxr +c ar? +bxr +c¢’

Pelo método de completar quadrados, transformamos o trindmio numa soma ou
diferenca de quadrados. Assim,

b
aw2+bx+c:a(x2+—x+g) =
a a

LY e v
. 2a a 4a?|’

Definindo d* = £ — 4a2 et =1z + L, aintegral toma a forma

/ dx n/ dx
n|—omoor—=—[ ——
ar? +bxr+c a ) t2+d?’

que estd na tabela de integrais imediatas.

. . . . dx
Exemplo 16: Calcule a integral indefinida | 57> —.

Solucgao: Pelo método de completar quadrados, temos que:
20 —=br+7=2 (2 — 32+ 1) :2<(x—g)2+f—é).
Assim,

2
Definindo u = x — g = du = dz.
Pelo método da subsstituigéo temos que:

dx _ 1 j‘ dz
222 —5x+7 ~ 2 (x 5)2+%'

m 3 f ( ) \/%arctg 4\”}’%15)—1-0.

2° Caso: Se m # 0 e n qualquer.

Neste caso, procuramos obter no numerador a derivada do trinémio do de-
nominador, com o objetivo de simplificar a integral dada. Assim,

mz+n _ 3. (2az+b)+n—3 ﬁ
a$2+ba:+cdx - f azr?+bzr+c dx

m/ 2ax +b p +( mb)/ dz

=m [ 7 " dr+(n-20 _

2“\ ax? +bx +c¢ ) 2a J aa:2+bx+q
0 (1)

A integral (I7) resolve-se conforme o caso anterior. A integral (I), resolve-se
pelo método da substitui(;éo.
Definindo u = az? + bz + ¢ = du = (2a + b) zdzx, temos que:

mz+n m du ( _ m_b) dx
a12+bx+cdx u +n 2a fax2+bm+c

:Z1n|a$2+bx+c|+cl+(n—gﬂ)f dy

a ar?+bxr+c’

Exemplo 17: Calcule a integral indefinida [ x2“7_;1_1d:v.

Solucao: Pelo método de completar quadrados, temos que:
3(2z-1)— 2z—1
f:v2—$ ldx_f a:2$1 f$2$1d$__f$2—x1
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dx
_1 2 1
=shn|z —x—1|+61—§/m- (1)
———_

Resolvendo a equagao (I):
Completando quadrados, temos que:

_ dx
J=%==] [y
Definindo t = = — % = dt = dx.
Pelo método da substituicao, temos que:

v
fxziii,l = tht = ‘fln —‘ + ¢
Retornando em (1) segue que:

T— 2c—1—/5
f mz—xl—ldx = %ln |ZE T 1| iZI 1+\[i e

6.6.2 Integrais do tipo [ \/ﬁ, ondea, bec eR

Utilizando o método de completar quadrados no denominador, reduz-se a
integral acima em uma das seguintes integrais da tabela:

(¢) se a >0, entdo [ \/am2+bm+c =/ \/uzid2;

(i4) se a <0, entdo [ \/MngbHC =/ \/dz,uz

Exemplo 18: Calcule a integral indefinida [ \/Hg—iw.

Solugao: Pelo método de completar quadrados, temos que:

4

fm ff\/m_ffw.

Definindo v = x — Z = du = dz. Entao,

__dz V2 du f
243x—222 = 2 f B2 arcsin = u+c

6.6.3 Integrais do tipo [ %d% onde a, b, c, nen € R

Usando o método de completar quadrados, podemos escrever a integral acima
como:

f  main ﬂ 2ar +b dx+ n—— /
v ‘”2“’”‘3 ar? +br+c v/ ax2 —i— br + c
0 (1)

onde a primeira integral se resolve por substituicao e a segunda integral se
resolve conforme o caso anterior.
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Exemplo 19: Calcule a integral indefinida [ %dm

Solugao: Reescrevendo o integrando, temos que:

f _ a43 f 1(2242) +2
vz 2+2ac+ Va 2+%x+2 i
_ T+ x

o QI\/ 242242 dx—l—Zf\/ 2422+2

2x+42

:%fmdx+ f\/m
u=2>+2r+2=du= (22 +2)dr
t=x+1 = dt=dx :
Pelo método da substltul(;ao temos que:
| amde =5 [ w+2) sn
*\/_+21n‘t+\/t2+1‘+c
= V22 +2r+2+ 2|z + 1+ Va? + 22+ 2| +c.

Definindo

6.6.4 Integrais do tipo f dr ———ondea, b,c, mnen €R

mas—t—n \/aa:

Utilizando a substituicao u =
caso estudado.

L esta integral se resolve conforme tltimo
mz+n

Exemplo 19: Calcule a integral indefinida [ de

(z+1)vVz2+1"
Solugéo Definindou = -5 = z+1=12 = do = — 4 temos que:

f -/, [ =~ et
(x+1)\/x2+1 \/ (- u)§+u ™ 2uZ—2u+1
e Se u > 0, temos que:

J o = I oo =~ ey =~ e
(w—f—l) z2+1 2u2—2u+1 W i

Definindo ¢t = u — % = dt = du. Assim,

fﬁm:—\?f 4 T = 2|2t + VA2 + 1| +c

——*/75111 2u—1+\/4(u—%) +1j+c
_ 2 —1 241
__Tm(—;—ﬂju R

Comou>0entior>1=/(z+1) =z +1]=z+1.
Logo,

_ dw _ V2 1-—z+4+2vz2+1
[ o = In [

e Se u < 0, por desenvolvimento andlogo ao anterior, obtemos que:

dx _ du _ \f
f (z+D)Va2+1 f VouZ—2u+1 In :c+1
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6.6.5 Integrais do tipo f Var? + br + cdx

As integrais deste tipo, completando o quadrado do trinémio de segundo
grau, se reduzem a uma das integrais seguintes:

i) [Va? —a?dx = I”‘LxQ + —arcsm( ) + ¢

(1) [Va? £ a?de = w—”mzw + %hl |z + Va2 + a?| +c.

Exemplo 20: Calcule a integral indefinida [ v/1 — 2z — 22dz.
Solugao: Completando quadrados, temos que:

[VI=2z—a2%dz = [/2— (v + 1)%dz

Fazendo u = x + 1 = du = dx, temos que:

[VI =22 =22z = [ /2 —uldu = "2 | arcsin <\%> +c

= mtlvIl-2e-o 22 | arcsin (”}1) +c.

6.7 Integrais Por Substituicao Trigonomeétrica

Se o integrando contém uma expressao da forma

Va2 —u2, Vu? + a2 ou Vu? — a2,

onde a > 0, por meio de uma substituicao trigonométrica podemos transformé-la numa
integral envolvendo funcoes trigonométricas.
Analisemos cada um dos casos cujas formas foram citadas acima.

1° Caso: O integrando contém a expressao v/ a? — u? com a > 0.

Introduzindo uma varidvel # tal que v = asinf. Entao, du = acosfdf e
supondo que —F < 0 < 7, temos que:

2 _ 42 =+/a? — a?sin?6

=4/a? (1 — sin? 9)
=+va?cos? 0
= acosf.
Como sinf) = %, entao ¢ = arcsin (g)
Graficamente, temos que:

a
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Seu>0: Seu<0:

nE 0 a P -
2 N L 0
U
— a
a ~/
u
o 0 x
u \,'az — l.lz \r_ E

2° Caso: O integrando contém a expressao v a? + u? com a > 0.

Introduzindo uma varidvel 6 tal que u = atgf. Entao, du = asec?fdf e
supondo que —3 < 6 < 7, temos que:
Va2 +u? = +/a? + a’tg?0
= /a? (1 + tg?h)
=Va2sec20
= asecf.
Como tgfl = %, entao 6 :arctg(g).
Graficamente, temos que:

Seu>0: Seu<0:
JLE
2
-\_\ :
U +a’ u
|
ha 0
0 a "

3? Caso: O integrando contém a expressao v u? — a? com a > 0.

Introduzindo uma varidvel 6 tal que u = asec. Entao, du = asec0.tghdf e
supondo que 0 < < Fourm <6 < 37”, temos que:
Vu? —a? =+a?sec? — a?
= \/a? (sec2d — 1)
= +/a2tg?0
= atgf.
Como secf = %, entao 0 = arcsec (%)
Graficamente, temos que:
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Seu>a: Seu< —a:

- u 0
" "
JE—a® a
3z
0 v 2
Ou ainda, podemos representar como:
Seu>a: Seu< —aqa:
JL“
2
L —a 4O
-
[0
2
—-NW - a u
U W — a’ ,
n
" 0 —
o a > 12

Exemplo 21: Calcule as integrais indefinidas abaixo:
L[ —V%E_f?dx;

Solugao: Definindo z = 3sinf = dz = cos 6d6.

Temos que: /9 — 22 = /9 — (3cos)® = 3cosb.

Assim,
I _\/996—270[;5 = [ 93’;1—352%.3 cosdf = [cotg?0df

= [ (cossec®d — 1) df
= [cossec?0dd — [ df
= —cotgh — 0 + c. (%)

Devemos retornar a varidvel x. Para isso, observe que:

jlu
2
z = 3sinf = 0 = arcsin (g—”)
3 cotg(f) = ¥
X
oL ﬂ=
o how

Substiuindo em (x), temos que:

i —V%E;"”de = ——Vgx_xz + arcsin (%) +c.
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2. [ Va2 + bdz;
Solugao: Definindo x = \/gtge = dx = v/5sec? 0d6.
Temos que: Va2 + 5 = /5 (1 + tg20) = v/5sec.
Assim,

[Va?+5de = [ V5 secO.4/5sec? 0dl = 5 [ sec? 0df

Integrando por partes, usando resultado do exemplo 14, item 2, temos que:

[ Va? + 5dx = 3tghsecd + 5 1n [tgl + secd] + c. (#)

Devemos retornar a varidvel x. Para isso, observe que:

{$:ﬁtg9:>tg9=%

_ V2245
sec = 7

Substiuindo em (#), temos que:

f\/.r2+5d:1::x—”’22+5+gln

_ zV22+5 5
=252+ Sln

V245
N + ) +c

z+vVx2+5 5
VS fnyE 4

z+vVz2+5

_ xzVz245 5
B+ 0 n

3' f x31d/§2_9;
Solucgao: Definindo x = 3secd = dx = 3sec Otghdh.
Temos que: Va2 —9 = 1/ (3sech)* — 9 = 3tgh.
Assim,
_dz 3 sec 0.tghdo df
f 2352 —9 f 27 sec3 9g3tg9 do = 27 sec? 0

= o= [cos®0df = & [ (5 + 5 cos (20)) df
= [dO+ & [cos(20)db
= 20+ 5 sin (20) + ¢

= 0+ 2 sinfcosd + c. (++)
Observe que:
Jl.,n
2
eSer >3 = Qzarcsec(g);
eSexr <3 :>9:27r—arcsec(§);
o sinf = Y9,
y X -9 ocosf=3."
GO 0 ’
0 3 -

Substiuindo em (4+), temos que:

{ ﬁarcsec(3)+ 3 ””2 +c sex >3

dzx _
f 23v/22—9 K 1 3 \/x2 :
> — B4 + 2 9 4 c,sexr <3

wlg ml
NG N

arcsec (
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Ou:

1 3 Va?—9
i de 54arcsec(§)+54 7=+, sexr >3
z3vx2—9 _ 1 z 3 Vz2-9 :
54arcsec(3)+—54 5+ k,sewr <3

4 [ VEBE gy
Solugao: Definindo u = 5x = du = bdx, temos que:

J By = 195 [ YASe gy

Por substituicao trigonométrica,
u=2sinfl = du= 2cos0db
V4 —u2 =+/4—4sin?0 = 2cos b

Assim,
/ —“4;35”“2dx =125 [ 1%2?54692 cos fdf = % [ cotg?d.cossec*0do.
Se v =cotgf, entdao dv = —cossec?0df). Dessa forma,

[ 4;355”2 dr = —% [ v?dv = —%U?’ +c= —%cotg?’Q +c
Do tridngulo retangulo, temos que:

sinf = % = cosf = —V42_“2 =  cotgh = YA

2 u

Logo,

f /4;z5z2dx _ _% < 4u2)3 Le= _(4—25$2)§ te

6.8 Integracao de Funcoes Racionais por Fracoes Par-
ciais
Toda fungao racional pode ser representada na forma de uma fracao racional,

isto é, como a razao de dois polinémios da forma

p(x) :p0+p1$+p2x2+...+pmxm
Q(l’) q0+q1$+q2x2+...+qnxn

f(x) =

Se o grau do polindmio do numerador é menor que o grau do polinémio do
denominador a fracao é dita prdpria, do contréario é dita impropria.

No caso das impréprias, ao dividir o numerador pelo denominador, segundo
divisao de polindmios, pode-se representar a fracao dada como a soma de um polindémio
e de uma fragao prépria. Assim:

N(z)
Q(x)

onde M (z) é um polindmio e ¢ uma fracao propria.
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Como a primeira parcela, M (x), ¢ um polinémio, integré-lo, é simples. Ve-

. N . ~ P .
jamos o caso da segunda parcela, %, que é uma fracao prépria, conforme o préximo

método a ser apresentado.

6.8.1 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Neste método é til escrever f (z) = % como uma soma de fragoes parciais.

Os denominadores destas fragdes sdo obtidas fatorando-se o polinémio ¢ (x) em um

produto de fatores lineares e ou quadréticos. As vezes isto pode nao ser facil, porém ha
um teorema que nos diz que:

“Qualquer polindémio com coeficiente reais pode ser expresso como um pro-
duto de fatores lineares e ou quadrdticos, de tal forma que cada um dos fatores tenha
coeficientes reais.”

Depois de feita a fatoragao, o método para determinar as fracoes parciais
depende da natureza desses fatores.

Vamos considerar vdrios casos, para tanto, tomemos o polinémio ¢ (z) de
grau n cujo coeficiente de termo x" é 1, caso contrario, seremos obrigados a dividir
tanto o numerador quanto o denominador por este coeficiente.

1° Caso: Os fatores de ¢ (z) sao todos lineares e distintos.

Neste caso, podemos escrever ¢ (x) da forma

qg(z)=(r—a1)(x—ag)...(zr —ay,),

onde os a;, com = 1,2,...,n sao nimeros reais distintos.
~ . _ p(aj) ~ . .
A funcao racional f (z) = @ pode ser decomposta em fragoes mais simples,

da forma: 4 4 4
fla)=——+4———F .4 "

T—a; T —ay T —a,

onde A;, com i=1,2,...,n sao constantes a serem determinadas.

E comum dizer, neste caso, que estas fragoes racionais possuem o denomi-
nador com raizes reais e simples.

Exemplo 22: Calcule a integral indefinida f T 2mdx
Solugéo Note que:
z—1
fx3 z2— Qxdx fx(:c 2)(x+1)d
Decompondo em fracoes parciais, temos que
z—1 :é_’_i_’_iz A(z—2)(z+1)+Bz(z+1)+Cx(z—2)
z(x—2)(z+1) x z—2 z+1 z(x—2)(z+1) )

que ¢ uma identidade para todo x real exceto 0, —1 e 2.
=z—-1=(A+B+C)2>+ (—A+ B —20)x —2A.

Por comparacao, tem-se que:

A+B+C=0 A:%
{—A+B—2(J:1 = B=1
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Assim,
f—xl fdw l _x_Z _dx_
(z—2)(z+1) z+1
:1ln|x| ln|x+1|+%ln|x—2|+c
l(3ln|:U|—éln]an—i—l]—|—1n|:z/:—2\)—|—c

_1 z?(2-2)
=gln z+1

2° Caso: Os fatores de ¢ (x) sao todos lineares e alguns se repetem.

Admitindo que (z — a;) seja um fator que se repete r vezes, correspondente
a este fator, existe a soma de r fragoes parciais do tipo:

Ay n Ay P A,
(z—a)"  (z—a) " (z —a1)’
onde A;, com i =1,2,...,n sdao constantes a serem determinadas.

Neste caso dizemos que as fracoes parciais possuem denominadores com raizes
reais multiplas.

Exemplo 23: Calcule a integral indefinida f ”” —22=L .

22(z—2)%
Solugao: Decompondo em fra@ées parciais, temos que:
3_
I2(z_;)3 - x2 + + = )3 + @ 2)2 + = pra 2,

que é uma 1dent1dade para todo x real exceto 0 e 2. Assim,

3.1  _ A(2—2)34Ba(x—2)>+C224+ D2 (x—2)+ Ex?(x—2)>

z2(z—2)3 z2(z—2)3

= 23-1=(B+ E)2*+(A - 6B+ D — 4E) 23+(—6A + 12B + C — 2D + 4F) 2%+

(12A — 8B) x — 8A.

Por comparacao, tem-se que:

B+E=0 A=g
A—6B+D—4F =1 B:%
—6A+12B+C —-2D+4E =0 = O:_YZ
124 -8B =0 D=3
—84 = -1 E:_l%
Assim,
z3-1 _ 1 (dz 3 [dz 7 3 dx
Jaeapdr =5 +i) T4 (3323+ P8 Rl
= Zn|z| - L Inlz —2[ - m2)+8(%2) =+
_ 3 x 11m—31x4

3° Caso: Os fatores de ¢ () sao lineares e quadréticos e os fatores quadraticos nao se
repetem.

A fracao parcial correspondente a cada fator quadrdtico az? + bz + ¢ no

denominador é da forma
Ax + B

ar? +bx + ¢’
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onde, o fator quadréatico nao pode ser decomposto num produto e fatores lineares. Do
contrério terfamos os casos anteriores.

Exemplo 23: Calcule as integrais indefinidas.

m272x+3 .
L. f )(z2+22+2) d%,

Solugao. Decompondo em fragoes parciais, temos que:

22—2743 _ Aa+B (AerB)(m 1)+C’(:p +2x+2)
(z—1)(x2+22+2) = z242z+2 + (z—1)(z2+22+2)

:>x2—2x—|—3:(A+C)x —i—(B—A—i-ZC')x—i-(ZC—B).

Por comparacao, tem-se que:

Assim,
22 —2z+3 _ z+1 4 dx
f (x—l)(x2+zx+2)dx - f x25+2xi-2d fﬂ
(233*‘2)_* 4 dx
= f 10:p2+29:+2 dx z—1
9 2x+2 4 dzx
— 10 f $2+2—|:—v+2 5 f w2+2$+2 f z—1
= 2Infz?+ 2z +2| -2 (x+cf3)62+1 —thnjz—1]+¢

= jplnfo? + 22+ 2 — farctg(e +1) — fInfr — 1| +¢

(12+2x+2)9

1

‘ — Zarctg(z + 1) + ¢

d
2. | =ate
Solucao: Reescrevendo o integrando, temos que:

dx _ e’
/ T (i) (v 1) J (e2w+1)(ew_1)d9”

Definindo u = e, temos que x = lnu e dr = %du. Assim,
e* _ u 1 _ du
J emen? = | wwen o = [ wre

Decompondo em fracoes parciais, temos que:

! _ AuwpB | ¢ _ AurBu)i0(uihl)
@ D=1 wiHl el (@2 +1)(u—1)

=1=C—B+ Au>+ Cu® — Au+ Bu

Por comparagao, temos que:

A+C=0 A=DB A:—%
{—A+B:O = { B+C=0 = B=—3
-B+C=1 -B+C=1 c=1

Assim,
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du _ 1 U _ 1 du
f (u241)(u—1) — 2 f -1 2 f u2+1du u?+1

:%1n|u—1| *In|u? +1| Tarctanu + ¢

=1ln|e” — 1| — ;In|e* + 1| — ; arctan (e”) + c.

4° Caso: Os fatores de ¢ () sao lineares e quadraticos e alguns fatores quadraticos se
repetem.

Se o fator quadratico ax? + bz + ¢ se repete r vezes, entdo, correspondente a
este fator teremos uma soma das r seguintes fracoes parciais:

All' + Bl AQZL‘ + B2 Arl' + Br
(az? +br+¢)" (a2 +br4c)"" (az? + bz +¢)"
onde A; e B;, com i=1,2,...,n sao constantes a serem determinadas.

O fator quadrético az? + bx + ¢ ndo pode ser decomposto num produto de
fatores lineares.

Exemplo 24: Calcule a integral indefinida [ (;giil—iiéfdx.

Solugao: Decompondo em fragoes parciais, temos que:
Decompondo em fragoes parciais, temos que
e®to+l . _ AztB  CatD Azt B+(CatD)(«”+42+5)
2

(2+4x+5)% ~ (22+42+5) 224445 (22 +4x+5)° ’

=2’ +x+1=Cx3+ (4C+ D)2*+ (A+5C +4D)z + (B +5D).

Por comparacao, tem-se que:

C=0 A=-3
A+5C+4D =1 c=0 -
B+5D=1 D=1
Assim,
—3r+4 dx
z24z+1 _ _
/ (x2+4x+5)2da: / (22 4+ 4z + 5)20[3: +j x?+4r +5 (#)
(1) )
Resolvendo a integral (I):
f%: #—amtan(m—l—%—%cl. (1)
Resolvendo a integral (I):
—3x+4 _
J (z2+42+5)° dr = =3 f (z2+4z 2+5)i dr+4 [ 2+4—a:+5)
— _3 [ __2z+4 _ —az
- 2 (22+4z +52d:1:+2f )+1)

2
. y=2"+4dr+5 = du=(2r+4)dr
Definindo {z:x+2:dzzd$ .

Pelo método da substituicao, temos que:
f#dx___fdy_i_zf

24+42+5)2 2-1-1)

_ Sfy—Qdy_i_zfzgilz dz
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3fy*2dy+2fz2+1—2fﬁdz

2
= % + 2arctg(z) + ¢ — 2/ (z;Tlde (2)
—am
Resolvendo, por partes, a integral (I11):
Definindo { Z:_z - = dZ_ 1.
V= 2+1)2d’z = U= —555)
Assim,
fﬁc&: (z2+1 +3 f22+1
=~ + 3 Larctan z + c3 (3)
Substituindo (3) em (2), temos que:
i m;f’*ﬁdm = 5otarctg(z) + g . (4)
Substituindo (1) e (4) em (#), temos que:
f(;;iz—z:gda:— ——|—2arctg( )+ 2tk
= W + 2.arctg(z) + ¢ S}; k
fm—l-Zarctg(x—i-Q)—l—( i + k.

6.9 Integracao de Algumas Funcoes Irracionais

As integrais irracionais aqui estudadas, mediante substitui¢oes de vatidveis
correspondentes, se reduzem & integrais de funcoes racionais que sao perfeitamente in-
tegraveis.

Vejamos alguns casos:

1°Caso: Integrais do tipo [ R (x, x%, cee xg> dx indica que com as grandezas ., x%,

.., x° se executam, somente, operacoes racionais.
Considerando como n o denominador comum das fragoes ™, .. ., £, e fazendo
a substituicao
r=u" = dr=nu""'du,

cada poténcia fraciondria de x pode ser expressa por uma poténcia inteira de u e por
conseguinte, o integrando se transformard em uma funcao racional de w.

p1 b2

2° Caso: Integrais do tipo Integrais do tipo [ R |z, (zfis) " , (‘;;IS) " , ... | dx, onde

R é uma funcao racional e pi, ps, q1 € g2 sa0 nimeros inteiros.

Estas integrais se simplificam, mediante a substituicao

a:z:—l—bi
cr +d

n
Y
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onde n é o minimo multiplo comum dos nimeros ¢, ¢, ..., ou seja, o denominador

comum das fracoes 2’ L I(Z

Exemplo 25: Calcule as integrais indefinidas.

L J (1/‘?;+1d$;

Solugao: Fazendo a mudanca de varidvel:

r =u* = dr = 4uddu,

temos que:
[ %Hdac [ -4 3+1 Autdu =4 [ 4 3+1
= fuzdu — u3+1d“

Escolhendo t = u? + 1 = dt = 3u?du.

Pelo método da substituicao, temos que:
f \f dx—fu2du—lf@

= 3’ 11n!t\+c

_ 1
=13 -1

+c.

dx
2. f V2z—1— &2z—-1"
Solugao: Fazendo a mudanca de varidvel:
20 — 1 = u* = do = 2udu,

temos que:

f\/md_xm fu2 —u :fuzi_idu
=2[(u+1+25)du
=2 [udu+2 [du+ [ =2u+In(u—1)+u?
=u?+2u+In(u—1)+c
=V2r—1+2¥2r -1+ |v2z - 11| +c
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6.10 Exercicios

Calcule as integrais indefinidas abaixo:
1. fa”xdx; 2. f lni’”dx;

3. [xvx — 1dx; 4. [ l—fm‘ldl"
5. [ V/sinz cos zdu; 6. f;ljo(s())dm;
7. cg:z; 8. sﬁfm’

x+4 de .
11. 4zj+5dx 12. Treoss
13. f—a2251n pa 14. [e*tedx;
15. f;flda: 16. [ sin®z cos® zdux;
17. [ sin® £ cos? Zdu; 18. [ sin* (az)dz; )
19. [sin(3z)sin (21’) dz; 20. [ (sin® x—i—cosa:) dz;
21. [ (2 —sinx)® da; 22. [ Y&y
23. [cotg® (2z) du; 24. fcotg (2x)cossec(2x)d
25. [ tan® z sec* xdx; 26. [ 2? cos xdx;
27. [ 2? cosxdux; 28. [ aPe"du;
29. [ e cos (bx) du; 30. [ cos? xdz;
31 f 212-1-6!8&;6-1-20’ 32. f IQfJZFE—de;

z—1

33. [ L 6I$%%dx 34. fng;%dx;
35. f—sm2x GSmx+12dw; 36. f—mdx-

37. [ Y= V922 1y 38. [ Va? — z?dz;

39. [In (:L‘ + V1 + 2?) dx; 40. [ Va? — a’dz;
4l f—JL; 42. fd—x3§
132—25 (6*$2)7
de . dx .
43 fm, 44: f (1+\/5)%7
de . z? .
47, [ %=dr; 48. [ 22— du;
49. %dm 50. f%dw;
5L [ =5 52. [ i
z—2 . z+1
53. fmdl’, 54. fi?ﬂz‘i‘mdx’
x+4
55. f Q?LQHS) 56. f - de,l
o7. fx+4xln a:dl.’ b8. f (2I+12)\/Wd
59. [ cos 3z — 2) du; 60. f 963\/m’
63. [ (2 + W) dz: 64. f?{_
65. [ xsec® xdu; 66. [ 2‘”23) rdw;
a +x4)2
3z+1 zt—z° -2
67. | e 68. [ Horyde;
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69.
71.
73.

75.

7.
79.

81.
83.
85.

87.

8
91.

93.
95.

97.
99.
101.
103.
105.
107.

Ne)

109.
111.

113.
115.

w

117.
119.

121.

123.

125.
127.
129.
131.
133.

I

vz

Tz + ﬁ) dx;
J 2™ In (22%) dx, n € N;

dx .
| mrs

arctan

f (14x)v/z fd[L’

[ (z — 1) 2xdx;
26”—&-1 dl’

f erT42—

/%

2

xfac4

214)(20—1)

dx;

[ €% cos (4z) dx;

I

J

22 —22+4)2

f V1+erdx;

Inx

/\

z(1+1n2 ;c)

1*1; dx;

I

3+3w 1

z—1)x2(z2+1)

3_
z°—10x+8 dI

. [ a*Va? + 3du;

€,

dx;

f sec\ftan\fd

2/

[
e,

]
J
J o

J
J

J
J

3w _ 3rf—x44
z( $3+2z2+2$

\/7
V16—

dx;

xT

e
14-3¢4e)? d !
x? 1n3(1+:p3)

—

SlIl

4z

1+z3

dx;

dx;

) cos ( 20 22 (y;

f v/ 3w2 2r—

[(1+41

~—

[ 22y

J

S+
J
=
J

J

/=

dx

(\/79)3;

- .

dm

(1‘52+41::’) 5)2 ’
+9zx° 41
349z dﬂf

2343z—1

(z—1)(z4+22)

dx .
(4=22)3’

dx;

o7

dx;
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70. [ Vo da

72. Sec—xdl,
(tan? a;+9)?

74. 3e 24 2e~ % — 2) dl’,

e—3r_1

e”

f
76. f x;
78. f ln x) dx;

80. f\/7+63: x2 d )

82. [ 22y

84. [arctan <\/1+7> dx;

86. [cosxsinzy/1 — sin® zdz;
88. [ (% + ﬁlnm) dz;

90. [ el

92. fmdm

94. [ tan®xsec® xdx;
96. f\/ﬁdzx,

08. [ oy

100. [z (Inz)? da;
102. [ Zdu
104. [ 2002) g,

106. [ e“cotg® (e”)cossect (e”) dx;
108. [ 22056 i,

110. do

1+e‘$;
112. [ 2 Md:p

14, [ rdas
3—323 .
6. J md

118. [ @dx;

4 )
120. | fr—aeerm 4

2z3 4241
124. [[In (cosm)]Ztanmdx;
ZES Z
128. f 3+\/1+—2x
130. ;
J 7= \/4+ NZ=sk
132. f—)dx

x3—x242x)

134. [In(2? + 1) du;




135. [ it da; 136. [ —Z—dx;

—5g3

137. farcsin (22) dz; 138. f%dx;
139. f—@se;:;mdx 140. [ \/%,
141. [ 2553294y 142. [ e”;gf;;
143, [ zoreing gy, 144, [ sz el gy,
144, [ 'nio@oo)] g, 145. [ s
146. [ 20 5riida 147, [ syl

zdz In(z+3
148, fmdm 150. [ m)d
151 [ 2=t 152, [ -ALhyE—dx;
153. f\/;;{;iixxz; 154. [ sin (Inz) dx;

22 \/C()tg 4z)— %/cotg(4:c)
155. fﬁdw 156. /< e )cossecz (4x) dx;

157_/‘32%0%%8(6&)86(:3(2) 158. /6_250 (3082 (36_;5) dr
159. /de 160. /@dm

cos? z+9 T

cos?2z—2)sinz
161. | sin (4z) e *dz 162, [ _(eote2)sins
163. [ T4l g 164. [ 3% (sin (3%) + cos (3%))* dx
9T 497
1,5
165. / TV g 166. [ ¢*v/T+emIn (1 +¢") dz
tg®r sec2x—1
].67 / (2\/—+1>dl’ 168 cogs—%.e dl’
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