1. INTEGRAI DEFINIDA

Integrais definidas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Definir integral inferior e integral superior;

2. Calcular o valor da integral definida por definicao;

3. Aplicar o teorema fundamental do calculo e suas propriedades;

4. Calcular integral definida por substituicao de varidveis;

d. Resolver exercicios que envolvam integrais improprias;

6. Resolver exercicios que envolvam integrais impréprias de funcgoes de-
scontinuas;

7. Calcular areas delimitadas por fungdes em coordenadas retangulares;

8. Calcular areas delimitadas por fungdes em coordenadas polares;

9. Calcular volume de um sélido de revolugao;

10. Calcular o comprimento de um arco em coordenadas retangulares,

paramétricas e polares;
11. Calcular a superficie de um sélido de revolugao.

12. Resolver problemas através da integral nas areas de fisica, producao,

economia entre outras aplicagoes.

12. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientacoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.
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1.1. Introducao

Neste capitulo estudaremos a integral definida. Uma das principais aplicacoes da integral
definida encontra-se em problemas que envolvem céalculo de area e volumes. Por exemplo,
seja f : [a,b] :— R uma fungao tal que f(x) > 0 para todo = € [a,b]. Nosso propdsito
é determinar a drea delimitada pela curva y = f(x) e pelo eixo x e pelas retas © = a e

x = b, conforme figura 1.1

w=f{x)

Figura 1.1: area da regiao R

Como voceé acha que poderiamos calcular a area da regiao?
Estimando o valor da area R: Sabemos como calcular a area de um
retangulo (base x altura). Vamos considerar neste caso, a = 2 e b = 6 e dividir o
intervalo [2,6], por exemplo, em 2 subintervalos de comprimento # = 2. Denotamos
os extremos destes subintervalos por x;, onde 0 < ¢ < 2. Veja que, neste caso, z

=2, ;1 =4 e xy = 6. Na figura 1.2, considere os retangulos de largura x e altura

M; = Maz{f(wi-1), f(xi)}.

A area é dada pela soma dos dois retangulos. Como a base é a mesma
i=2
podemos dizer que a area é dada pelo ZMZAx ,onde M; = Mazx{f(x;_1), f(zi)} e

i=0
Ax = x; — x;_1. Vocé acha que podemos comparar a area da regiao R representada
pela figura 1.1 e a regiao formada pelos retangulos da figura 1.2. ? A diferenga é

muito grande? O que aconteceria com esta diferenca se dividissemos este intervalo em

A definicao formal de integral envolve a soma de muitos termos pequenos

(diferenciais), com a finalidade de obter-se uma quantidade total apés esta operagao.
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Figura 1.2: Estimativa da area por retangulo

Assim ha uma conexao entre o calculo integral e diferencial, onde o Teorema Fundamen-
tal do Célculo (que veremos ainda neste capitulo) relaciona a integral com a derivada.
As integrais estao envolvidas em intimeras situagoes: usando a taxa (derivada) podemos
obter a quantidade (integral) de éleo que vaza de um tanque durante um certo tempo;
utilizando a leitura do velocimetro de um onibus espacial é possivel calcular a altura
atingida por ele em um dado intervalo de tempo. Assim, pode usar-se a integral para
resolver problemas concernentes a volumes, comprimentos de curvas, predicoes popula-
cionais, saida de sangue do coragao, forca sobre uma represa, excedente de consumo e
futebol, poténcia consumida e a energia usada em um intervalo de tempo na cidade de

Joinville, etc.

O Cilculo de Area

Ao tentar encontrar a drea de uma regido que estd sob uma curva s = f(t) de a até b,
onde a curva s representa a derivada da distancia percorrida, isto €, a velocidade de um
automdvel ao percorrer uma certa distancia durante um certo intervalo de tempo, e a
area representara a distancia total percorrida pelo automdével durante este intervalo de
tempo. Assim, isso significa uma regiao D (conforme a figura 1.3) , limitada por uma
fungao f(t) (onde f(t) > 0), retas verticais ao eixo t dos tempos, isto é,t =t; = a e
t =1ty =0,ondet; = aety=brepresentam o tempo inicial e final respectivamente, e o

eixo t

Calcular area de uma regiao retangular ¢ tarefa simples. Para um retangulo

a area é definida como o produto base pela altura. A area de um triangulo é a metade da
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t=a t=b t
D={{t,s)eR/a<t<b,0<s< f(t)}

Figura 1.3: Distancia de um automovel

base vezes a altura. A drea de um poligono é encontrada dividindo-o. No entanto, nao
é tao facil encontrar a area de uma regiao com lados curvos. Assim, parte do problema
da area é utilizar uma idéia intuitiva do que é a area de uma regiao. Recordando-se
que ao definir uma tangente primeiro aproximando a inclinagao da reta tangente por
inclinacoes de retas secantes e entao tomando o limite dessas aproximacoes, utiliza-se
de uma idéia semelhante para obter dreas. Em primeiro lugar aproxima-se a regiao por
retangulos e entao toma-se o limite das areas desses retangulos a medida que se aumenta

o numero destes, conforme a figura 1.4

& o

]

|
'L_h
\=

Figura 1.4: Aproximando areas por n retangulos

E desta forma a area total serda dada pela soma das drea retangulares onde as
bases — 0 = At — 0 quando o numero de retangulo — oo = n — oo . Vocé consegue
formalizar, matematicamente, este resultado?

Para dar inicio ao processo veremos algumas definigoes que auxiliam na com-
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preensao.

Particao

Definigao 1.1. : Seja [a, b] um intervalo. Denominamos particao de |a,b] ao conjunto
ordenado de pontos

P = (29,21, X0, ..oy Tjueoy Ty

tais que

a=2) <Xy < Ty < ... <z,=b

que dividem [a, b] em n-subintervalos
[l’o, ZKl] s [.7]1, LEQ] s [ZL’Q, 173] y s s [172'_1, [ 07 IO [$n_1, $n]
denominados intervalos da partigao.

Além disso, podemos escrever

[0, 1] =T — T = Azy
|[$1, $2]| =Ty — X1 = Az,
|[ZU2, $3]| = T3 — T2 = Azs
szel; %” =1 — T = A
Hxn—la l‘n” =Tp —Tp-1 = A-rn

Consideremos o intervalo [1, 15]. O conjunto de pontos

P =11,2,4,8,12,15] é uma partigao do [1, 15].

Os intervalos dessa particao sao:
[1,2],12,4], 4, 8], [8,12]e[12, 15].
Naturalmente, temos:
l=2g<2=m1<4d=29<8=13<12=14 <15 =x5.
Sejam [a, b] um intervalo,

P ={xg,x1, T2, ccc., Tjnoro, T }
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Q = [T, T1, T2, ...Yo.. ., Tjeerry T

duas parti¢oes de [a,b]. Dizemos que a partigdo () é um refinamento da particao P se
PcCaQ.

Exemplo 1.2. Consideremos o intervalo [1,15]. Os conjuntos de pontos
P=11,2,4,8,12,15| e Q = [1,2,3,4,5,8,10,12, 14, 15| sao duas partigoes de [1,15] tais
que P C Q). Entao () é um refinamento de P.

1.2. Integral Superior

Iniciaremos nosso estudo pela integral superior. Consideraremos uma fungao f : [a, b] :—
R definida num intervalo fechado [a, b] e limitada nesse intervalo. Isto é, existem m, M

tais que m < f (x) < M para todo x € [a, b].

Definigao 1.3. Seja f : [a,b] :— R uma fungao limitada e seja P = [xg, X1, T2, ...y Tjneor, Ty
tais que a = o < 11 < Tg < ........ < x, = b uma particao de [a,b]. Seja M; o valor
supremo de f no intervalo [x;_1,x;] parai = 1,2,3,....n. Denominamos soma superior

em relacao & particio P da funcao f e denotaremos por S(f, P) a expressao:

g(f, P) = M1<$1 — [L"()) + M2($2 — 1‘1) + ..+ Mn<$n — J}n_l)

n

S(f.P)= ZMz‘(sz‘ — 1)
i=1
Exemplo 1.4. Considere a funcao f : [0,2] :— R definida por f (x) = xsenx. Na figura
1.5 podemos ver o grafico de uma soma superior referente a uma particao composta por
um nimero reduzido de pontos (15 pontos) e de uma soma superior referente a uma

partigao com maior niimero de pontos (80 pontos), conforme ilustra a figura 3.3

Note que aumentando o nimero de pontos da particao, uniformemente dis-
tribuidos, a soma superior S(f, P) se aproxima da 4rea sob o grafico de f (v) = zsenz

no intervalo [0, 2].
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Figura 1.6: Soma superior, S(f, P), P com 80 pontos. A = 1, 746ua

1.3. Integral Inferior

Definigao 1.5. Seja f : [a,b] :— R uma funcao limitada e seja

P ={xg, 21,22, e, Tjrro, T }

tal que

a=2) <X < Ty < .on.... <T,=b

uma particao de [a,b|. Seja m; o valor infimo de f no intervalo [x;_,z;| para i =

1,2,3,.....n. Denominamos soma inferior em relacao a particao P da funcao f e deno-
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taremos por S(f, P) a expressao:

S(f, P) =mi(x1 — x0) +ma(w2 — 1) + .. +mp (2 — Tp—1)

n

S(f.P)= Zmz(ﬂfz — ;1)
=1
Exemplo 1.6. Considere a fungéo f : [0,2] :— R definida por f (x) = xsenx. Na figura
1.7 podemos ver o grafico de uma soma inferior referente a uma particao composta por
um numero reduzido de pontos (15 pontos) e na figura 1.8 de uma soma inferior referente

a uma parti¢ao com maior niimero de pontos (84 pontos).

0.8

0.6

0.4

0.2

00 T T :

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.

<7

Figura 1.7: Grafico de S (f, P), P com 15 pontos. A = 1,642

Note que aumentando o nimero de pontos de [a,b] a soma inferior S (f, P)
se aproxima da &rea sob o grafico de f (x) = xsenx no intervalo [0, 2].
1.4. Funcgao Integravel

Definigao 1.7. Seja f : [a,b] — R uma fungdo. Dizemos que f é integrdvel quando

lim S(f, P) = lim S(f, P)

n—oo
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Figura 1.8: Gréfico de S (f, P), P com 84 pontos. A = 1,718

ou seja

lim E m;(x; — x;—1) = lim E M;(z; — x;q)
n—oo n—oo

=1

nesse caso, denotamos por

[ F@de= 1 S 700 (i) onde x € -]
a =1

Observacao 1. Para calcular integrais definidas por defini¢ao serao usadas as seguintes

somas

n—’U‘gZGS
1
142434 = +2”)
fii. 1249224324+ +n2:“(”+1)(2”+1)
:
2
iv. 13 +23 433 + +n3:"2<"—+1)
-
n(n+1)(6n° +9n% +n—1)

v, 144240434+ 4+t =

30
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Exemplo 1.8. Usando a definicao de soma superior, encontre a area delimitada pelas

curvas y=2>+1,x =0,z =4 ey =0 ( sabendo que a fungao é integrdvel).

Solugao:

Tomamos entdo uma partigao P € 0 < x < 4. Seja  P(x, 21, T2, ...Ty),

conforme ilustra a figura 1.9

2 +1

16 T /

14 T //
12 7
10T /
7

8 -

6 -

4 -

2 -

0 T T T T T T —

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Figura 1.9: Soma superior

Como os subintervalos da particao podem ser quaisquer, podemos admitir
que todos possuem o mesmo diametro, isto é, Az = Ax; = Axy = .... = Ax, e, portanto
Ax = 4_7(0) = %de modo que podemos atribuir valores para cada x; € P x, = 0 11 = Ax,

To = 2Ax, 13 = 3Ax......,x, = nAx
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Seja M; = f(z; o supremo de f no intervalo [x;_, ;] Entdo a soma superior

S(f, P) = MiAxz + MyAx + MsAx + ... + M, Ax
= f(Az)Ax + f(2Az)Ax + f(3Az)Ax + ... + f(nz)Ax
= Az[((Az)*+ 1)+ ((2A2)° +1) + ((3BAz)* + 1) + ... + ((nAz)* + 1)
= Az[l+ (Az)® + (1 +4A2%) + (1 + 9A2%) + ... + ((1 + n*Az?)

= Azln+ Az?(1+22 + 32 +..n°%)]

%
~ Asn+ A272(71(71 + 1)6(2n — 1))]

_ é[n—i— (%>Z(n(n—|—1)6(2n— 1))]

64(n+1) (20— 1)

6 n n

64 1 1
= 4+ —(14+-)2-=
P+ o)E2- )

— 44

Logo f04(x2 +1)de = lim4+%1+3)2-L)=4+8 =5

1.5. Propriedades das Integrais

Sejam f, g : [a,b] — R fungoes integréveis, entao sao validas as seguintes propriedades:
i. Seja ¢ uma constante entao f; cf (x)dx = cf; f(z)dux.

ii. [P[f (2) + g (@)de = [0 f(@)de+ [ g(x)da.

iii. Se f(z) < g(x) para todo x € [a,b] entdo vale a desigualdade f;f(:v) dr <
ff g(x)dx.

iv. Sem < f(z) < M para todo = € [a,b], entdo m (b —a) < [ f (z)dzx < M (b— a)
v. Se f for continua existe ¢ € [a,b] tal que [’ f (z)dz = f (c) (b — a)

vi. Seja ¢ € [a,0] entdo [* f (z)de = [ f(z)dz + [ f (z)da.

vii. [P f(2)de = — [ f(z)da.

Observacao 2. Até o momento nao exigimos que a fungao seja continua. Isso porque
a condigao de continuidade nao é necessaria para que uma funcao seja integravel. Daqui
para frente s6 trabalharemos com fun¢oes continuas. A integrabilidade de fungées nao

continuas nao sera objeto de nosso estudo.
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1.6. O Teorema Fundamental do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua integravel. Vamos fixar o limite inferior a e

variar o limite superior. Definiremos a fungao
F(2) :/ () dt

Caso f (t) seja positiva F'(z) é numéricamente igual a drea do trapezdide

curvilineo.

Teorema 1.9. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua no intervalo [a,b], entao a
fungao F (z) = [ f (t)dt é primitiva da fungéo f. Isto é
F'(z) = f(x). . Veja na figura 1.10.

] 0

F(x) xB/%)

a X +A X

Figura 1.10: demonstragao grafica

Demonstracao. Usaremos a definicao de derivada para demonstrar o teo-

rema.
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Frla) = Jim S = fm Gl (@ Ae) = F (@)

x Ax T
= lim OAlgc[fa+ feydt— [ f(t)dt
11m L[ F@)ydt+ [T f(e)dt — [ f (1) di]
z+Azx
Al}xriloﬁ f$ f(#)dt
pela propriedade V

tem-se f“Ax f (t)dt = f (c) Az, portanto,

Fle) = Jim SR = e () A = fim £ (0

como ¢ € [z, x + Az]
se Ax — 0 entdao ¢ — x. Logo,
F'(z) = lim W = f(x) ou seja

F(x) = f(x)

Uma consequéncia desse teorema é o corolario que segue:

Corolario 1.10. Seja f : [a,b] — R f for continua no intervalo |a, b], entao F : [a,b] —

R derivavel em (a,b) e

A funcdo F : [a,b] — R é denominada primitiva de f : [a,b] — R. Pelo

teorema 1.9 toda func@o continua num intervalo [a, b] possui primitiva em [a, b].

Teorema 1.11. Seja f : [a,b] — R uma continua em |a, b], tal que para todo = € [a, b]

existe F': [a,b] — R derivavel em (a,b) com F' (z) = f (x) entao

/f(x)d:vZF(b)—F(a)

Demonstragao: Como f é continua em |a, b], existe F : [a,b] — R, tal que

:/;f(t)dt

Como

segue que



de modo que

[ ti=rw-r@
para todo z € [a,b]. Tomando = = b tem-se :
/f@ﬁ:F@—F@.

Trocando ¢ por x vem:

b
[ F@ie=F@)-Fla)
A notacao usual é
b
| 1@d=F@L.
O teorema fundamental do calculo permite que sejam determinadas as inte-

grais definidas das fungoes continuas em intervalos fechados sem usar o método visto

para encontrar somas superiores e inferiores.

Exemplo 1.12. Utilizando o teorema fundamental do calculo, encontrar a area sob o
grafico de f : [1,5] — R definida por f (x) = x*

Solugao: Uma representagao grafica da funcao pode ser vista na figura 1.11

Figura 1.11: funcao quadratica

Pelo teorema f: f(x)de =F (x) — F (a), temos:

23



Exemplo 1.13. Calcule a drea compreendida entre o eixo do x e a curva f(x) =

2z + 8) no intervalo de [—2,4].

Solugao: Uma representacao grafica pode ser visualizada na figura 7?7

N y 20T
.
s A
\ A
N 1 e
N 15 Be
N A
. 4
- 4
N e
d F ‘-.___ ___-""

2 1 0 1 2 3

Figura 1.12:

Pelo teorema fundamental do calculo

/f@Mm=F@—FW)

tem-se

1,23 z? 4
“sly Ay el
1,43 42 (—2)3 (—2)2
=—|7= -2 4) — -2 -2
S5 -2 48 - (5 -+ 8(-2))]
1.64 8
=—-|=-1 24+ -+4+1
8[3 6+3 —|—3—|— + 16]
1 15

24
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Exemplo 1.14. Encontre o valor da drea delimitada pelas curvas y = a2, y = 2 — a2
ey=2x+8

Solugao: Inicialmente vamos fazer uma representagao grafica, conforme ilus-
tra a figura 1.13

Figura 1.13: Area delimitada

Na sequéncia vamos encontrar as intersecoes das curvas

y=a’ _
, Solugao é: [r =4,y =16],[x = =2,y = 4]
y=2x+8

_ 2
{ngfo , Solugdo é: [z =1,y =1],[r=—-1,y =1]

Vamos dividir a area em trés partes

A=A+ A+ A3
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Onde

Ay = / [(2:v+8)—(x2)}dx:/ (2x+8—m2)d:17:§

2 —2

1 1
Ay = /[(2x+8—(2—x2)}d1::/ (2x+6+x2)dx:§
—1 —1

4
Az = /(2x—|—8—x2)d9&—18
1

8 38 100

Férmulas Cléssicas de Resolver Integal (Revisao)

Observacao 3. Vamos relembrar do cdlculo I, algumas férmulas classicas do calculo
integral que permitem resolver uma série de problemas que envolvem o calculo da inte-

gral.

i. Mudancga de variavel

Teorema 1.15. Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e g : [«, 5] — R uma fungao
derivavel tal que ¢’ é integravel e g (o, B]) C la,b] e, além disso g (o) = a e g (5) = b.
Entao

b B
/f(:c)daf=/ fa(t) g (t)dt

Demonstragao: Sejam f : [a,b] — R uma fungdo continua e g : [a, 5] — R
uma fungao derivavel com ¢ integrével e g ([, ]) C [a,b] com g (a) = a e g(B) = b.
Entao f possui uma primitiva F' : [a,b] — R e, pelo teorema fundamental do célculo,

temos b
/ f (@) dz = F (g(8)) — F (g(a))

Por outro lado, pela regra da cadeia temos

(Fog)(t)=F(g(t)g (t)=f(g(t) g ()

para todo t € [«, 5], consequentemente,

(Fog)(t):[a,f] =R

¢ uma primitiva da fungado integravel f (g (¢)) ¢’ (t). Portanto,obtém-se:

B8
/ fla()d @) dt=F(g(8) — Fg(a).
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Exemplo 1.16. Calcular a integral definida f15 —”;c_lda: usando o teorema 1.15

Solugao: Primeiro vamos encontrar a funcao g ().
Seja t? = 2 — 1, entdao podemos escrever x = t* + 1 e assim obtemos g (t) =
t* 4+ 1. A derivada de g é ¢’ (t) = 2t.

Vamos determinar os valores de a e 5. Sendo g (o) =a e g () = b vem

gla)=a e g(B)=>b
?+1=1 f2+1=5
a?=0 B2 =4

donde vem v =0 e =2

Na sequéncia determinaremos f (g (¢)). Como f (z) = ¥ vem
fz) == ou flg(@®) % donde vem
flg(t) == ouseja [ (g(t) = py

Finalmente, podemos determinar o valor da integral.

como fff (r)dr = ff flgt) g (t)dt vem
= = 7 () 2tat

=2 [ st

= o[ dt — [} HL]

= 20t — arcttf})
= 2[2 — (arctg2 — arctg0)]
= 2[2 — arctg2 — 0]

=4 — 2arctg?2

ii. Integracao por partes

Teorema 1.17. Sejam f, g : [a,b] — R fungées que possuem derivadas integraveis entao

/f w)dr = fg |\ — /f (1.1)
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Na pratica, costumamos fazer
u=f(x)=du= f(x)dz

e

v=yg(x) = g(x)d

substituindo em 1.1, vem:

b b
/ udv = uv |° —/ vdu
a a

Exemplo 1.18. Determine o valor da integral fO% sin® zdx

Solucgao:

Nesse caso, fazemos:

u=sin®>z = du = 2sin x cos xdz

dv = senxdx = v = f senxdr = —coszx

Entao,

(—cosx)

f0§ sin® zdr = sin® x
2

= —sin

T Cos T ]§ +2 ]0% cos
2

TCOST — 2%) |0%

2
1 1 2 _
) PRRRTIREE T

(—sin

_(\/3 5

24

2

w3

s —

fog — cos z(2sin z cos x)dx

x sin xdx

iii. Teorema do valor médio para integrais

O teorema do valor médio para integrais equivale a propriedade V para in-

tegrais, isto é:

Se f for continua existe ¢ € [a, b] tal que fab f(x)de = f(c)[b—d]

Exemplo 1.19. Uma vez que f(z) = «

2

é continua no intervalo [1,4], o teorema do

Valor Médio para Integrais garante exisitir um niimero ¢ em {1, 4], tal que

4
/ 22dx
1
4
/ x2dx
1

3c?

Mas
5 |7= 21 logo
21 ouc= j:ﬁ

Portanto, c

() —1) = A(3) = 32

++/7 é 0 ntimero em [1,4], cuja existéncia esté garantida por ??
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1.7. Integrais Improéprias

Definigao 1.20. Seja f : [a,00) — R uma fung¢ao continua para todo = € [a, 00), entao

+oof dx—hm/f

b—o0

vale a igualdade
se o limite lim fab f (z) dx existir.

Exemplo 1.21. Encontrar o valor numérico da integral f0+ ——=dx. Veja o grafico de

f na??

1+ac2

Solugao: Pela definicao 1.20 temos

+o0 . b 1 . b
——dzr = lim ——dr = limarctgx
fo 1+x2 b oofo 1422 b0 g |0

= blim larctgb — arctg0]
= blim arctgb

B

Definigao 1.22. Seja f : (—o0,b] — R uma fun¢ao continua para todo x € (—o0, b,

entao vale a igualdade
b

[ s@a=m [few

a

se o limite lim f f (z) dx existir.

a——00
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Exemplo 1.23. Encontrar o valor numérico da integral ff)oo Tlﬁdx.

Solugao: Pela defini¢ao 1.22 temos

0 1 T 0 1 T 0
oo Tmdr = al_l)r_noo [, tomde = al_l)r_nooarctgﬂa

= lim [arctg0 — arctgal

a——00

= — lim arctga

a——00

Definigao 1.24. Seja f : (—o0,00) — R uma fungao continua para todo x € (—o00, 00),

entao vale a igualdade

oo c b
/ f(x)dz = lim f(x)dz + blirilo/ f(x)dx

a——00
a

se os limites lim [*f (z)dz e Jim fcb f (z) dx existirem.

a——00

Exemplo 1.25. Encontrar o valor numérico da integral ffooo 1Jr%dx.

Solugao: Pela defini¢ao 1.24 obtemos

f+°° L_dr = lim fao

— 2
oo 1+ a— o0

L4 : b 1 1 b
r+ lim [, —=dz = limarctgx
I+a? b—oo fO I+a? b—o00 g |0

= lim arctgx|® + blim arctgx|y
— 00

a——0Q

= lim [arctg0 — arctga] + blirn larctgb — arctg0)

a——0Q

= — lim arctga + blim arctgb

a——00
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1.8. Integral de uma Fungao Descontinua num ponto c € [a, b

Definicao 1.26. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua no intervalo [a, b], exceto no

ponto ¢ € [a, b], entao

bf( do= tm [ f)do+ im [ f(
/ A

a—c” J, B—ct

. . . (0%
se os limites ahj?f [ f(x)dz e l1m f 5 [ (2)dx existirem.

Exemplo 1.27. Encontrar o valor numérico da integral f_ll j—g

Observe a representagao grafica da funcao f na figura 1.14

Figura 1.14: f(z) = &%

Solugao: A fungdo f(z) = x—12 é continua em todo ponto pertencente ao

intervalo [—1,1], exceto em z = 0. Logo, pela defini¢do 1.26 temos

1 dx 1 « dac 1 dx
¢ — lim + lim ar
—1 a2 a—0~ f B—0+ B a?

. H 1 : 1)1
— 11m —;|‘i1—|—ﬁlir61+—5|ﬁ

a—0—
= Jim [-3 = ()] + Jim, 1 ()]

= [oo — 1] 4 [~1 + o0] = 00

Consequentemente, a fungao f (x) = x—12 nao é integravel no intervalo [—1, 1].
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Exercicios

1. Encontre, se existir, o valor de cada uma das integrais abaixo

a) fol (x + T — %ﬁ) dr  e) ; m\/‘% i) f_loo e“dx fo lzﬁ,dzw
b) ff (ﬁ + 3%/5 + \4/5) dx fl \/% J) fooo xe dr n) _11 i—i’j

) Jo &

c) fO% tgxdx f1 = k) [° - xg 0

fO 1 172 h) fO e “dx l fO 1 T p) f2 :de

2. Dadas as fungoes f,g : [1,3] — R definidas por f(z) =z +2eg(z) = 2°> + x
encontre S (f, P) e S (g, P).

3. Dada a funcdo f : [a,b] — R definidas por f (r) = 2% + 2 encontre S (f, P).

4. Seja f :]0,1) — R definida por f (z) = \/— Verifique se fo x) dx existe.

5. Seja f : (—00,400) — R definida por f(r) = 7. Verifique sefj;of(x) dx

existe.

1.9. Aplicacoes da Integral Definida

Caélculo da area em coordenadas retangulares

Se a fungao f (x) for ndo negativa, isto é, f (x) > 0 no intervalo [a, b], entdo a area da

figura limitada pelas curvas z = a, x = b, y =0 e y = f (z) é dada por

:/abf(x)dx

Por outro lado, se a func¢ao f (z) for negativa, isto é, f (z) < 0 no intervalo

[a,b], entdo a area da figura limitada pelas curvas z = a, x = b, y =0ey = f () é

_/abf(m)dxouA:/baf(w)dfC

Exemplo 1.28. Encontrar a area sob o grafico da funcao f (z) = 2x no intervalo [—2, 2].

dada por
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Figura 1.15: f(z) = 2x

Solugao: a representacao grafica de f pode ser observada na figura 1.15
Essa fungao tem imagem negativa no intervalo [—2,0] e ndo negativa no

intevalo [0, 2]. Desse modo, devemos proceder como segue:
2
A = (7, 2zdx
= — [, 2zdx + [ 2xdw
-2 0
=~ +a78
=—[(0)* = (=2)*] + 22 - 07

—[—4] +4 =8ua

Logo, a drea sob o gréfico da fungdo f(x) = 2z no intervalo [—2,2] é 8

unidades de area.

Exemplo 1.29. Achar a drea da regiao delimitada pelos graficos de y + 2> = 6 e

y+2r=3

Solucgao: Vamos inicialmente fazer uma representagao grafica da area de-

limitada, conforme ilustra a figura 1.16

=6— 122
Encontrando a interse¢ao do sistema Y temos: 6—1% = 3—2x =
y=3—2x
9 Ir1 = 3 . ~ ~
r—2r—-3=0= ) e portanto os pontos de intersegdo sao P = (—1,5)
To = —

e P, = (3,—3). Portanto a area ¢ igual a area da parabola menos a area da reta no

intervalo de [-1,3].
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Figura 1.16: area delimitada

3
:/ (3 — 2® + 22)dx

3
=3z — % + 223,
27 1 32

33— L9 (3441 =2
3.3 3+9 (3+3+) 5 ua

Exemplo 1.30. Calcular a drea da regido delimitada pelas curvas y = 2% e y = /.

Solugao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que estd situada
a regiao delimitada pelas curvas. Portanto, devemos determina-lo. O intervalo fica

determinado se conhecermos os pontos de intersecao das curvas. Encontramos tais
y=2

pontos resolvendo o sistema de equacoes { . E facil ver que a solucao vem da
y=\r

igualdade z®> = /7 e os valores de x que tornam a sentenga verdadeira sao r = 0 e

r = 1, desse modo a regiao delimitada pelas curvas y = 22 e y = / fica determinada

se z € [0,1]. Graficamente, podem ser observado na seqiiéncia de figuras, a area sob

2

o grafico de y = x? no intervalo [0,1] (na figura 1.17), a drea sob o grifico de y = /x
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[0,1] (na figura 1.18), e a 4rea da regiao delimitada pelas curvas y = 2% e y = /7 no
intervalo [0,1] (na figura 1.19). Como podemos observar a &drea procurada é igual a

diferenca entre as areas um e dois. Assim, temos

1 A

Figura 1.17: Area um

Figura 1.18: Area dois

Area procurada = (drea dois) — (drea um)
A= fol Vadr — fol r2dx

A:fol (Vxr — 2?) dx
A=

W=

1

Logo, a drea procurada é A = 3.

Exemplo 1.31. Calcule a area da regiao hachurada
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Figura 1.19: Area procurada

v=1ix

—

112

Solucgao:

Primeiro vamos identificar a lei que define as fungoes lineares presente no

grafico:

Uma reta passa pelos pontos (0,0) e (1,1) e a outra passa pelos pontos (0, 0)

e (2, %), portanto as equacoes das retas sao, respectivamente:

Existem varias maneiras de calcular esta area, uma delas esta apresentanda
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na sequéncia:

A
3 1
A = 3 2 (1>+(1n|1’|—§1’2) i
3 1 1
A = §+(1ﬂ(2)—§—[lﬂ(1)—§])
4 1

Portanto, a area ¢ igual a A = In(2) u.a

Area delimitada por curvas escritas em equacgoes paramétricas

Seja y = f (x) uma fungdo continua no intervalo [a, b] que delimita uma regiao R. Se f
for escrita em equagoes paramétricas dadas por exemplo, por x = rcost e y = rsent,
t € o, ] e podemos escrever © = ¢ (t) e y = 1 (t), e, consequentemente, a = ¢ (a) e
b = ¥(B). Desse modo, obtemos dx = ¢'(t)dt e sendo y = f(x), temos f(z) = ¥(t).

Assim, pelo teorema 1.15 vem:

Conforme vimos, a area de uma regiao retangular é dada por :

A:/abf(x)da::/abydm

Fazendo a substituicao x = ¢(t) temos dx = ¢'(t)dt obtendo em coordenadas

paramétricas a formula para o calculo de area como:
b B
A= [ Fayde= [ v
72 2

Exemplo 1.32. Encontrar a drea da elipse — + ol 1, definida pelas equacgoes
a
paramétricas ¢ (t) = acost e ¢ (t) = bsent.

Solugao: As equacoes paramétricas da elipse sao
¢ (t) =acost e Y (t) = bsent

.Desse modo, temos
¢ (t) = —asentdt

Vamos determinar os valores de av e 3. Sendo ¢ (a) =0 e ¢ (8) = a vem
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cosa =0 cosf=1

dondevema:g e £5=0

Portanto, desse modo, obteremos a quarta parte da area da elipse. A &rea

total sera essa parcial multiplicada por quatro.

como [} f(z)dr = [T ()¢ (t)dt vem
fab f(z)dx = 4f§ bsent(—asent)dt

= —4dab fg sen’tdt

= Zab fog (1 — cos2t) dt

= 2ab (t — $sen2t) |§

= 2ab (% — %sen2 (%) — O)
= abr

Logo, a érea da elipse é A = abr

r = 2cost
Exemplo 1.33. Calcular a area interior a elipse Fy = e exterior a elipse
y =4sint
x = 2cost
E2 -
Yy =sint

Figura 1.20:

0
A= 4/ [4sint(—2sint) — sint(—2sint)|dt

s

M
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0
:4/ (—8sin’t + 2sin® t)dt

N

s

3
= —4/ —6sin® tdt =
0

NIE

1
= 24/ —(1 — cos 2t)dt
0 2

1 z
= 12(t — 5 sin 2t) |¢

7r
= 12— = 67u.
5 TU.Q

Area de um setor cuvilineo em coordenadas polares

Seja p = f(#) uma fungdo continua que descreve uma curva em coordenadas polares
no intervalo [a, §]. Como nosso interesse é determinar a drea da regiao delimitada por

p = f(#) vamos tomar uma partigao do intervalo [«, 5], conforme ilustra a figura 1.21

Figura 1.21: Area de um setor
Seja
X: {90,91,92,937 ............... Hn}
uma partigao de [a, §] em que
a=0y<0;, <0, <b63<.... <9n:5
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Sejam,
A0y Ay Abs ... A

os subarcos da partigdo. Seja p; o comprimento do raio correspondente a um angulo

gi S A@, isto é 6’i_1 S 51’ S 91
A area do setor circular de raio p; e arco A#; é dada por

1 (Pi)2 Ab;

A=

e a area aproximada drea da regido delimitada por p = f (#) é dada por

"1
Ap = Z 3 (pi)? A0

i=1
Seja |Af] o subintervalo da particdo X, de maior didmetro. Entao se n tende a infinito
segue que |Af| tende a zero. Desse modo podemos escrever

A=1limA, = lim
n—00 |AO|—0 i1 2

(1.2)

ou
2 «

Exemplo 1.34. Ache a drea exterior a cardidide p = 1—cos @ e interior ao circulo p = 1

Solugao: A figura 1.22 ilustra a area procurada

Figura 1.22: Area delimitada

A érea é dada por 1.2
[(1)® — (1 — cos 6)?]df

Ol

/

N~

A=2
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= / .0%(2 cos @) — cos® 0)df

_/.()%[QCOS@—%(l-FCOSQQ)]dH

11 :
= 2sin¢ — 20 — S sin20 |3 :2—%

Portanto, a drea é igual A =2— 7 u.a
Exemplo 1.35. Escreva, em coordenadas polares, a integral que calcula a area exterior

ao circulo p = 1 e interior a rosacea p = 2 cos(20)

Solucgao: a figura 1.23 ilustra a area delimitada

Figura 1.23: Area delimitada

Inicialmente, vamos determinar os pontos de intersecao das duas curvas:

{ p = 2cos(26)
, temos:

p=1
2cos(20) =1
cos20 = 3
=% (no I quad)
Z] e multiplicar por 8, ja que as

Vamos calcular a drea no intervalo de [0,

demais sao equivalentes. Utilizando a férmula 1.2
e verificando que a area total é igual a area da rosdcea menos a area do

circulo obtemos: .
A-gl / " 1(2c08(260))2 — (1)%]d6
0
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Comprimento de um arco

Seja y = f (z) uma fungao continua no intervalo [a, b] cujo grafico descreve o arco ZE,

conforme ilustra a 1.24

M M
f(x 1
( ) Mo M- As ?
f(x) .
a X 4 X X b

Figura 1.24: Comprimento de arco

Vamos dividir o arco AB em subarcos por meio da particao

em que
e abscissas sao

Tracemos as cordas

MyM,, MM, ..., My (M, ..., M, 1 M,

e designemos os seus comprimentos por

ao longo do arco AB cujo comprimento aproximado é:

42



ln =AS; +ASy + ... +AS; + ...+ AS,

ou

=1

Mas AS; é a hipotenusa do triangulo de lados Az; e Ay;. de modo que

podemos escrever

(AS)? = (Az;)* + (Ay,)?

dividindo tudo por Az; vem

as\* _ (aw)® o (2w
Ax; Ax; Ax;

ou
AS; Ay 2
Ax; = 1+ (Amz>
ou seja

AS; = /1+ (ﬁ—gi)Qmi (11)

Az =z —xi1 e Ay = f(x;) — f(2i-1)

Como

segue que

Ay f(wi) = [ (i)

Ax; Ty — XTi—1

e pelo teorema de Lagrange, existe &; € [z;_1, z;] tal que

f(z) = f(xi)

Ty — Tj—1

= 1"(&)

Ay,
Portanto, obtemos Ay = f'(&) (IIT).
x.

Agora substituindo (IT') em (I) resulta

n A 2
=3 1+(A—y) Az (IV)

i=1 ‘
substuindo ( IIT ) em ( IV )resulta

b= 3L+ (1 (6 A,
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Seja |Az| o intervalo de maior diametro de cada partigao de AB. Entao, se

n — oo segue que |Azx| — 0 e (&) — x. Assim:

1= Jiml, = Tm 514 (7 (8)Ax =[] 1+ (7 () e

Portanto, o comprimento do arco AB no intervalo [a,b] é dado por

- /ab S+ (f (2)2da (1.3)

Exemplo 1.36. Determinar o comprimento do arco na fun¢ao y = +/x no intervalo
[0, 4].

Solugao: a figura 1.25 ilustra o comprimento de arco

Sl

Figura 1.25: f(z) = x

Sendo y = f (z) = \/x temos [’ (z) = 575 Assim, aplicando a férmula 1.3

] = fab 1+ (f" (z) 2dx tendo t? = x temos dx = 2tdt, t € [0,2].
4 2 I =13 [y YHoudt = [ VAP + 1dt
[ = fO 1+ (m) dx ¢
a primitiva de v/4t2? + 1é tabelada, logo

— s 1
L= Jo /14 zde = LVAP 1+ 1 (20 + VAR +1) |2

vem

[ = f04 At gy Cujo resultado é
=1 fy Y5 da [ =17+ 3 (V1T +4)
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Comprimento de um arco em coordenadas paramétricas

Sejam © = ¢ (t) e y = ¥ (t) para t € [a, ] as equagoes paramétricas de y = f (z).
Entao, como dx = ¢' (t)dt, dy = ' (t)dt e f' (z) = Z—Z podemos escrever:

Substituindo na féormula 1.3 vem

L= [P\ /14 (f (2))da

N
L_a1+<¢® & (1) dt
e [ wor,

=l Y

N T

[ = o \/ p (t)2 10, (t) dt

L= 2\ () + (1))t

Portanto, o comprimento de arco em coordenadas paramétricas é dado por

B
1= [ o OF + @) (1.4

Exemplo 1.37. Calcular o comprimento de arco da astroide dada por:

¢ (t) = 3cos’ t

e
Y(t) = 3sen’t.
Solucao: Podemos encontrar o comprimento do subarco no primeiro quad-
rante e multiplicar o resultado por quatro. Como ¢’ (t) = —9 cos? sent, ¢’ (t) = 9sen’t cost

et e [0, %] substituindo na férmula 1.4 vem
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L= 23/ O + (w (1)dt

=4 fog \/(—9 cos? tsent)® + (9sen?t cost)’dt
l=4-9 fO% Vcost tsen?t + sen’t cos? tdt

[ =36 fO% \/cos? tsen?t [cos? t + sen?]dt

[ =36 fO% cos tsentdt

= 3655

| = 18uc

Portanto, o comprimento é [ = 18 u.c

Exemplo 1.38. As equacgoes paramétricas do movimento de uma particula no plano é

r =3t

Qual a distancia percorrida pela particula entre os instantes t =0et =17

dada por :

Solucgao:

Aplicando a férmula 1.4

oo { ?(t) =3 |
€Imos: .. logo, teremos:
v/(t) = (3t2)

1
/\/32+(3t%)2dt
0
1
I = /\/9+9tdt
0
1
| = 3/ VI + tdt
0

2 5
| = 3§(l+t)5 B

I = 2(2)7 —2(1)2 =4v2 -2 uc

o~

Portanto, a distancia percorrida pela particula entre os instantes ¢t = 0 e
t=161=4v/2-2uc
Comprimento de arco em coordenadas polares

Sejam ¢ (t) = pcosf e ¥ (t) = psenf as coordenadas polares da curva p = f(6),

6 € [a, ). Entao, substituindo p por f (#) nas equagbes paramétricas vem
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o (0)= f(0)cosbe(0)=f(0)send
donde vem
¢ (0) = f'(0)cosO — f(0)send ou ¢’ (0) = p' cosl — psend
Y (0) = f'(0) send + f () cosf ou o' (0) = p'send + pcos b
Agora
(¢ (1)) + (@ (£))* = (p cos O — psend)* + (p'send + pcos §)*
Resolvendo os produtos notdaveis e simplificando obtemos
(@ () + (0 () = (0) + 92
Substituindo na equacao 1.4 obtemos a férmula para o célculo do compri-

mento de arco em coordenadas polares dada por

I = /j \ (p) + p2df (1.5)

Exemplo 1.39. Encontrar o comprimento de arco do cardidide p = a (1 + cos6).

Solucgao: Podemos determinar o comprimento do arco no primeiro e se-
gundo quadrante e multipicar por dois. Como p = a (1 + cosf) tem-se p' = —asenb.

Substituindo na féormula 1.5 vem

L= [\ () + p2do

=27 \/(—asen9)2 + (a (1 + cos6))*df
l =2a foﬂ Vsen?0 + 1 + 2 cosf + cos? 0dh
Il =2a [ 2+ 2cos0df

l=2a-2 [ cosbdf

[ =4a-2sin 0|7

[ = 8a uc

Logo, o comprimento de arco do cardidide p = a (1 + cosf) é | = 8a uc.

Exemplo 1.40. Mostre, usando coordenadas paramétricas, que o comprimento de uma

circunferéncia de raior é 27r.
Solucgao:
Em paramétrica, a circunferéncia é representada por:
{ x(t) = rcost

y(t) = rsint
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O comprimento de arco em paramétrica é [ = :12 V(@ (8)2 + (y'(t))2dt

Usando a simetria temos:

| = 4/2 v/ (—rsint)? + (r cost)2dt
0

[ = 4/2 \/r2(sin2t+0082t)dt
0

| = 4/2rdt
0

[ = 4drt ‘o%: 27r

Logo o comprimento da circunferéncia é 27r.

1.10. Volume de um sélido de revolucao

Considere o sélido T' gerado pela rotagdo da curva y = f(x) em torno do eixo = no

intervalo [a, b]. (ver figura 1.26)

¥
Eéream
a ;_;}XF
a
> b

Céloalo do elemento de volume |

Figura 1.26: Rotagao de uma curva em torno do eixo x

Demonstragao: Seja



os subintervalos da partigdo. Seja & € Aw;, entdo o volume do cilindro de raio f (&;)

comprimento Az; é dado por
Vi=n[f (&) Ax

e o volume aproximado do sélido sera dado pela soma dos volumes dos n — cilindros,

isto é,
Vo= wlf (&) Az
=1

Seja |Af] o subintervalo de maior diametro, entao se n — oo segue que |[Af| — 0, & — x

e o volume V do sélido T' serda dado por

V:hmuﬁ:MHE:ﬂf@WA@:w/[ﬂ@fM

n— 00 |AO]—0

Portanto, o volume de um sélido de revolugao no intervalo [a, b] é dado pela

formulas

V:w/[ﬂ@fw (1.6)

Exemplo 1.41. A fim de que nao haja desperdicio de ragao e seus animais estejam
bem nutridos, um fazendeiro construiu um recipiente (conforme figura 1.27 ) com uma
pequena abertura na parte inferior, que permite a reposicao automatica da alimentacao,
conforme mostra a figura abaixo. Determine, usando sélido de revolucao, a capacidade

total de armazenagem do recipiente, em metros ctibicos.
Vamos encontrar o volume do cilindro e do cone
V=W+W

Vamos rotacionar a reta y = 2 em torno do eixo x

Mo L
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Figura 1.27:

4
Vi :7T/22d33
0

Vi = 4rmd =167

como temos um raio igual a r = 3 e h = 6 para o cone, obtemos a reta y = %x

para rotacionar em torno do eixo x

+ v={1/31x =

6
Vo = —m2’|p==m=28nr

portanto o V. = 167 4+ 87 = 247 uv

Exemplo 1.42. Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao da curva f(x) = a3

no intervalo [1,2].

Resolucao : Observe a figura 1.28
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$y @8 @9

i

Elemento de v.-:ulmne

Figura 1.28: fonte:Pilchowski (2004)

o
=T
2T 1 1277
:77[7—?]— U
Portanto, o volume é¢ V = 1Zmqy

7

Exemplo 1.43. Determinar o volume do sélido de revolucao gerado pela regiao delim-

itada pelas curvas y = 22 e y = x + 2 em torno do eixo x.

ver figura 1.29
Solugao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que est4 situada
a regiao delimitada pelas curvas. Portanto, devemos determina-lo. O intervalo fica
determinado se conhecermos os pontos de intersecao das curvas. Encontramos tais

. E facil ver que a solugao vem
y=x+2

pontos resolvendo o sistema de equagoes {
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¥=x +2.“.. - (2,4
LD .

Figura 1.29: fonte:Pilchowski (2004)

da igualdade 22 = z + 2 e os valores de x que tornam a sentenca verdadeira sao v = —1
exr=2.

Aplicado a féormula 1.6 vem:

Logo, o volume do so6lido de revolugao gerado pela regiao delimitada pelas

curvas y = 22 e y = x + 2 em torno do eixo z é

2
V= %mw.

Exemplo 1.44. Encontre o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao da curva

(r —2)?2 +y? =1 em torno do eixo y.

Solucgao:Observe a figura 1.30 que representa a circunferéncia deslocada da
origem.

Isolando a varidvel z em (x —2)> +y?> =1 , vem:

(z—2)2=1-y°
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A
N

Figura 1.30: (z —2)*+4*> =1

x=1/1—9y2+2
Observe que o volume do sélido de revolucao é formado pela rotagao da curva

x = +/1—1y%+ 2 em torno do eixo y menos o volume formado pela rotacao da curva
xr = —+/1 —y?+ 2. Portanto, o volume é igual a V =V, — 1,

Vo= x / )y
V- hew

1 1
onde V1 = F/ (\/l—y2+2)2der2=/ (—v/1—y2+2)%dy
1 _1
1
portanto temos V' = /[(\/1—y2+2)2_(_ /1—y2+2)2]dy
-1
1
V = /8\/1—y2dy
-1

Fazendo y = senfl — dy = cosfdo

V = /2 8v/'1 — sen?6 cos HdO

NE}

%
= 8 cos? 0df
= 4(1 + cos26)db

sin20. =z
= 4+ )|

= 45— () =4r

Portanto, o volume é dado por V = 47 u.v

53



Area de um sélido de revolugao

Considere o sélido T gerado pela rotacao da curva y = f(x) em torno do eixo x no

intervalo [a, b]. Seja a partigao

do arco AB em que
A=My< My < My < ... <M,=B

e abscissas sao g, 1, T3, ....., T,. designemos por AS; o comprimento das cordas M; 1 M,;.
Cada AS;, rotacionando em torno do eixo x gera um tronco de cone cujo raio da base
menor é f(x;_1) da base maior é f(x;). A &rea em torno do cone é dada aproxi-
madamente pelo produto do comprimento da seccao mediana do tronco pela geratriz,

conforme ilustra a figura 1.31.

f(x)

f(xi-1

U X1 x

Figura 1.31: Area de um sélido de revolugao

Na figura 1.32 podemos observar a area lateral do tronco de cone aberta

sobre uma regiao plana.

Note que podemos formar um retangulo de comprimento r e altura AS;. A
area desse retangulo é A; = rAS;.

Porém,

. 2 f (x;) + 27 f (zi-1)
2

=7 [f (zi) + f (wi-1)].-

Portanto, segue que
A =7[f () + f (2i-1)] AS;
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2*pi*f(x)

2*pi*f(x1 )

Figura 1.32: Area lateral do tronco de cone

Vimos anteriormente que

Assim, teremos

Ay =7 [f (1) + f ()] 41+ (2%>2A%

X

Como hé n-subdivisoes, ha n-tronco de cones inscritos no sélido 7', de modo

que a area total aproximada é dada por

A, = Xn:ﬂf (@) + f (zis)] /1 + (2@2%.

=1

Embora esta soma nao seja uma integral porque nao estd em funcao de um

Unico ponto &; é possivel mostrar que:

A:27r/abf(x)\/1+(f’ (z))%dx (1.7)

Exemplo 1.45. Determinar a area lateral da figura de revolu¢ao gerada pela funcao
f () = 2z no intervalo [0, 4].

Solugao: Aplicando a férmula 1.7 vem
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A=2r [ £ (2) 1+ (f (@) da
A =2 f04 221 + 22dx

A =215 f04 2xdx

A = 2m/52%

A = 32m/bua

Portanto, a drea lateral da figura de revolugao gerada pela fungao f (z) = 2z
no intervalo [0,4] é A = 327v/5ua.

Exemplo 1.46. O disco 2* + (y — 1)* < 1 rotaciona em torno do eixo z dando origem

a um solido. Calcule a drea deste sdlido.

Solugao: a figura 1.33 ilustra a rotagao do disco em torno do eixo x

-
W

Figura 1.33: Rotagao de um disco

Podemos visualizar a superficie como a resultante da rotacao de dois arcos

descritos a seguir, conforme ilustra a figura 1.34
A=A+ A

1 1

A 27r[/(1 4 /1o wﬁdag + [0 T ]

—1
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¥ y=l4vI_F

N

[
L

Figura 1.34: rotacao dos dois arcos

A—2ﬂ[/(ﬁ(l+\/1—x2+l—\/l—xQ)dx

= o [ (== )do = 4 [ (———=)de
[

fazendo z = cosf — dxz = —senddf
temos entao:

0 sin 6

——df
- V1—-cos?f

:47r/ df = 473
0

Portanto, a area ¢ de 4m2u.a

A=A4xr
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1.11. Exercicios Gerais

1. Usando a definigao de integral definida encontre o valor numérico expressao f04 [4
2?|dx

2. Determine o valor das seguintes integrais, se possivel.
f\/i
!

f 2dx
o Vet

jus
) f04 tan? z sec? xdx

N =

w

4. fol xsin zdx
. fi)oo xetdx

3 =

o Ot

3. Interpretar graficamente (desenhar e sombrear) a drea que a integral abaixo cal-

cula:

A= / (y+6) — (VI—g)ldy

4. Encontre a area da regiao limitada pelas curvas:

l. y=sinw, y=cosz,r=0ex =7 (R =2v2—2]

N

y—x=6y—2>=0e2y+x=0. [R=22u.d

y=—1"+9ey=3—uz [R=12ud

r’k @
OJll\?

5 +yi =ai. [R= 2]
5. p=2(1+sinf) e p=2(1+ cos¥).

6. 28— y—bxr=0,z—y—2=0,y=2zxey=0.
5. Calcular a drea comum aos seguintes pares de curvas:

1. p=3cosf e p=1+cosb,
2. p=1+coshep=2[R=24]
3. p=senf e p=1—cosb;[R = 1(r —2)]

4. p* =cos26 e p* = sen20; [R=1— L]



6.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Encontrar a édrea interior ao circulo p = 6 cosf e exterior a p = 2(1 + cos@).

p = sin 20
p= V3 cos 26

Escreva a integral que permite calcular a area sombreada {

Determinar o comprimento das curvas p = acos @

Encontre o comprimento das curvas que limitam a regiao formada pela intersecao

das curva p = v/3sent e p = 3cost no primeiro quadrante.

Mostre, em coordenadas paramétricas, que o comprimento de uma circunferéncia

de raio r é 2mr.

2 2
Determinar o volume do sélido de revolugao gerado pela rotagao da curva —2+y— =
a

b2
— 4mab? ]

1 em torno do eixo x.[R 3

Determinar o volume do toro gerado pela rotacao do circulo de equacao z? +

(y — b)* = a? em torno do eixo z.

Encontre o volume delimitado pela rotacao das funcoes y = —224+9ey =3 —x

em torno do eixo x

Determinar a drea da superficie do toro gerado pela rotacao do circulo de equagao

22 + (y — b)* = a® em torno do eixo x. [R = 4w2ab]

wr2h

Mostre que o volume de um cone de raio r e altura h ¢V =

29



