2. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Funcoes de varias varidveis: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Definir fungoes de véarias variaveis e dar exemplos praticos;

2. Encontrar o dominio e fazer o gréfico (esferas, cones, cilindros, paraboléides,
planos e intersegoes entre essas superficies) com fungoes de vérias varidveis com duas

variaveis independentes;

3. Usando a definicao mostrar que o limite de uma fungao de duas variaveis
existe;

4. Verificar se uma fungao de duas variaveis é continua num ponto;

D. Encontrar derivadas parciais e interpreté-las geometricamente quando

a fungao for de duas varidveis independentes;

6. Encontrar derivadas parciais de fungoes compostas;

7. Encontrar as derivadas parciais de fungoes implicitas;

8. Resolver problemas que envolvam derivadas parciais como taxa de
variagao;

9. Representar geometricamente as diferenciais parciais e totais;

10. Resolver problemas que envolvam diferenciais parciais e totais;

11. Encontrar derivadas parciais de ordem superior;

12. Encontrar os extremos de uma funcao de duas varidveis quando ex-
istem;

13. Resolver problemas que envolvam extremos de fungoes de duas variaveis.

14. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questdes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

2.1. Introducgao

Um fabricante pode constatar que o custo da producao C de um determinado
artigo depende da qualidade do material usado, do saldrio - hora dos operarios, do tipo
de maquinaria necessario, das despesas de manutencao e da supervisao. Dizemos entao

que C é funcao de cinco varidveis, porque depende de cinco quantidades diferentes.
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Neste Capitulo estudaremos as fungoes de varias varidveis, comecando com o caso de
fungbes de duas varidveis e entao a um nimero arbitrario de varidveis. Como exemplo
de funcao de duas varidaveis podemos utilizar a drea de um retangulo, funcao esta muito
conhecida de voces.

Consideremos o retangulo de base a e altura b. A area desse retangulo é
A=ab

Por outro lado, se a for uma varidavel x podemos escrever a area desse

retangulo em fungao de x, isto é,

Ax)=xb

Desse modo, temos a area como funcdo de uma varidvel.
Podemos também, fazer variar a base e a altura simultaneamente. Nesse

caso, tomando b = y teremos a drea dada por

Az, y) =y

ou seja, a area expressa como funcao de duas varidveis.

A fungao A (z,y) é definida para todo par de pontos pertencentes ao plano
R? e a imagem é um nimero real. O convencional é escrever A : R? — R.

Um raciocinio analogo pode ser feito para o volume de um paralelepipedo.

Sejam a, b e ¢ as dimensoes de um paralelepipedo. O volume sera dado por
V = abc

Por outro lado, se a for uma varidvel x podoemos escrever o volume desse

paralelepipedo expresso como fungao de uma variavel z, isto é,
V (z) = xbc

Podemos também, fazer variar as dimensoes a e b simultaneamente, isto é
tomando b = y teremos o volume do paralelepipedo expresso como uma funcao de duas
variaveis x e y, ou seja,

Vi(z,y) = zyc

Também, é possivel variar as trés dimensoes simultaneamente e, nesse caso
tomando z = ¢ o volume do paralelepipedo serd expresso como uma funcao de trés
variaveis z, y e z, isto é,

V(z,y,2) = xyz
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A fungao V (z,y, z) é definida para toda tripla de pontos pertencentes ao
espaco R® e a imagem é um ntmero real. O convencional é escrever V : R3 — R.

Vejamos um exemplo que envolve mais do que trés variaveis.

Exemplo 2.1. Suponhamos que uma pessoa va a um supermercado e a nota de compras

seja descrita conforme o modelo abaixo.

Nota da compras

Produtos | unidades | preco por unidade | total
Leite 2 pacotes 1,00 2,00
pao 10 0,10 1,00

Laranja 2kg 0,50 1,00
Maga 2kg 2,50 5,00

Agticar okg 0,60 3,00
Total a pagar 12,00

Suponhamos que as varidveis z, y, z, w e t representem, respectivamente,
leite, pao, laranja, maca e agucar, entdo podemos escrever a funcdo 7 total a pagar”
por

T (z,y,z,w,t) =2 +0,1y + 0,52 + 2,5w + 0, 6t

A funcédo T é uma funcao de cinco varidveis. Para encontrar o total a pagar

referente a tabela anterior fazemos

T(2,10,2,2,5) =2+0,1(10)40,5(2) +2,5(2) + 0,6 (5)
=24+1+1+5+3
=12

A fungdo T (z,y, z,w,t) é definida para todo ponto (z,y,z,w,t) € R5. O
convencional é escrever T : R — R.
Note que, em todos os exemplos examinados, a imagem da funcao é um

numero real. Com base nesses exemplos vamos definir fungoes de varias variaveis.

Definigao 2.2. Seja D C R™ um subconjunto e seja (x1,z2, 3, ...,x,) € D. Se a cada
n—upla ordenada pertencente a D corresponder um tinico nimero real f (xy, T2, T3, ..., Tp)
dizemos que f é uma funcao de n— variaveis, definida em D com imagem em R. Con-

vencionalmente escreve-se f : D — R.
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Exemplo 2.3. Vejamos alguns exemplos de fungoes de varias variaveis.

Para D C R? FiD R definida por
. —
temos flz,y) =2x+4+3y+1
Para D C R3 fiDR definida por
. —
temos flry,z)=2>+y+2+6
Para D C R* FDR definida por
. —
temos f(ry,z,w)=2>+y* +2+w+6
Para D C R® FiDoR definida por
. —
temos f(zy,z,w,t) =22 +y* +2+w+t2+6

Nosso estudo vai ficar restrito as funcoes de duas e trés varidveis.

Grafico de uma Funcao de Varias Variaveis

Apenas podemos representar graficamente fungdes de uma e duas varidveis indepen-
dentes.
Por exemplo, o grafico de f (x,y) =9 — 2*> — y? é um paraboldide conforme

mostra a figura 2.1
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Figura 2.1: f(z,y) =9 — 2% — 3?2
A equacao de uma superficie pode ser escrita na forma implicita ou explicita,
em fungao de duas varidveis, isto é, F'(z,y,2) =0 ou z = f(z,y)
Exemplo 2.4. A equacao da esfera centrada na origem pode ser escrita como segue:
e Implicitamente 22 + y? + 22 — R? =0

e Explicitamente em fungao de (z,y) com z = £/ R? — 22 — 42,
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Representagao Grafica de uma Superficie

Para representar graficamente uma superficie procede-se como segue:

1. Escolhe-se um plano coordenado.

2. Determina-se as intersecoes com os eixos cartesianos determinando os pontos

(x,0,0), (0,y,0) e (0,0, z).

3. Determina-se os tracos das superficies sobre os planos;

a)
b)

c)

xy fazendo z = 0 na equagao;
xz fazendo y = 0 na equacao;

yz fazendo x = 0 na equacao.

4. Determina-se as simetrias:

a)

em relagao aos planos coordenados.

Uma superficie é simétrica em relagao ao plano xy se para qualquer ponto

P(x,y, z) existe um ponto P'(x,y, —z).

Uma superficie é simétrica em relagao ao plano xz se para qualquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(z, —y, z).

Uma superficie é simétrica em relacao ao plano yz se para qualquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(—z,y, z).
em relagao aos eixos coordenados

Uma superficie é simétrica em relagdo ao eixo x se para quaquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(z, —y, —z).

Uma superficie é simétrica em relacao ao eixo y se para quaquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(—z,y, —z).

Uma superficie é simétrica em relagdo ao eixo z se para quaquer ponto
P(z,y, z) existe um ponto P'(—z, —y, z).

em relacao a origem:

Uma superficie é simétrica em relagao a origem se para quaquer ponto P(z,y, 2)

existe um ponto P'(—z, —y, —z).
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5. Seccgoes e Extensao: Quando os tragos principais nao forem suficientes para carac-
terizacao da superficie, recorre-se a determinacao de seccoes com planos paralelos

aos planos coordenados. Para isso fazemos:
e 2 = k sendo k uma constante na equagao F'(x,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F(x,y, k) = 0 sobre o plano coordenado xy.

e y = k sendo k uma constante na equagao F(z,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F(z,k,z) = 0 sobre o plano coordenado zz.

e © = k sendo k uma constante na equagao F(z,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F'(k,y,z) = 0 sobre o plano coordenado zy.
6. Traca-se o esboco do grafico da superficie.

Exemplo 2.5. Tracgar o esboco do grafico da superficie de equacao

ZC2 y2 22

52 142 3

Solugao:
1. Vamos tomar como plano coordenado o plano zz.

2. Intersegdes com os eixos coordenados : Os pontos (z,0,0) e (0,0, z) nao sao reais

e o ponto (0,y,0) é duplo ou seja temos os pontos P(0,4,0) e P'(0,—4,0).

3. Tragos:

2

e Sobre o plano zy: Fazendo z = 0 tem-se a hipérbole —g—; +%& =1

z

™

Figura 2.2: Tragos sobre xy
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e Sobre o plano zz: Fazendo y = 0 tem-se a elipse imagindria —% — % = 1.

e Com o plano zy: Fazendo x = 0 tem-se a hipérbole Z—z — g—z =1.

Figura 2.3: Tracos sobre yz

N

) ) .. - 2 2 )
. Simetrias: Explicitamen u -+ L5 = T escri m
4. Simetrias: Explicitamente a equacio B +§1’ : 1 pode ser escrita como

segue:

y:4\/1+§—§+§—§ ou y:—4\/1+§—§+§—§

Logo, é simétrica em relacao aos planos coordenados, aos eixos coordenados e a

origem:

5. Secgoes e extensoes: fazendo z = k, k € R, obtemos uma familia de hipérboles
sobre os planos z = k. Por outro, lado fazendo y = k, k € R, obtemos uma familia

de elipses sobre os planos z = k. (fazendo x = k as curvas sao imagindrias).
e Por exemplo,fazendo z = k = 3 temos as equacoes
donde vem a equacao da hipérbole sobre o plano z = 3 dada por

y:\/2+”5”—§ ou y:—\/2+§—z

e Por exemplo, fazendo y = k = +8 temos a equagao eliptica

)

2 2 2 2 2 2
B alnt Db ALl Rbbadhd A8

w

sobre os planos y =8 e y = —8.

Construgao da superficie.
Os elementos fornecidos pela discussao acima permitem construir a superficie

hipebdlica de duas folhas conforme a figura 2.6.
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Figura 2.4: Tragos sobre o plano z=3

) A

Figura 2.5: Tracos sobre o plano y=8

- ——— BN
v |
Figura 2.6:
Exercicios
Discutir e representar graficamente as superficies
1. 22+ 92 +22=25
2. *+y? —22=25

3. 9z + 4y + 122 = 36
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4. 2 -2 -y =0

2+ 22 =16
5. 2+y="7
y=0ey=4
6 2z =18 — 2% — ¢
' z = 2% + 5y?

Distancias e Bolas no Espaco

Sejam P (x1,x2,...,x,) € A(y1, Y2, ..., yn) dois pontos de R™, a distancia de P até A,
denotada por ||P — A||, é dada por

1P = All = /(21 = 90)* + (22— o) 4 o + (20 — 90)?

Definigao 2.6. Sejam A (y1,y2,...,yn) um ponto de R™ e r > 0 um nimero real. De-
nominamos bola aberta de centro A e raio € ao conjunto de todos os pontos P € R" tais

que ||P — Al| < r. Isto é, o conjunto
B(A,e) ={(z,y) € R" tais que ||P — Al| <r}
Sejam A (1,2) e r = 1 entdo a bola aberta
B((1,2),1) = {P € R? tais que ||(z,y) — (1,2)]| <1}

¢é graficamente representada por 77

Figura 2.7:
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Exemplo 2.7. Sejam A(1,1,2) e r =1 entao a bola aberta

B(1,2,1) = {P € R? tais que I|(z,y,2) — (1,1,2)|| < 1}

é graficamente representada pela figura 2.8

Figura 2.8:

2.2. Limite de uma Funcao de duas Variaveis

Vamos estudar a existéncia do limite de uma fungao de duas varidveis. O raciocinio

andlogo ¢ feito para funcgoes de n— variaveis.

Definigao 2.8. Seja f uma funcao de duas variaveis definida numa bola aberta cen-
trada em A (xo, o), B (A (zo,v0),7), exceto possivelmente em A (xo, o). Dizemos que o
numero L é o limite de f (z,y) quando (z,y) tende para (xq,yo) se dado € > 0 podemos
encontrar um § > 0 tal que |f (x,y) — L| < ¢ sempre que 0 < ||(x,y) — (o, y0)|| < 9.
Nesse caso, escrevemos

lim z,y) =1L
(Iay)*(foyyo)f< y)

Exemplo 2.9. Mostrar que ( l)in%1 3)22: +3y =11
x7y - b

Demonstragao: Devemos mostrar que dado € > 0 existe § > 0 tal que

|f (x,y) — 11] < € sempre que 0 < ||(z,y) — (1,3)|] < 6. Assim,

If (x,y) —11] = |2z + 3y — 11
= (22 —2) + 3y — 9)|
=2(z—1)+3(y—3)|

|f(zy) -1 <2@-D|+By-3)=2|(z-D[+3[(y—3)[<e
donde obtemos 2 |(z — 1)|+3|(y —3)| <e (1)
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Por outro lado,

de 0 < [|(,y) — (20,50 || < & obtemos 0 < \/(z = 1)* + (y — 3% < 4.

Como podemos observar na figura acima, |z — 1| e |y — 3| s@o os lados do

triangulo e ||(x,y) — (xo, yo)|| = \/(x — 1)+ (y — 3)? ¢ a hipotenusa. E claro que

p—1 < J@- 1P+ (y—37 <9

=31 @ - 1P+ -3 <
de modo que teremos
lt—1]<de |ly—3/ <o
Observe a figura 2.9

X\
y K -
K
= [\
3 =
\ ;
3
;
X
Figura 2.9:

Substituindo estes resultados no termo a esquerda do sinal em ( I ) vem:
2[(x =D +3|(y = 3)] <20+30
<by (1II)

Portanto, de (1) e ( IT ) podemos formar o sistema de inequagoes
2[(x =1 +3[(y—3) <e
2[(z = 1) +3[(y = 3)| <54

Assim, podemos admitir 50 = ¢ donde vem ¢ = =

(zy)—(1,3

e sempre que 0 < [|(z,y) — (1,3)]] <.

Logo, lim 2z+3y =11, poisdadoe > 0existe d = % tal que | f (z,y) — 11] <
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Definigao 2.10. Seja A (x¢,%9) um ponto e D um subconjunto de R?. Dizemos que
A (zg,y0) € ponto de acumulagao de D se toda bola aberta centrada em A (zg,yo) e raio

r tem uma infinidade de pontos de D.

Exemplo 2.11. Seja D o conjunto de todos os pontos (z,y) tais que z*+y* < 1. Entao
os pontos A (xg,y0) = (0,0) em B (x1,11) = (%7 @) sao pontos de acumulagao de D.

Porém o ponto (1,1) nao é.

Definicao 2.12. Seja f uma funcgao de duas variaveis definida num conjunto aberto
D C R2. Seja B(xo,yo) um ponto de acumulacao de D. Entao o limite de f (z,y)

quando (z,y) tende para (zo,yo) € L se dado € > 0 podemos encontrar 6 > 0 tal que

|f(z,y) — LI <e
sempre que
0 < |[(z,y) — (o, 50)|| <0

Nesse caso, escrevemos
lim f(x,y)=1L
(2,y) — (0, Y0)
D

Teorema 2.13. Seja f uma fungao de duas variaveis definida numa bola aberta cen-
trada em A (xo,vo), B (A (zo,y0) ,7), exceto possivelmente em A (x9,%o). Se f (x,y) tem

limites diferentes quando (z,y) tende para (xg,yo) por caminho diferentes entao

lim f(x,y) nao existe
(@,y) — (w0, %0)
D
. Ty ~ .
Exemplo 2.14. Vamos mostrar que lim ———— nao existe.

(@9)—(0,0) 2% + y?
Solucao. Seja S = {(z,y) € D tal que x = 0}. Note que S; é exatamente o

eixo y e é um caminho que passa pelo ponto (0,0). Assim,

lim flxy) = lim f(0,y)
(z,y) — (0,0) (0,y) — (0,0)
S1 Si
= lim %
(0,9) — (0,00 7Y
Sy
=0
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Seja Sy = {(z,y) € D tal que y = kx}. Note que Sy é o conjunto de retas

que passam pelo ponto (0,0). Assim,

lim flx,y) = lim f(x, kx)
(x,y) — (0,0) (x,kx) — (0,0)
SQ S2
= lim ki
o T 1.N\2
(k) — (0,0) ©*+ (k)
S
I 22k
(2,9) — (0,0) 1K
Sa
B k
14 k2
Como lim f(xy) # lim f(z,y)
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0)
Sl SQ
. Ty ~ .
segue que  lim ——— ndo existe.

(@.y)—(0,0) 22 + y?

2
Exemplo 2.15. Vamos mostrar que  lim % existe.
(zy)—(0,0)2° + Yy

Solucao: Primeiro vamos verificar se por caminhos diferentes o limite tem

0 mesmo valor numérico.

Seja S1 = {(z,y) € D tal que y = kx}. Note que S; é o conjunto de retas

que passam pelo ponto (0,0). Assim,
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lim flz,y) = lim f(x, kx)

(,y) — (0,0) (2, kz) — (0,0)
Sl Sl
I 3r2kzx
= m —
(2, kx) — (0,0) **+ (k)
S,
B - P’k
(2, kz) — (0,0) © (T HF)
S,
= lim 1 xkkz =0
(2, kz) — (0,0) ~ T
S,

Seja Sy = {(z,y) € D tal que y = kz*}. Note que Sy é um conjunto de

pardbolas que passam pelo ponto (0,0). Assim,

lim flz,y) = lim f(z, kz?)
(z,y) = (0,0) (z, kz?) — (0,0)
Sl Sl
) 3x2ka?
= fim o (k)
(. k%) = (0,0) ** (K%
Sy
= lim —3x4k
(2, kz?) — (0,0) 22 (1 4 k222)
Sa
lim 322k
= 1 ﬁ g
(. ka?) — (0,0) T
S2
Como lim flx,y) = lim f (z,y) segue que ha prob-
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0)
Sl SZ
- . .. 3zxy
abilidades de que L = 0 seja o limite de f (v,y) = ———.
T4ty

Para confirmar, devemos verificar se a definicao 2.8 esta satisfeita. De-
vemos mostrar que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que |f (z,y) — 0] < e sempre que
0 < ||(z,y) — (0,0)]| <. Assim,
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3y

_ 32yl 327yl
2?2 + y?

R TR AR

|f (z,y) =0 <e (1)

De 0 < ||(x,y) — (0,0)]| < & obtemos 0 < y/22? + y? < 4. Sendo z* < 2? +¢?
e |y| < v/x? + y? podemos escrever

32| lyl 3 (2 +y?) |yl
< =3yl < 3/x? 2<3) (11
224+y2 T 2492 v vty (1)

Comparando ( I ) com ( II ) podemos admitir 3§ = £ donde vem § = %.

322 32
Portanto, lim % existe e lim %
(z.y)=(0,0) 27 + Y (z9)—0,0)T= + Y

2.3. Propriedades dos Limites

i) Sejam f : R® — R definida por f(z,y) = ax+b,com a,b€ R.Entao  lim  f(z,y) =

(z,y)—(0,Y0)

ax,+b
ii) Se  lim f(zr,y)e lim g¢(x,y) existem e, ¢ € R, entdo:
(mvy)*)('TOvyO) (zvy)*}(a:OvyO)
a) lim [f(z,y)+g(z,y)= lm f(zy)+ lm g(z,y)
(xvy)*)(xﬂvyﬂ) (x,y)ﬂ(xo,yo) (x,y)ﬁ(a:o,yo)
b lim c¢f(z,y)=c lim x,
) (Ivy)ﬁ(rovyo) f ( y) (Ivy)_’(rmyﬂ)f ( y)
C lim x,y).g9(z,y)| = lim T,1). im x,
) (-rvy)_’(xovyo)[f ( y) g( y)] (z,y)%(zo,yo)f ( y) (Ivy)ﬁ(zovyo)g ( y)
d) i fw)) <“’y)gl<2°’y°)f(z’y) desde que lim  g(z,y) #0
(x,y)ﬁ(mo,yu) g(x7y) (x?y)ll)r(réo)y())g(:r,y) (‘/Eﬁy)_}(movyv) ’
e) lim  [f(z,y)]*= [lim f(z,y)]" para todon € Z%
(@)= (@oy0) (2.9)—(20:y0)

0l TG = T

(@,9)—=(z0:y0) )
lim f(z,y) <0en e Nimpar.
(z,y)—»(wo,ya)

f(z,y) para lim f(x,y) >0en€Zou
(Ivy)ﬁ(‘ro:ya)

Proposicao 2.16. Se f é uma fungao de uma varidvel, continua num ponto a, e g(x,y)

uma fungao tal que  lim g (x,y) =a, entao  lim fog(x,y) = f(a) ou

(ac,y)%(xn,yo) (xﬂy)*)(xﬂvyﬂ)
lim  f(g(z,y))=f( lm g(zy))
(x,y)%(wa,ya) (x7y)4'(£0ﬂyu)

Exemplo 2.17. Calcular ( l)m% )ln(:l:2 +ay—1)
z,y)—(1,2
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Consideramos as funcgoes:
{ g(z,y) =2* + 2y —1)
f(u) =Inu
temos que  lim g(z,y) =2 e f(u) = In(u) é continua em 2.

(z,y)—(1,2)
Aplicando a proposicao acima vem:

lim og)(x, = lim In(z? +a2y—1
(m¢y)_’(172)(f g)( y) (Z7y)_>(172) ( y )
= In[ lim (2®+zy—1
[($>y)—>(172)( Y )
= In2

Proposigao 2.18. Se lim  f(z,y) = 0 e g(x,y) é uma funcao limitada numa

(z,y)—(20,y0)

bola aberta de centro (x,,y, ) entao
lim  f(z,y).9(z,y) =0
(z,y)—(0,Y0)

Exemplo 2.19. Mostrar que lim % =0
(z.y)—(0,0)"" Y

Resolugao:

Consideremos que f(z,y) =z e g(z,y) = 215z

Sabemos que i liino O)x = 0, basta mostrar que g¢(z,y) é limitada.

Escrevendo g((x,yg;) (: If—fy2 em coordenadas polares temos que (r = rcosf e
y = rsinf)

xﬁly? = C"jg sinf — cos@sind

Evidentemente, |cosfsinf| < 1 e portanto, g(x,y) é limitada.

: 2%y
Logo (aayl)lf%o,())9”2’“1’2 =0

Exercicios

Em cada exercicio abaixo verifique se  lim : f (z,y) existe
0

) (z,y)—(0, ) s s s

T Ty z°+y

= ———— b = —— = —-——F

24y 22 43 T4y
d = — = — -
) (2,9) = — vy )f (@.y) = ) Nf(zy) = — )
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2.4. Continuidade de uma funcao de duas variaveis

Definigao 2.20. Seja f uma funcao de duas varidveis e (xg,yo) um ponto de R?. Dize-

mos que f é continua em (xg,Yyo) se, e somente se, satisfaz as condigoes:

i) f (w0, y0) existe;

it)  lim  f(x,y) existe;
(z,y)—(z0,30)

ii)  lim  f(z,y) = f (0, %)

(@,y)—=(zo0,y0)

=iz se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) =(0,0)

Exemplo 2.21. Vamos verificar se f (z,y) = { é continua em

(0,0).

Solugao: Devemos verificar se f satisfaz as condicoes da definigao 2.20.
Condigao i) Como f (z,y) = 0 se (z,y) = (0,0) a primeira condi¢ao esta

satisfeita.

Condigao #i) Vimos no exemplo 2.14 que ( l)in%o 0)% nao existe. Portanto,
x’y e b
a condicao i) da definigdo 2.20 nao ¢é satisfeita.

Logo, f (z.y) = 4 #17 *¢ (@) 7 (0,0)
go, f(x,y) { ore (29) — (0.0

nao é continua em (0, 0).

14_ _1)4
% se (z,y) # (0,1)
0 se (z,y) = (0,1)

Exemplo 2.22. A funcao definida por f(z,y) = { é continua

em (0,1)7
Para ser continua deve ser verificado as trés condicoes:

i) f (xo,yo) existe;

it)  lim  f(z,y) existe;
(,y)—(z0,y0)

i) lm  f(z,y) = f (z0,%0)

(z,y)—(z0,y0)

i. f(0,1) =0 e portanto existe.

ii. vamos verificar se  lim  f (z,y) existe e é igual a zero (se for diferente a fungao
(z,y)—(z0,y0)

nao é continua no ponto)
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e (it ) W T (@ =(=D)@*+E=1 _
(2.y)—(0,1) 7+ (W=2) (x,y)lEﬂ(o,1) 22 +(y—1)?

. x47( 71)4 o
111. (le)l{}l’%()’l)wgiw = f(O, ].)

Portanto, a F(z,y) é continua no ponto (0, 1)

F se (w,y) # (0,0)
0 se (x,y) = (0,0)

Exemplo 2.23. Vamos verificar se f (x,y) = { é continua em

(0,0).
Solugao: Devemos verificar se f satisfaz as condi¢oes da definigao 2.20.

Condigao i) Como f(x,y) = 0 se (x,y) = (0,0), a primeira condigao esta

satisfeita.

Condicgao i) Vimos no exemplo 2.15 que  lim 3%y existe,

2 2
(z,y)—(0,0) %" TY

. , . 2
isto é, lim ?;in =0.
(z,y)—(0,00" 7Y

o~ e - . 322y
Condigao i) Sendo f (z,y) =0e (I’yl)lil%oyo)szryQ = 0 segue que
i 32y
(2)—(00) " Y

= f(0,0). Assim, a terceira conci¢ao da defini¢ao 2.20 estd

satisfeita.

Portanto, as trés condicoes da definicao 2.20 estao satisfeitas.

32
_ [ E e @£ 00)
Logo, f (x,y) o { 0 se (x,y) = <O’ 0)

é continua em (0, 0).

Exercicios

Em cada exercicio verifique se as fungoes abaixo sao continuas em (0,0) .

_ [ F e @) #00)
)1 »w—{ 05 (r.4) = (0.0)

a:3+y3

21+yZ € (xvy) # (0,0)
0 se (z,y) =(0,0)

{ s se (2,y) # (0,0)

0 se (z,y) =(0,0)

L5 se (w,y) # (0,0)
Lse (z,y) = (0,0)

b)f (x,y)
o)f (z,y)
d)f (z,y)
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2.5. Derivadas Parciais

As técnicas, regras e férmulas desenvolvidas para derivacao de fungdes de uma variavel

sao generalizadas para fungoes de duas ou mais variaveis.

Definigao 2.24. Seja f uma fungéo de duas varidveis e (x,y) um ponto no dominio de

f entao as derivadas parc1a1s ’y) %”;’y) de f em (x,y) sao dadas por
of (x,y) . fle+Azy) — f(x,y)
——= = lim
ox Az—0 Ax
e
Of (wy) . fley+Ay)— fzy)
———> = lim
ay Ay—0 Ay
Exemplo 2.25. Seja f (z,y) = 2%y + xy* encontre af(z’y) afg;y)
Solucao: Aplicando a definicdao 2.25 vem
af(mv ) — 1 f(.l’—‘rA:E, )_f(z7 )
el Alirgo A
— (@+A2)2y+(@+Az)y? — (2?y+ay?)
. Al.zﬂox2y+2myAm+y(§::)2+;Uy2+y2A:cfa:2y7xy2
= Armo ) Az
T 2zyAz+y(Az)+y? Az
= Am S
EET (21y+yAm+y2)Ax
N Alilgo Az
= lim 2y + yAx + y* = 2xy + 1>
Portanto, % = 2zy + 2.
Analogamente, encontra-se %;y) = AI;IBOM%W = 22 + 2zy.
f(

Note que para encontrar ’y basta considerar ¥ como uma constante na

funcao f (z,y) e aplicar as regras de derlva(;ao estudadas na derivacido de funcoes de

of(

uma variavel. Para encontrar y’y) deriva-se em relacao a y mantendo x constante.

3f(w,y) e dfy)

Exemplo 2.26. Seja f (z,y) = 32%y + 2senwy, encontrar 5y

Solugao: Tomando y constante no primeiro caso e  no segundo temos
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% = 6xy + 2y cos xy
e
%Zay) = 32% 4 2z cos xy

Observacgao 4. No caso de f ter mais de duas variaveis sdo consideradas constantes
todas a s varidveis em relagao a qual f nao esta sendo derivada.
Exemplo 2.27. Seja f (z,y, z,t) = 32%yz3t? + 2senx®yz3t?, encontrar

Of(zy,2,t)  Of(@y,2t) Of(xy,zt) . Of(z,y,2,t)
ar 0 o9y 9. ¢ o -

Solucgao: Tomando constante todas as varidveis em relacao a qual f nao

esta sendo derivada temos

S (@y.zt) (‘gz’z’t) = 6yt + 4oy 2312 cos 22y 23t?
Sz y.zt) (‘%’z’z’t) = 3222312 + 2022312 cos 2%y 2312
78f(w8"1;’z’t) = 922y 222 + 622y 222 cos 22y 232

0f(z,y,2,t)

Y = 62%y23t + 42’y 23t cos 22yt

Interpretacao Geométrica das derivadas parciais

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como uma inclinagao. Consid-
eramos a sec¢ao da superficie z = f(x,y) pelo plano vertical y = y, . Neste plano a

curva z = f(z,¥,) tem uma tangente com inclinagao em f,(x,,y,) em .

Seja f (x,y) uma fungao de duas varidveis. Seja y = y,. Entao, f(x,y,)
descreve uma curva sobre a superficie S. Marcamos um ponto P (z,v,) sobre a curva
f (x,y,)e tracemos uma reta tangente a curva no ponto P (z, yo) com coeficiente angular
m = tga. Entao, % = tga, ou seja %ﬁy) é o coeficiente angular da reta tangente
a curva f(x,y,) no ponto P (x,y,) (veja a figura 2.10). Analogamente, %ﬁy) éo
coeficiente angular da reta tangente & curva f (z,,y) no ponto P (z,,y), conforme ilustra

a figura ?77.
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1 Eixo vertical no
plano y = y,

z=f(xy)
Acurva z =[x, vy
no planoy = y,

Reta tangente

Yo

Eixo horizontal no plano y = y,

Figura 2.10:

2.6. Derivada de uma Fungao Composta

Antes de discutir a derivada de uma funcao composta vamos falar sobre funcao composta
de duas varidveis.

Consideremos as funcoes ¢(x,y) = 2%y +y e ¥ (x,y) = x + y?. Podemos
definir uma funcio F (¢, ) por F (¢,1) = 2¢* + 31). Escrevendo F em funcao de x e y

temos:

F (¢, ) = 2¢° + 3¢

F(¢(z,y), 0 (x,9)) =2[b(z,y)]" +3[¢ (z,9)]
= 2[a%y +y)" +3 [z + 47
=2 [z%y? + 22%y° + y?] + 3z + 3y?
= 22%% + 422y + 29 + 31 + 3y?
= 2x%y? + 42?y? + 5y + 3w
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e

Fixo vertical no
plano x = x,

Reta tangente
P (g Y (s )

z=f(x,y)

(ID, y@]

(Xg Yo+ K) \\
Acurva z =ffx, y,)
no plano x = x,

Fixo horizontal no
plano x = x,

Figura 2.11:

Por exemplo,

F(6(1,2),1(1,2) =2(1)* (2 +4(1)*(2)* +5(2)* + 3 (1) = 47.

Como
dlz,y) ="y +yetp(v,y) =x+y°
segue que
6(1,2) = (1)°2+2 =14
(&}
P (1,2) =1+2%=5.
Logo,

F(6(1,2),9(1,2)) = F (4,5) = 2(4)* + 3 (5) = 47.

81



. . F F <
Nosso interesse é encontrar %ﬁ’y) e %Z’y). A fungao

F(¢(z,y),¢ (z,y)) = 22"y + 42®y® + by® + 3z

pode ser escrita como uma fungao (x,y). Isto é,

F(z,y) = 20" + 4%y + 5y + 32
e, nesse caso, temos

OF (z,y)

= 82%y* + 8y + 3
or

OF (z,y)

= 4y + 82y + 10y
Jdy

Como podemos observar, obter as derivadas parciais através desse processo
nao é muito animador. Isso é motivacao suficiente para estudar a regra da cadeia. Se
tivermos uma funcdo composta f (g (z)) sabemos que [f (g (z))] = f'(9(x)) ¢ (z). A
mesma teoria é aplicada para encontrar a derivada parcial de uma fungao composta de

varias variaveis.

Seja z (z,y) = F (¢(x,y),¢ (x,y)) entdo

0z(w,y) _ OF($,9)0¢  OF(¢,4) 0y
or  0¢ Ox oY Ox

0:(ay) _OF(6.0)06  OF(6.4)0%
oy do Oy oY Oy

Exemplo 2.28. Consideremos as fungoes

oz, y) =2’y +y

V(wy) =a+y’

Podemos definir uma fun¢ao F (¢, 1)) por

2 (w,y) = F ($,9) = 2¢° + 3¢

. p)
e depois encontrar Z2&y) o 92y)
ozx oy
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Solucgao: Inicialmente, determinamos as derivadas parciais das fungoes ¢(z, y),
¥ (x,y) e F(¢,1) Temos, entdo:

EOY) _ gy Y _ 3 9y o 2

8¢ __ .2 o __

Substituindo em

0:(v,y) _ OF (6,0)26  OF (6,1) 00
oxr  0¢ Ox oY Ox

0:(v,y) _ OF (0.4) 00  OF (6,1) 00

oy 09 Oy -y
vem

9z (z,y) g 00
Ox N 4¢ + 3 ox

:4(93 y+y) (2zy) +3(1)

= 8x3y? + 8xy? + 3

Yoz (ay) _ 00 00
2\, Yy o op oy
9y =4¢ By +3 By

=4(z?y +y) (2* +1) +3(2y)
= 4oty + 822y + 10y

Exemplo 2.29. Determine g—F e da fungao F(z,y) = In /(x4 + 22y + y3) + (2zy + 322)

solugao: Podemos rescrever a F(x,y) como:

F(f.g) =In(f +g)3
onde

flz,y) =" + 22y + ¢°

g(z,y) = 2xy + 327

usando a regra da cadeia, temos:

F =1n /(x4 + 22y +43) + 2wy + 322)
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a_F B 6z + 4y + 423
Or  20xy + 1522 + bat + 5y3

oF _ 10F0f 0Fdy,
Ox 5'0f 0xr  0g Ox
Lo 1
5'f+g0x f+gox
1, 1(42% 4 2y) + (2y + 62)
N 5[ x* + y3 + 4oy + 32
6x + 4y + 423
20xy + 1522 4 bzt + 5y3

}

Exemplo 2.30. Variacao dos valores de uma funcao ao longo de uma hélice. Encontre

Cfi—’f sew =uxy+ z, x =cost, y =sint e z = t.Qual é o valor da derivada em t = 0?7

Solucgao:

o owds oudy | owd:
dt Ox dt Oy dt 0z dt
= y(—sint)+ x(cost) + 1(1)

= sint(—sint) + (cost)(cost) + 1
= —sin®t+cos’t+ 1 =1+ cos2t

d
Logoemt = 0 temos d—I: =14 cos(2.0) =2

Exercicios

Escreva as fungoes abaixo na forma de fungoes composta e encontre as derivadas parciais

em relacao a z e y.

2
a) z =Invx2e? + x2e~2 b) z=1In [(e”?ﬂ) + 22+ y]

c) z =r?cos®t + 2r?sent cost + r’sen?t d) z = \/:E + 92 4 (22e~)°

2.7. Derivadas de Fungoes Implicitas

Seja y uma fungao de x definida pela equagao F (z,y) = 0. Por exemplo, 22 +4*>—9 =0
ouz?P + 23 +ay+a+y—9 =0 A equacio 2? + y*> — 9 = 0 pode ser expressa

explicitamente em funcao de z ou de y. Porém, nao podemos fazer o mesmo com a
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equagao z2y® + 2%y? + ry + v +y — 9 = 0. Também, fazendo F (z,y) = 22 + 4> — 9

. dy dx 5 2.3
facilmente encontramos 7o © g © Tesmo ndo ocorre se fizermos F (z,y) = z°y° +
x Y
23y? + 2y +x +y—9. Nosso interesse estd em encontrar uma forma de determinar com

dy d
rapidez as derivadas il e —x.
dr  dy

Inicialmente, vamos resover o problema usando o conhecimento adquirido em

Calculo I. Vamos derivar y implicitamente em relagdo a x na equagao
P4 ey +y—9=0.

Temos

(2xy® + 32%%y) + Bz* > + 223y ) + (y+2y/) + 1 +4 =0
ou
(31'292]/ 4 21'3ny 4 a:y’ 4 y/) 4 (21’3/3 + 3$2y2 + y + 1) =0
Ba*y’y +22%y +x+ 1)y = — 2ay® + 322> +y + 1)

;L 20y3 + 3222 +y + 1

T 32y + 223y + o+ 1

ou

dy  2xy®+32%y*+y+1
dr 322y + 223y +x + 1

(1)

Sendo F (z,y) = 2%y® + 23y* + xy + v + y — 9 obtemos as derivadas parciais
de F' dadas por

OF
OF (z.y) =201 + 3% +y+ 1
or
‘ OF
—a(;’ v _ 3%y + 22%y + o + 1.

Observando estes resultados e comparando com ( I ), podemos podemos

escrever a formula

OF (z,y)
@ ___ 0Oz
dx OF (x,y)
dy
sempre que F (z,vy), 8F(§$’ y) e 8Fa(ac,y) forem continuas em (x,y) € D e OF (x,y) +
T Y Yy

0.
Se F' for uma fungao com mais de duas variaveis, usando o mesmo procedi-

mento determinam-se as derivadas parciais.
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0 oy or
or 0z 0z

Exemplo 2.31. Dada a funcao implicita 2? +y? + 22 — 9 = 0, encontrar

Solugao: Escrevemos F (z,y,z) = 2% + 3> + 22 — 9, entao teremos

OF (x,y, 2) oy
Ox
aF ('/1"7 y) Z) — 2y
dy
e
OF (x,y, 2) _ o,
dy
Agora, substituindo convenientemente na férmula acima vem:
OF (z,y,2)
2_  ow T v
ox  OF(z,y,2) 22 2z VI— @2+ 2)
0z
OF (z,y,2)
W G 2 T r
ox OF (x,y, 2) 2y y 9 (221 22)
dy
OF (z,y,2)
O " 9, 22 _ _z__ c
0z  OF(wv,y,2) 20z  J9— (12+22)
Ox

2.8. Derivada parcial como taxa de variagao

0
Suponhamos que f é uma funcao de duas varidveis. Entao, a derivada parcial 8_f (20, Yo)
x
d4 a razao instantanea de varia¢do de f no ponto P (xo, o) por unidade de variacao de

x. Isto é a taxa de variagao de f por unidade de x no ponto P (zg,yo)-

Analogamente, 6 (70, y0) d& a taxa de variagdo de f por unidade de y.
Y
Exemplo 2.32. Suponhamos que um volume de gas em certo recipiente seja
V = 100cm?, a temperatura seja T = 90°C' e a constante de proporcionalidade k = 8.
a) encontrar a taxa de variagao instantanea da pressao P por unidade de T';

b) encontrar a taxa de variagao instantanea de V' por unidade de P.

Solugao: De acordo com a lei do gas ideal para um gas comprimido vale a
relacao PV = kT.
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Na questdao a) do exercicio estamos interessados na taxa de variacao in-
stantanea da pressdo P por unidade de T, de modo que devemos escrever P em funcao
de T e V. Isto é,

kT
P(T\V)=—
( ) ) V
A taxa de variacao instantanea da pressao P por unidade de T' é dada pela derivada
parcial
oP(T,V k
% =y 1o ponto P (907, 100)
Asssim,

0P (90°,100) 8
— - =—=0,08.
oT 100 ’
Na questdo b) do exercicio estamos interessados na taxa de variagdo in-

stantanea de V por unidade de P, de modo que devemos escrever V em funcao de T e
P. Isto é,

kT
V(T,P)=—
( ? ) P
A taxa de variacdo instantanea da pressao P por unidade de T' é dada pela derivada
parcial
oV (T, P) kT o
—p = O ponto P (90°, P)

Para determinar P usamos a relagao

PV =kT
e obtemos ®)
90 (8
P=—==72
100 7
Portanto,
oV (90, 7.2 8 (90
(90, ):— ( 3:—13.889.
opr (7.2)

Exemplo 2.33. A altura de um cone circular é de 100cm e decresce a razao de 10cm/s.
O raio da base é de 50cm e cresce a razao de 5cm/s. Destermine a velocidade da variagao

do volume.

Solugao:

Primeiro vamos escrever o volume do cone em funcao do tempo:



av._ovdr oV dh
dt — Or dt  Oh dt

v _ 27”%(@) 4 7T_7"2@
dt 3 “dt 3 dt

7(50)2
3

AV 2750.100

e = )+ T (-10)

dV. 500007 250007 _ 250007

dat 3 3 3

2.9. Diferencias Parciais e Totais

Para entender o significado das diferenciais parciais e total vamos examinar os exemplos.

Exemplo 2.34. Consideremos um retangulo de lados x e y. Entao a area desse retangulo

é A(z,y) = xy.

Considere a figura 2.12

y+dy

X x+dx

Figura 2.12:

Se ao lado x for dado um acréscimo infinitesimal dx a drea do novo retangulo

sera
A'(x+dx,y) = (x+dv)y
A (x4 dz,y) = vy + ydx
A (x +dx,y) = A(x,y) + ydx
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Az +dz,y) — A(z,y) = ydo

A variacao infinitesimal parcial

da 4rea serd

dA, = ydzr. Veja na figura 2.12.

Sendo M = y podemos escrever dA, = ——=dx.
Ox ox

Analogamente, a diferencial parcial em relacao a y é dada por dA, =

0A (z,y)

0A (2,y)
y

Se aos lados x e y forem dados acréscimos infinitesimais dx e dy a area do

dy.

novo retangulo sera
A (x+de,y+dy) = (v + dx) (y + dy)
A (x4 dz,y + dy) = xy + ydx + xzdy + dxdy
A (x4 dx,y + dy) = A(z,y) + ydx + zdy + dxdy
A (x +dz,y) — A(z,y) = yde + xdy + dxdy
A estimativa da variacio total dA, da drea serd

dA = ydx 4+ xdy + dzdy. Veja na figura 2.12
OA (z,y) 0A (z,y)

Sendo —— =y, ———= = x e o produto dos
Ox oy
infinitesimais dz e dy é desprezivel, isto é dxdy =~ 0
A A
podemos escrever dA = 04 (z.y) dx + 04 (z.y) dy.
ox oy

Exemplo 2.35. Consideremos um paralelepipedo de lados x, y e z. Entao o volume

deste paralelepipedo sera dado por V (z,y, z) = xyz.
Desenvolvendo um raciocinio analogo ao do exemplo anterior obtemos
V(x+dr,y,z)=(x+dr)yz
V' (z+dx,y,z) = xyz + yzdx

V' (z+dx,y,z) =V (x,y,2) = yzdx

ou dV, = yzdx donde vem
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oV (z,y,2)

dV, = dx
o oV oV
Analogamente, obtemos dV, = Mdax, avy, = Mdy e
ox oy
av, = WV @y.2)

z
Se aos lados x e y forem dados acréscimos infinitesimais dx e dy o volume

do novo paralelepipedo sera

V' (x4 dv,y + dy, 2) = (x + dx) (y + dy) 2
V' (x +dz,y +dy, z) = 2zyz + yzdr + xzdy + zdzxdy
V' (x+dzx,y+dy,z) =V (2,9, 2) + yzdz + xzdy + zdzdy

AVyy = yzdx 4 vzdy + zdxdy

O produto zdxdy tende a zero. Logo, é desprezivel e, portanto, a estimativa
da variacdo infinitesimal parcial do volume do paralelepipedo apds dado um acréscimo
aos lados x e y sera dada por

qv,, — ov(ryz2),  OVyz

ox oy

dy

Finalmente, se aos lados x, y e z forem dados acréscimos infinitesimais dzx,

dy e dz o volume do novo paralelepipedo serd

V' (x4 dr,y +dy, 2z + dz) = (z + dz) (y + dy) (2 + dz)

V' (z +dx,y + dy, 2) = (zvy + ydz + zdy + dxdy) (z + dz)
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V' (x +dx,y + dy, 2) = vyz + yzdr + xzdy + zdxdy + vydz + ydrdz + xdydz + dedydz

V' (x +dx,y +dy, 2) =V (2,9, 2) = yzdr+zzdy+zdedy+rydz+ydrdz+rdydz+drdydz

dV = yzdr 4+ zvzdy + zdxdy + xydz + ydrdz + vdydz + dxdydz

Nas figuras, a seguir, podemos ver, primeiro o parelelepipedo resultante dos
acréscimos atribuidos a cada uma das varidveis e na sequéncias cada um dos volumes

resultantes que compoe o DV

dz

dx

Volumes resultantes em virtude dos acréscimos sao vistos na figura abaixo
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dz

d

dx Y

dz ,
y
X
dx
7
Z Z
Yy
dx
X y = dy
dz
b'e dy

Os produtos zdxdy, ydxdz, xdydz e dxdydz tendem a zero. Logo, a soma
zdxdy + ydxdz + xdydz + dxdydz é desprezivel e, portanto, a estimativa da

variacao infinitesimal total do volume do paralelepipedo apés dado um acréscimo aos

lados x, y e z serd dada por

dV = yzdx + vzdy + zydz

oV (x,y, Z)dx—i— v (ﬂc,yﬁ)dy+ oV (z,y,2)

dv = ox dy 0z

dz

Geralmente, escreve-se

oV oV ov
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Seja f (x,y,z) uma funcdo entdo a diferencial total de f é dada por

R R
df = 8xd$+ aydy+ 8zdz

A diferencial total de uma fungdo d4 uma estimativa da variagdo da funcao

quando dados acréscimos as variaveis independentes.

Exemplo 2.36. Uma lata de metal fechada, na forma de um cilindro circular reto que
possui altura interna igual a 6cm, raio interno 2cm e espessura 0,1cm. Usando diferencial
total faca uma estimativa da quantidade de material necessario para fabricacao dessa

lata em cm?®.

Solugao: O volume exato de metal para fabricacao da lata é a diferenca
entre o volume interno e o volume total da lata. Sejam h a altura interna, H a altura
total r o raio interno e R o raio total. Entao, teremos h = 6cm, H = 6+2(0,1) = 6, 2cm,

r=2cme R=2+0,1=2,1cm. Seja v o volume interno e V' o volume total. Temos,

entao
Volume Interno Volume total
v =mnr’h V =nR*H
v="7(2)6 V=n(21)6,2
v = 24mem? V = 27,3427em?
Portanto
AV =V —w

AV = 3,342wem?

Porém, a estimativa do volume de material necessario para fabricar a lata,

obtida através da diferencial total é:

ov ov
dV = S-dr+ - dh
dV = 2nrhdr + mridh
dV =27 (2) (6) (0.1) + 7 (2)* (0.2) = 3. 2mem?.

Note que a estimativa é dV menor do que AV, pois

AV = n(r +dr)? (h + dh) — nr*h
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Figura 2.13:

AV = 7r2dh 4 2rrdrh + 2rrdrdh + 7 (dr)® b + 7 (dr)? dh

AV = %dh + ?dr + 2xrdrdh + w (dr)* b+« (dr)* dh
-

Em funcao de ter sido desprezada a combinacao

2nrdrdh + 7 (dr)® h 4 7 (dr)? dh tem-se dV < AV.

Exemplo 2.37. Usando diferencial, determine a variagao do volume, do recipiente (ver

figura ?? ) quando a altura aumenta de 3% e o raio decresce de 1%

Solugao:

V=Vt

Onde V; = cilindro e V5, =Cone

dados do Cilindro: R=4e h=2; dR = =&

= — _0.04; dh = 2535 = 0.06 —
V =7R?h

—4 . _ __ 7wR?h
A 0.04;dH = 0.15 — V, = =%

dados do Cone: R=4e H =5;dR = :
Portanto a diferencial de volume ¢ igual a
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oV oV ovi
AV +dv; = [ﬁd}% + %dh} + {ﬁd}% + dH
2
— [2nRhdR + rR2dH] + TR 4 %dh]
274 x5 w16

274 % 2 % (—0,04) + 716(0,06)] + [

1,61 2.4 0,8
: 7T+7Tﬂ]:0,32w+’?7r%0,597r

(~0,04) + ==(0,15)

= [-0,647 + 0,967 + |

Exemplo 2.38. Vamos considerar uma caixa com tampa, de forma cilindrica, com
dimensoes: r = 2cm e h =5 cm. O custo do material usado em sua confeccao é de R$
0,81 por cm?.Se as dimensoes sofrerem um acréscimo de 10% no raio e 2% na altura,

pergunta-se:

a. Qual o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa?

b) Qual o valor exato do acréscimo no custo da caixa?

Solucgao
Podemos escrever a fungao custo como C(r, h) = 0.81(27rh + 277r?)

2 a 4rea da base ou tampa.

onde 27rh representa a area lateral da caixa e wr

Quando o raio de base sofre um acréscimo de 10%, passa de 2 para 2,2 cm,
portanto Ar = 0,2

Quando a altura sofre um acréscimo de 2%, passa de 5¢cm para 5, lem,
portanto, Ah = 0,1

Vamos usar a diferencial para encontrar o valor aproximado do acréscimo do

custo. Portanto, temos:

oC oC
dC = gdr + %dh

dC = 0,81(27h + 47r)dr + 0, 81.27rdh

dC = 0,81(275 + 472)0.2 + 0,81.272.0, 1 &~ 10, 17

Portanto, o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa quando as
dimensoes sao modificadas é de R$10, 17, ou um acréscimo de 14, 28%.

Para saber o valor exato do acréscimo no custo da caixa, temos que calcular:
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AC
AC

C(2,2:5,1) — C(2,5)
0.81(272,2.5,1 + 27(2,2)%) — 0.81(272.5 + 2722) & 10, 47

Assim, o valor exato é de R$10,47, ou um acréscimo de 14, 7%. Observamos, assim, que

o erro do célculo aproximado foi de 0, 42%.

Exemplo 2.39. Uma caixa em forma de paralelepipedo tem dimensoes internas iguais
a 6cm, 8cm e 12cm. Sendo a espessura das paredes 0,2cm, do fundo 0,3cm e da tampa
0,1cm, fazer uma estimativa aproximada em cm® da quantidade de material necessdrio

a ser usado na confeccao da caixa.

Solugao: Vamos usar a diferencial total para fazer a estimativa solicitada.
Sejam x = 6, y = 8 e z = 12. Como a espessura das paredes é 0,2cm tem-se dx = dy =
2(0,2) = 0,4 e sendo a espessura do fundo 0,3 e da tampa 0,1 tem-se dz = 0,3+ 0,1 =
0,4. Como V = xyz segue que

oV V. IV
AV = G+ gody + G dz

= yzdr + zvzdy + xydz

=8(12)0,44+6(12)0,4+6(8)0,4
= 86, 4cm?®

Portanto, uma estimativa da quantidade de material necessario a ser usado

na confeccao da caixa é dV = 86, 4cm?.

2.10. Derivadas Parciais de Ordem Superior

of
oy’

dessas derivadas parciais pode ser novamente derivadas em relacao a x e a y.

0
Seja z = f (x,y) que possui derivadas parciais a—f e ——, também derivaveis. Cada uma

Notacoes

2
° 82 <ﬁ> g ‘}; é a segunda derivada parcial de f em relagao a x;
T
3
g — —f _9 f é a terceira derivada parcial de f em relagao
ox ox " a8

a x;
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2
. 9 (91 = oJ ¢ a segunda derivada parcial de f primeiro em em
dy \ Ox Oyox

relacao a x e depois em relacao a y;
0?f

° 8233 (%) = 9 5 ¢ a segunda derivada parcial de f primeiro

em relacao a y e depois em relagao a x;

3
° % (% (%)) = g—y]; ¢ a terceira derivada parcial de f em relagao a y;

No caso da funcao f ter mais de duas varidveis a notagao segue a mesma

légica. Por exemplo, se temos f (z,y, z,t) tem-se

o (0 (0 [Of B o f .
° e (& (8_31 (%>)> = W representa a quarta derivada de f,

primeiro em relacao a x depois em relacao a y e assim sucessivamente.

4
Exemplo 2.40. Seja f (z,y, z,t) = 23y*25t? encontrar %
0*f Bf o*f

nessa ordem:

Solugao: Encont o
olugdo: Encontramos =, 970y’ Dxdydz © 0x0ydz0t’

° g—i (z,y,2,t) = 3z%y* 5t

. ;xiéfy (z,y,2,t) = 1220%y° 2"t

. af(;;az (z,y,2,t) = 6022y> 2>

o % (z,y,2,t) = 12027y 2*t.

Exemplo 2.41. A equacgao % + giyé‘ = 0 é conhecida como a equacao de Laplace em
Rs.Mostre que a fungao

u(z,y) = e"seny + €Y cosx
satisfaz a equacao.

solugao:

Seja u = e”siny + e¥ cos x temos as seguintes derivadas parciais:

‘g—Z = (cosx) e’ + (cosy) e”
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giy? = (cosx)e¥ — (siny) e*

% = (siny)e” — (sinx)e?
% = (siny)e” — (cosz)e?
g—Z = (cosz)e’ + (cosy)e”
giyz = (cosz)e’ — (siny)e”

. . ~ 2 2
Vamos verificar se satisfaz a equagao % + ng =0

% + gi;; = (siny) e® — (cosx) e’ + (cosz) e — (siny) e’ =0 (cqd)

Exercicios

1. Seja f (z,y,2) = 23y*2® + xsenyz encontre todas as derivadas parciais de f até a

terceira ordem.

2. Seja f(z,y) = e“Iny encontre todas as derivadas parciais de f até a segunda

ordem.

3. Use a lei do gés comprimido PV = kKT com k = 10 para encontrar a taxa de
variacao instantanea da temperatura no instante em que o volume do gas ¢ 120cm?
e estd sob uma pressao de 8din/cm?, a taxa de crescimento é 2cm?3/s, a pressao
decresce a taxa de 0,1din/cm?. Sugestdo: escreva P, V e T em fun¢iao do tempo
t.

2.11. Extremos de uma Fungao de duas Variaveis

Seja f uma fungao de duas variaveis. Dizemos que f tem um maximo relativo no ponto
(a,b) se existir um bola aberta de centro (a,b) e raio r > 0 tal que para todo (z,y)
pertencente a bola tem-se f (x,y) < f (a,b). Por outro lado se f (x,y) > f (a,b) tal que

para todo (z,y) pertencente dizemos que f tem um ponto de minimo relativo no ponto
(a,b).

Definigao 2.42. Os valores maximos e minimos de f sao denominados pontos extremos

de f.

Teorema 2.43. A condi¢ao necessdria para que um ponto (a, b) seja um ponto extremo

0f (8)  0f (a.h)
oxr dy

do dominio de f.

sejam nulas, ou nao existam ou (a, b) pertenga a fronteira

de f é que
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Ponto Critico

- . L. of (a,b
Definigao 2.44. Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Se %.e
x
of (a,b) . - . . .
% sao nulas ou nao existirem entao (a,b) é denominado ponto critico de f.
Y

Ponto de Maximo e de Minimo

Teorema 2.45. Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Suponhamos que
of of o*f *f f . o*f

Oz’ Oy’ 022 9y Oxdy  Oydx

(a,b). Suponhamos que (a,b) seja um ponto critico e sejam ainda:

existem e sdo continuas na bola aberta de centro

0*f 0*f
A @ (aa b) aya (a7 b)
T 0y ZL (o
away (a7 ) yg (G/, )
© 2
O = % (a,b)
entao se:

i) A>0e® <0 afuncao f tem um maximo relativo em (a,b);
ii)) A>0e© >0 a fun¢ao [ tem um minimo relativo relativo em (a, b);
iii) A = 0 nada podemos afirmar;

iv) A <0 a fungao f tem um ponto de sela em (a,b).

Exemplo 2.46. Encontre os pontos criticos da funcao f(z,y) = 4xy—x*—2y? classificando-

OS.

1. Vamos encontrar os pontos criticos:
of (x,
Uey) — gy — 423 =0

of (@y) _ —
8—yyf4x—4y—0

4y —42% =0
r=0;2==1

dr —4y =0
{ e sr—2=0=>2(1-2%)=0

Logo os pontos criticos sao:

P(0,0) Q(1,1) e R(—1,-1)
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2. Vamos analisar o delta
2f  9f
oz2 Oz0y
>?f  f
Ozxdy 0x2

—1222 4
4 —4

A:

3. Vamos analisar o valor de 227’; = h(z,y) = —1222
h(0,0) =0
h(1,1) = —12

h(—1,-1) = —12
4. Conclusoes
A(0,0) < 0 portanto o ponto (0,0) é de sela
A(1,1) >0e % < 0 portanto o ponto (1, 1) é ponto de maximo
A(-=1,-1)>0¢e % < 0 portanto o ponto (—1,—1) é ponto de maximo

Logo os pontos (1,1) e (—1,1) sdo pontos de maximos e o ponto (0,0) é

um ponto de sela.

Exemplo 2.47. Determine as dimensoes de uma caixa retangular sem tampa destinada
ao acondicionamento de 108cm? de volume se queremos usar a minima quantidade em

material para sua confeccao.

Solugao: Sejam x o comprimento da base, y a largura da base, z a altura,

S a superficie e V' o volume da caixa. Entao podemos escrever o sistema

S(:L’,y,z) =ay+ 2xz 4 2yz
v
V(‘T?ya Z) = TYz donde z = —
ryY

A fungdo S(x,y, z) pode ser escrita como uma fungao de duas varidveis, se z

for substituido por —. Desse modo temos
Ty

2V 2V
S(zy) =zy+—+—
Yy T

100



Aplicando o teorema 2.43, vamos determinar os pontos criticos.

Inicialmente, pelo teorema 2.43 devemos resolver o sistema de equagoes

of

para determinar os pontos criticos.
- (z,y) =0
By (z,y)
Temos entao,
0 2V

)
donde o1
— =0
{ T — i—‘; =0
implica em
ya? — 2V =
{ xy? =2V =

donde vem ya? = zy?, ou seja x = y. Portanto, 2V = 3.

Sendo V' = 108, segue que z = /2(108) = 6, y = 6.

(a,b) = (6,6) é ponto critico da fungao S(z,y) = zy + % + &,

xT
Na sequéncia determinaremos os valores de

0% f 92 f

-7 (a,b) (a,b) 2
dx? OyOox o°f
A= an ng e@:w(a’b)'
Oxdy (a,0) 2 (a,b)
Temos,
Of _ 4V Of . 4(108)
w (x,y) = F donde vem @ (676) == = 2
82f aZf
D20y (z,y) =1 donde vem 9207 (6,6) =1
62f an
g0 (x,y) =1 donde vem 0 (6,6) =1
Pf oy A Pf . 4(108)
a_yg (z,y) = ? donde vem B (6,6) = &= 9
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Portanto,

21
1

Como A =3>0e® =2>0, pelo teorema 2.45, item ii) f tem um minimo

relativo no ponto (6,6). Logo, as dimensdes da base da caixa sdo x = 6cm e y = 6em.

108
Sendo que z = — segue que z = —— = 3.
q - segue g 6.(6)
Portanto, as dimensoes da caixa, para que o custo de fabricacao seja minimo,

sao x = 6cm e y = 6cm e z = 3cm

Exemplo 2.48. Um fabricante faz 2 modelos de um item, padrao e de luxo. Custa R$
40,00 para fabricar um modelo padrao e R$ 60,00 o de luxo. Uma firma de pesquisa
de mercado estima que se o modelo padrao for vendido por x reais e o de luxo por y
reais, entao o fabricante venderd 500(y — x) do item padrao e 45000+ 500(x — 2y) do de

luxo a cada ano. Com que pregos os itens devem ser vendidos para maximizar o lucro?

Solugao:

A Funcao lucro é dado por :
L(z,y) = 500(y — x)(x — 40) + (45000 + 500(x — 2y))(y — 60)

Para encontrar os pontos criticos devemos fazer

OLwy) _ o, Ory) _
ox dy
e portanto temos:
OL@.y) _ 1000 — 10002 — 10000 = 0
ox
oL
# = 1000z — 2000y + 85000 = 0

Resolvendo este sistema temos:
{ 1000y — 10002 — 10000 = 0 { —1000z + 1000y = 10000 { =65
_ .

1000z — 2000y + 85000 = 0 1000z — 2000y = —85000 | y =75

Ponto Critico (65, 75)

Vamos analisar se este ponto critico € um ponto de maximo

O?L(z,y)

O*L(z,y)

Z=\d) 9
5 000
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OL(z,y)

= 1000
0xdy
0?L(z,y)
— 77 —1000
Oyox
—1000 1000 p
1000 —2000
¢ 0?L(z,y)
z,y
——===-1000 < 0
0x?

Portanto o ponto P(65,75) é um ponto de méximo.

Logo o item padrao serd vendido por R$ 65,00 e o de luxo por R$75,00.
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2.12.

Exercicios Gerais

1. Usando a definigado mostre que:

lim (3z4+2y)=8 b lim (22 —4y) =—-10
(z,y)—(2,1) ( v) ) (,y)—(1,3) ( v)

2. verifique se 0 lim > existe.

3.

10.

11.

. Se U = —F—
v 2 +y?+22

. Sendo z = f(u) com u = x + ay?® prove que g_;, —2ay3E =0

(2,5)—~(0,0) e
Em cada funcao verifique se f é continua

2zy ,se (z, 0,0 vy g (g
O bM%wz{x” (#9) 7 ©,0)
0, se (z,y) = (0,0) (0,0)

- xg’“;’/z se (z,y) # (0,0)
d)f (xyy) - { OJr se (x’y) = (0,0)

[ Ese (1,9) £ (0,0)
H ’y)_{ 0 se (z,y)=1(0,0)

Mostre que z = seny + In(£) é solugao da equacdo diferencial yaz + x@ =0

Usando a regra da cadeia (fungdes compostas) encontre e g;
a) f(z,y) = r¥n b) f(z.y) = wzijé’ﬂ
o)f (w,y) = In /(22 + y2) + (22 + y?a?)
1 Pu  Pu  Pu

mostre que

o2 "o o2

0%z 0%z

. Se z = In (z? 4+ y*) mostre que — + — = 0.

012 | Oy

. Um pintor cobra R$12,00 por m? para pintar as 4 paredes e o teto de uma sala.

Se as medidas do teto sao 12m e 15m e altura 30m, com um erro de até 0,05m
em todas as dimensoes. Aproxime o erro, usando a diferencial, na estimativa do

custo do trabalho, a partir dessas medidas.

A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = V%watts. Se V =
120 volts e R = 12 ohms, calcular através da diferencial um valor aproximado para

a variagao de energia quando V decresce de 0,001V e R aumenta de 0, 020hms.

Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha conica,
Num dado instante, o raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm . Obter uma

aproximacao da variacao do volume, se o raio varia para 12,5 cm e a altura para
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

7,8 cm. Comparar o resultado com a variacao obtido com a variacao exata do

volume.

A areia é derramada num monte conico na velocidade de 4m? por minuto. Num
dado instante, o monte tem 6m de didmetro e 5 m de altura. Qual a taxa de
aumento da altura nesse instante, se o diametro aumenta na velocidade de 2cm

por minuto? R ~ 0, 39

A capidade vital V dos pulmées é o maior volume de ar que pode ser exalado apds
uma inalagao de ar. Para um individuo do sexo masculino com x anos de idade e y
cm de altura, V pode ser aproximada pela férmula V' = 27,63y — 0.112xy.Calcule

e interprete (a)2¢ (b)%—‘;

A resisténcia R, em ohms, de um circuito é dada por R = % onde [ é a corrente
em amperes e F/ é a forca eletromoriz em volts. Num instante, quando £ = 120V
e [ = 15A, E aumenta numa de velocidade 0,1V/s e I diminui a velocidade de

0,05A/s. Encontre a taxa de variagdo instantanea de R. Res = 3—10

Um funil co6nico de dimensoes h = 4 m e r = 3 m sera construido para auxiliar
o armazenamento de graos. Sabendo que o material utilizado na construgao desse
funil custa R$ 150, 00 por m?2. Usando diferencial, responda qual serd o acréscimo

de custo na construcao desse funil se aumentarmos seu raio em 5% e sual altura

3%.

Uma caixa em forma de paralelepipedo tem dimensoes internas iguais a 7cm, 8cm
e 13cm. Sendo a espessura das paredes 0,2cm, do fundo 0,3cm e da tampa 0,1cm,
fazer uma estimativa aproximada em cm® da quantidade de material necessario a

ser usado na confeccao da caixa.

Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepipedo para estocar
270m3 de combustivel, gastando a menor quantidade de material em sua con-
strucao. Supondo que todas as paredes serao feitas com o mesmo material e terao

a mesma espessura, determinar as dimensoes do tanque.

Uma caixa retangular tem volume 20cm®. O material usado nas laterais custa

R$ 1,00 por metro quadrado, o material usado o fundo custa R$ 2,00 por metro
quadrado e o material usado na tampa custa R$ 3,00 por metro quadrado. Quais

as dimensdes da caixa para que o custo de confegao seja minimo?R = (2,2, 5)
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sejam A(0,0), B(4,0) e C(3,3) os vértices de um triangulo. Encontre o ponto
P (z,y) tal que a soma dos quadrados das distancias do ponto P aos vértices seja

a menor possivel.

Determine as dimensoes relativas de uma caixa retangular sem tampa destinada

ao acondicionamento de o maximo possivel de volume.

Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 128cm?® de
volume. Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado
para a tampa e para o fundo da caixa, determinar as dimensoes da caixa que

minimizam o custo.

Determinada empresa produz 2 produtos cujas quantidades sao indicadas por x e
y. Tais produtos sdo oferecidos ao mercado consumidor a precos unitarios p; e
P2, respectivamente, que dependem de z e ¥y, conforme equagoes p; = 120 —2x e
p2 = 200 — y O custo total da empresa para produzir e vender quantidades x e y
dos produtos é dado por C = 22 + 212 + 2zy.Admitindo que toda a producao seja

absorvida pelo mercado, determine a produgao que maximiza o lucro.R = (10, 30)

Uma loja vende dois tipos de casacos A e B. O casaco A custa $ 40,00 e O casaco
B custa $ 50,00. Seja sendo x o preco de venda do casaco A e y o preco de venda
do casaco B. O total de vendas feito pela loja foi (3200 — 50x + 25y) para o casaco
A e (25z — 25y) para o casaco B. Encontre os valores de x e y para que o lucro

seja maximo.R = (84, 89)

Uma loja vende dois tipos de produtos A e B. O produto tipo A custa $ 50,00 e
o produto tipo B custa $ 60,00. Seja sendo x o preco de venda do produto tipo
A e y o prego de venda do produto tipo B. O total de vendas feito pela loja foi
(—250x + 250y) para o produto tipo A e 32000 + 250 (z — 2y) para o produto B .

Encontre os valores de e y para que o lucro seja maximo.R = (89,94)

Alguns correios exigem que o perimetro da face superior de um pacote mais o
comprimento da altura nao exceda 84 cm, para que possa ser enviado. Determinar
as dimensoes do pacote retangular de maior volume que pode ser enviado. R =
(14,14, 28)
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