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Funcoes de Varias Variaveis
por
Milton Procopio de Borba

Neste capitulo, iremos ampliar os conhecimentos de limites, derivadas, diferenciais e estudo da variagao
das fungbes que dependem de mais que uma variavel.

Como exemplo, podemos usar a fungéo 7(x, y) que da a temperatura T de cada ponto (x, y) de uma chapa
circular (exceto as bordas, que é constituida de outro material) de raio unitario, localizada no centro do
plano XoY: T(x,y)=x?+y?-2x+5y-10,comdominioD={(x,y) /x>+y’<1}.

Poderemos estar interessados em analisar as variagdes das temperaturas em diferentes pontos, quais os
pontos mais quentes, mais frios, qual seria a tendéncia da temperatura na borda, ...

Apesar de trabalharmos mais com fungbes de duas variaveis, os mesmos procedimentos valem para
funcdes de trés ou mais variaveis.

Incremento da fungao
O valor da funcéo z = f(x,y) pode variar se apenas uma das variaveis (x ou y) ou ambas variarem.

No nosso exemplo acima, ao se deslocar do ponto (x, y) = (0, 0) para o ponto (-0,2, 0,3), a temperatura
saide T(0, 0) =-10°C para T(-0,2, 0,3) =-7,97°C.

Incremento parcial
Se variarmos apenas x para x+4x, o valor de z passa de f{x, y) para z+A4z =f(x+Ax, y).
Se variarmos apenas y para y+4y, o valor de z passa de f{x,y) para z+d4z =f{(x, y+tA4y).

Ainda, no nosso exemplo, ao se deslocar do ponto (x, y) = (0, 0) para o ponto (-0,2, 0), a temperatura sai
de T(0, 0) =-10°C para I(-0,2, 0) =-9,56 °C (Ax =-0,2 = AT = 0,44 °C).

Se o deslocamento fosse para a diregdo do ponto (0, 0, 3), a temperatura sairia de T(0, 0) =-10°C para o
valor T(0, 0,3) = -8,41°C (4y = 0,3 = AT = 1,59°C).

1.2. Incremento total

Se variarmos x para x+Ax e y para y+Ay, o valor de z passa de f(x,y) para z+A4z = fix+Ax, y+Ay).

Foi 0 nosso primeiro exemplo numérico, onde Ax =-0,2 e Ay = 0,3 = AT = 2,03°C.

2. Limites e continuidade
2.1. Limites
Dizemos que o limite da fungdo z = f(x,y) vale L quando (x,y) tende ao ponto (a,b) € escrevemos
( l)in(l ) S (x,y) =L, se fix,y) fica cada vez mais préximo de L, 4 medida que (x,y) se aproxima de (a,b)
x,y)—>(a,
(sem necessariamente chegar 1a). Mais precisamente, ( l)irr(l 5 f(x, y)=1L se para cada ¢ > 0, existir
x,y)—>(a,
um ¢ >0 tal que | f(x,y) — L| < € sempre que 0 < |(x,y) — (a,b)| < 6.
OSERVACAO:

Se ( l)in(l b)f(x, y) = L, entso este limite L ndo depende do caminho y = F(x) ou x=G(y).
X,y —(a,

Assim, se o limite for diferente, por caminhos diferentes, o limite ndo existe.
Para achar um provavel limite, costumamos tomar os caminhos do tipo:

y=b,x=a,y=b+m(x-a),x=a+k(y-b),y =b+m(x-a)>, x =a+k(y-b)’

ou, mais geralmente, y = b + m(x-a)" ou x = a + k(y-b)*,



2.2. Continuidade num ponto
Se num certo ponto (a,b) do dominio, o limite coincide com o valor da fungédo (quando “chegar 13”), isto é

( l)in(l ) f(x,¥) = L =f(a,b), dizemos que fé continua no ponto (a,b).
x,y)—>(a,

2.3. Continuidade da funcéao
Dizemos, ainda, que f'é continua, se o for em cada ponto (a,) do dominio.

2.4. Exemplos

2.4.1. Como em fungbes de uma variavel, a fungdes polinomiais, senoidais, cossenoidais € exponenciais S0
exemplos de fungdes continuas (em todo seu dominio).

2.4.2. No nosso exemplo da temperatura, T(x, y) =x?+ y?- 2x + 5y - 10 , com dominio apenas no interior do
discoD={(x,y) /x*+y*<1}, T(0,1) nao esta definido, mas tem limite igual a - 4°C .

2.43. Para f{x,y) = (x> + 3y)/(x — y), ndo é definida fix,y)
em nenhum ponto (x,y) da reta y = x.

Obviamente, ndo existe lim f(X, y) =00,
(x,)—>(3,3)

Também lim  f(x,y) ndo existe, apesar de

(x,y)—(0,0)
todos os caminhos y = mx (com m = 1) permitir
) . (1+3m’)x
lim f(x,mx) = hm(—) =0, Vm=1.
x—>0 x—0 1—-m

Para ver que realmente E( l)in(lo O)f(x,y), vamos considerar o ¢ > 0 dado e mostrar que nao
x,3)(0,

conseguimos achar um & > 0 tal que | f(x,y) — 0] < ¢ sempre que 0 < |(x,y) — (0,0)| < &.

APROXIMADAMENTE:

Realmente, para vV 6 > 0, havera pontos (x,y) “perto”de |y=x e entao
x2+y2=62 2x2z52

Neste caso, x?+ 3y? #4x? #2852, enquanto que | x—y | < 26 ¥g ou |[I/(x -y)| > &/ 25 2

Comisto, [flxy) —0| =|(*+3y)x-y)|>25% e/252=¢ ouseja, |flxy) -0| > &

MAIS PRECISAMENTE:

Para Vv 6 > 0, basta pegar (x,y) com y=mx com I-62e < m<1+6/2¢

x’+y?=56%4

Assim, x?+y?=0 %4 =x>+m?’x*=(I+m?) x’ = x* = S %4(1+m?) = x=(6/2N 1 + m? )

Entdo, x? + 3y?=x2+ 3m?x?= (1+3m?) x?= (1+3m?) 8 %4(1+m? > 5 %4

etambém |x—y|=|x—mx|=|1—m||x| <(6/2¢). (5/2N1+m’ ) <54e=> |I/(x—y)| > 4&/52.
Portanto, | fix,y) — 0] = | (x*>+3y)/x—y)| > (6 %/4). 4c/5%= ¢, ou seja, |fixy) -0| > ¢




2.4.4. g(xy) =2(x-y/(x*+y>-2x +1), ndo é definida g(1,0).

Queremos saber o que acontece perto de (1,0):
lim g(x, )

(x,)—>(1,0)

Apesar de cada caminho reto y = m(x-1), produzir um
limite (existe) conhecido, finito:

12
lim g(x,mx) = lim 2m(2x D - = _2m_
x—l x—0 (1+m )(x_l) 1+m2

nao existe lim g(x,y), pois os limites acima
(x,y)—>(1,0)

dependem do caminho.

2.4.5. V(tx) = 2t%(x-1)/(3t* + x*-2x+1 ) nao é definida em (0,1).
Veremos que, lim V(t,x) =o.

£,x)—>(0,1)

Realmente, cada caminho reto x = I+mt, produz o
. . 2mt’

mesmo valor: lim V (t,mt)= lim———— =y,
t—0 t—0 (3 +m )t

Isto ndo garante a existéncia do limite. A maneira de
provar a afirmagdo acima é estabelecer um § > 0 para
cada ¢ >0, deformaque | V(itx)-0| <& sempre que
0 < |(t)x) - (0’1)| < 6

Realmente, dado um ¢ > 0, basta considerar 6 =¢/2.

Assim, se |(tx) — (0,1)| < 6, entao t > < £+ (x-1)*= (P +x?-2x+]) e |[x - 1| < 6.

Por outro lado, 32+ x? -2x +1> > + x?-2x +1 = 1/(3t* + x%=2x+1) <1/ + x?-2x+1).

Entéo | V(t,x) — 0| = |263(x-1/(3t? + x? -2x+1 ) | < 2(? + x>2x+1).8.1/(t* + x*-2x+1) = 26 =¢, OU se€ja,

| Vitx)-0| <e.
2.4.6. Também h(tx) = t>x/(f + x?) ndo é definida em (0,0). p
. e
Pode-se mostrar que  lim  A(,x) =o. ,4_ e
(¢,x)—>(07,0) ﬂmﬂﬁ
Realmente, cada caminho reto x = mt, produz o R
3 L TR
. . mt AT T oo
mesmo valor: lim 4(¢,mt) = lim———— =y, ﬂ"%ﬂ#? SR,
t—0 t—>0 (t +m )l‘ i, ‘ﬂ;%“h‘
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3. Derivadas parciais
Quando z = f{¢,x,y) depende de trés variaveis (¢, x e y), ao falarmos da derivada de z, deveremos indicar em
relagéo a qual variavel estaremos derivando.

3.1. Definigoes

oz ., t+At,x
Derivada de zemrelagdoat = z,=z,= — = lim u (x e y permanecem constantes)

Ot A0 At



oz .. t, X+ Ax
Derivadade zemrelagdoax =z, =z, = — = lim u (t e y permanecem constantes)
X A0 Ax
z . tL,x,y+A
Derivada de zemrelagdo ax = z,=z’,= — = lim w (t e x permanecem constantes)
ay Ay—0 Ay

3.2. Significados
Seus valores representam a velocidade com
que z cresce, quando apenas uma variavel
esta sendo alterada.

No caso de z = f{x,»), podemos ainda,
considerar J /& = tg a, como o coeficiente
angular da reta tangente a superficie z = f(x,),
paralela ao plano XoZ.

Analogamente, J7/& = tg b.

3.3. Célculo
O calculo de 7/, por exemplo, se faz, derivando a expressao z = f{t,x,y) , como se s6 x fosse variavel
enquanto que ¢ e y fossem constantes.

3.4. Exemplos

3.4.1. No nosso exemplo da temperatura, T(x, y) =x*+y?- 2x + 5y - 10 , temos que:
Jl/é = 2x-2 = em (0,0), J1/& = -2, significando velocidade de —2°C por deslocamento em x.
I/ = 2x+5 => em (0,0), J1/&) = 3, significando velocidade de 5°C por deslocamento em y.

Enquanto que, saindo do ponto (0,0), na diregéo positiva do eixo 0X, temos um esfriamento bem lento
(=2°C/uc), na direcéo positiva do eixo OY, temos um aquecimento rapido (5°C/uc).

3.4.2. Se f(t, x, y) = e’'sen m/3+ 4cos 7y , temos que:
Fa=-2¢*sen m/3=> em (0,1,5), F/d = -\/§:> velocidade de ~ —1,73 por variagao de ¢.
G/ = (m/3)e*cos /3 => em (0,1,5), §/é = w6 => velocidade de ~ 0,52 por variagéo de x.
Fy =-4msen iy = em (0,1,5), &/ = 0 = velocidade nula pela variagéo de y.

4. Diferencial

_ . oz oz oz
Quando Z =f{t,x,y), sua diferencial & dada por dZ = —.dt +—.dx + —.dy.
ot ox oy
Quando as variaveis ¢, x e y sofrem pequenas variagdes dt, dx e dy respectivamente, a diferencial dZ
representa praticamente a variagéo de Z.
Na verdade, dZ representa a variagao de Z (supondo Z substituida pelo seu “plano tangente”).



Exemplo:
A area de um retangulo é A(x,y) =x.y
0A 0A dx
A diferencialde 4 é dA = —.dx+ —.dy. ¥ A=xy u
ox oy
Ou Seja: dA =y.dx + x. dy, que é praticamente o aumento
da area, se dx e dy forem pequenos. |
dy xdy :

5. Derivagdao Composta (Regra da Cadeia)
Se Z = f(u,v,w) com u, v e w dependendo de duas variaveis ( x e y), podemos derivar Z, em relagdo as

variaveis x e y, sem ter de explicitar Z como fungao de x e y:

0Z 0Z ou GZ ov GZ ow

Derivadade Zemrelagdoax=>Z2,=2',= —= —.—
Ox Ou 6x av 8x 8w ax

0Z 0OZ odu GZ 8v 6Z 8w
Derivadade Zemrelagdoax=Z2,=2",= —=—.—

ox Ou 8y ov 8y 8w 8y

Matricialmente: | Z, U, v, W, Z,
Z, u, v, w,| «| 2,
Z,

Exemplo: Z=x?+y? -3x comx=rcost ey=rsent,
Podemos escrever Z=r? - 3r.cos t para entdo derivar Z, em relagdo as variaveis r e t.

al/d = 2r — 3 cos t enquanto que JZ/a = 3rsen t.

Poderiamos, sem substituir x e y em Z, calcular Z/éc = 2x -3 e 2/ = 2y
Também &/d=coste &a=-r.sentenquanto que g/d-=sente Fa=r.cost

, 0Z o0Z ox 0Z oy
Comisto, —= —.— + —.— = (2x-3).cos t + (2y).sen 't

"or ox or oy or

. 0Z 07 ox 6Z oy = (2e-3)¢ 9+ (200 9
—= — — + —  —— = (2x-3)(-r.sen r.cos

ot Ox 6t dy ot g

Matricialmente: | Zr X P
Z, Xt Vi

2x -3
2y

cost sent
-r.sent vr.cost

Z,
Zy

*

6. Derivagcao Implicita
Quando temos y = f{x) dada implicitamente, por &(x,y) = C, podemos, calcular y’ = f’(x), assim:

ob 0D ox 6CD y oD o0 o0 0D
— == S0=—.0+—p>|y=-—/—
ox Ox ax 8y " ox ox oy ox 0oy
o0 00
Exemplo: oy =x2+y’=9=y'=- —/— =-2x/2y =x4,
Ox Oy

7. Derivadas superiores
Quando Z= fitx,y), normalmente Z,, Z., e Z,, sdo fungbes de ¢t e, x e y e portanto, podemos estar

interessados em saber como variam. Para isto, podemos calcular suas derivadas:



a(Z) _o@zldn 3’z g AZ) _a@zien VA
ot ot ot T o Ox oxot

Derivadas de Z,=

=Z.=2Z",

o(Z,) o@zlety o°Z
e = = =2Z,=2",
oy oy oyot

o(Zy) d©Zloy) 0*Z o(Z,) oezloy) o*Z
= = :Zytzz”yt) = = :Zyx
ot ot otoy ox ox Ox0y

Derivadas de Z,=

. o(Zy) 0(0z/dy) 0°Z _,
oy oy oyt
Estas sdo algumas das segundas derivadas de Z, que também sao passiveis de derivagao.

AZyy) _ Z _ . o(Zxx) _0°Z
ot otoy’ » ox ox’

Algumas das terceiras derivadas de Z, s&o:

=Zewr.

OBSERVACAOQ: Se 7, Z,, Z,,Z,e Z, forem continuas, entdo .

8. Maximos e minimos

8.1. Pontos criticos
Como nas fungdes de uma variavel, os extremos (maximos e minimos) ocorrem numa(s) destas situagdes
(pontos criticos): Primeiras derivadas parciais nulas;
Primeiras derivadas parciais ndo definidas
Fronteira do dominio de defini¢do da fungéo.

8.2.Maximo, minimo ou ponto de sela?
A verificagdo se um ponto critico € maximo ou minimo (ou nao) envolve ou estudo do valor da fungéo e dos
sinais das primeiras derivadas nas proximidades do ponto critico ou dos sinais das segundas derivadas no
ponto.

Nas fungdes de duas variaveis, nao temos pontos de inflexdo, como em fungbes de uma variavel.
Podemos ter um ponto de sela, quando numa dire¢do a fungdo atinge um maximo num ponto e em outra
diregdo, um minimo no mesmo ponto.

O nome se da pela semelhangca com uma sela de cavalo: maximo na direcao das pernas do cavaleiro
(transversal ao cavalo ) e minimo na diregao longitudinal (dorso) do cavalo.

8.3.Esquemas dos sinais
Nos pontos criticos, onde as primeiras derivadas se anulam e as segundas derivadas s&o definidas,
vale a decisdo pelo Hesseano = det | F,. F,, |<0= Pontode sela

F,. F,, |>0= Maximo (Fx<0)ouminimo (Fxn>0)
Obs.: Quando Hesseano > 0, o sinal de Fyx é o mesmo que de F), .

8.4.Exemplo
No nosso exemplo da temperatura T(x, y) =x*+y?- 2x + 5y - 10 na parte interior do disco no plano XoY
dado por D ={ (x,y) /x*+y*<1}, os pontos criticos sdo:

Primeiras derivadas parciais nulas = | dl/é&k=2x-2=0= |x=1 = fora do dominio
/y=h+5=0= |y=-572
Primeiras derivadas parciais ndo definidas = ndo é o caso




Tix)= -9 —2x—5y1—x’

Fronteira do dominio de definigdo da fungdo = x?+)y?=I1=
Tox)= -9 —2x+5v1—x’°

) ==2+5x/N1—x> =0= |x=2/29 = |T;=-9-~29 ~-14,4°C = minima.
) =—2-5x/NI—x*=0= |x=-2/29= |T;=-9+~29 ~-3,6°C = mdxima.

Finalmente, nos extremos do dominio (x=-Iex=1),temos T= - 7°C e 11°C = ndo extremo.

8.5.Maximos e minimos condicionados (multiplicadores de Lagrange)
Quando procuramos os extremos de uma fungéo f{t, x, y) sujeita a uma restricao ¢ (¢, x, y) = 0, podemos
fazer como no exemplo acima da temperatura na fronteira do circulo, onde f(x, y) = T(x,y) € ¢ (x,y) =x*ty*- 1

s 2 . v
, substituido y = I — x° em T(x,y) e ficamos com uma varidvel a menos.
O inconveniente, é que poderemos ter algumas expressoes algébricas por substituir.

Outra possibilidade é analisar os extremos da funcéo auxiliar F(t, x, y, 4) = f(t, x, y) + 1. ¢f(t, x, y). Temos uma
variavel a mais (e nao a menos), mas sem muito “algebrismo” a fazer.

8.6.Exemplo novamente
No nosso exemplo da temperatura T(x, y) =x?+y?- 2x + 5y - 10 na fronteira do disco no plano XeY dado

porD={(x,y) /x*+y*<1},teremos F(x,y, ) =x*+y*-2x + 5y - 10 + A.(x*+y*-1)

H/Be=2x=2+20x=0| v =_2/:29; y=5/329; A=-1-N29/2 | T,=-9-~/29 - 14,4°C (minima)

H/F=2y+5+22p=0
/A =x+y-1=0 |X=2/N29;y=-5/N29;4=-14N29/2|T,=-9+29 ~-3,6°C (mixima)




