3. INTEGRAIS MULTIPLAS

Integrais duplas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Encontrar o valor de uma integral dupla;
2. Interpretar geometricamente uma integral dupla;
3. Dada uma regiao delimitada por funcoes, encontrar os limitantes que

permitem calcular o valor da integral dupla;

4. Calcular integrais duplas em coordenadas polares;

D. Resolver exercicios usando o Maple

Integrais triplas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1 Encontrar o valor de uma integral tripla;

2 Interpretar geométrica e fisicamente uma integral tripla;

3. Calcular integrais triplas em coordenadas retangulares;

4 Calcular integrais triplas em coordenadas cilindricas;

) Calcular integrais triplas em coordenadas esféricas;

6. Mudar os limitantes de uma integral em coordenadas retangulares para
cilindricas e de cilindricas para retangulares;

7. Mudar os limitantes de uma integral em coordenadas retangulares para
esféricas e de esféricas para retangulares;

8. Calcular a area de uma superficie;

9. Fazer a maquete de uma figura delimitada por superficies e encontrar
seu volume.

10. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

3.1. Introducao

No estudo das funcoes de varias variaveis, ao calcularmos derivadas parciais escolhiamos
uma das varidaves independentes para derivar f em relacao a ela e admitiamos que as

demais eram constantes. O mesmo procedimento sera adotado para integracao multipla.
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Antes de estudarmos a integracao multipla propriamente dita vamos ver alguns exemp-

los.
Exemplo 3.1. Encontrar a primitiva da funcao f (x,y) = 122%y3 em relagao a .

Solugao: Como foi dito, vamos admitir y como constante e integrar em

relagao a x. Portanto,
/12:c2y3d:c =423y + O

Porém, nesse caso, a constante C' é uma funcao de y. Pode ser por exemplo,

C (y) = ay® + by? + cy + 3 e uma das primitivas de f (z,y) = 122%y3 serd

F(z,y) = 42°y" + ay® + by® + cy + 3

Note que

IF (z,y)

= 122%5.
ox vy

Exemplo 3.2. Encontrar a primitiva da funcao f (x,y) = 122%y3 em relagao a y.

Solucao: Agora vamos admitir  como constante e integrar em relacao a .

Portanto,
/ 120%3dy = 32%y* + K

Nesse caso, a constante K é uma funcao de x. Pode ser por exemplo,
K (x) = ax® + bz® + cx + 3 e uma outra primitiva de f (z,y) = 122%y® serd

F (z,y) = 32%y* + az® + ba?® + cx + 3. Note que

OF (z,y)

= 122%5.
Jy vy

Exemplo 3.3. Encontrar o valor da expressao f;“ 24xydy.

Solucao: Aplicando o teorema fundamental do calculo vem:

108



fj“ 24zydy = 12zy?|>H
=12z (x +1)* — 12z (2)°
= 1223 + 2422 + 120 — 1223
= 2422 + 122

Como podemos observar fj“ 24xydy é uma funcao de x.
Isto 6, F (z) = [“*' 24zydy donde F (z) = 242° + 12

Exemplo 3.4. Encontrar o valor numérico de ff F (z) dx sendo
F(z)= f;“ 24xydy.

Solucao: No exemplo anterior vimos que

r+1
F(x) = / 24xydy = 242% + 127

Portanto, aplicando do teorema fundamental do célculo vem

f2 F(x)dx = fx:2 (242% + 122) dx

= (éc;" +627) |7
=8(2)° +6(2)" - (8(1)* +6(1)°)
=74

Os exemplo 3.3 e 3.4 podem ser escritos como segue:

/12F(a:) dr = /12 (/;H 24mydy) i

ou

2 2 z+1
/ F(z)dx = / / 24xydydz
1 1 T

Dessa forma, obtemos um exemplo de integral dupla. Note que a varidvel
dependente é a primeira a ser integrada e a varidvel independente a ltima. O processo

de solucao ¢ dado abaixo:
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S 2awydyde = [F ([0 240ydy ) do
= [ (12232=+1) dx
= [?(242® + 127) dx
= (823 + 62%) |2
=74

Vejamos outro exemplo.

Exemplo 3.5. Encontrar o valor da integral f04 f;x 3V16 — x2dydz.

Solucao: Aplicando o teorema fundamental do cdlculo primeiro integrando

em relagao a y e depois em relacao a x.

4 3x
/ / 3V 16 — 22dydx
0 T
4
= / (3\/ 16 — ny) 3% da
0
4
= / <3\/ 16 — (L’Q) (3x —x)dx
0
4
= / 6xV16 — x2dx
0

= —2y/(16 - )"

= —24/(16 — 42)° — <—2 (16 — 02)3) — 128
Portanto, o valor da integral f04 fjm 316 — x2dydx = 128

Exercicios

Nos problemas abaixo calcule a integral dupla
a) fol f;“l rydydr D) fol f;yH xy’dxdy

c) f04 fol re™dydx d) f02 flzz ye™dxdy

e) Jo ny2 sentdrdy  f) Oln2f0y zyPe v dudy
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Figura 3.1:

3.2. Interpretacao Geométrica da Integral Dupla

A definicao de integral dupla comporta uma interpretacao geométrica andloga a definigao
de integral definida simples, associando-a ao problema de cédlculo de volume (ver figura
3.1 ) da mesma forma que a integral definida é associada ao cdlculo de rea. Assim,
definicao formal da integral dupla envolve a soma de muitas areas elementares, isto é,
diferenciais de area , ou seja, , com a finalidade de obter-se uma quantidade total apds
esta operacao. Assim, pode usar-se a integral para resolver problemas concernentes a

volumes e a 4reas.

Ao tentar resolver-se “o problema do volume” , sabe-se que se trata area da
base vezes a altura é tal que para cada drea elementar o valor de fica univocamente
definido.

Consideremos uma funcdo z = f (z,y) > 0, definida numa regiao R do plano
xy. Nossa intensao é estimar o volume aproximado do sélido delimitado por z = f (z,y)
acima do plano z = 0 e pelo cilindro definido pela curva fechada que delimita a regiao
R. Para tanto, subdividimos R em n—subregides tracando linhas paralelas aos planos
coordenados, conforme na figura 3.2 e 3.3.Assim, a integral serd o volume obtido pela

soma de uma infinidade de volumes das colunas infinitesimais inscritas em forma de
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paralelepipedos, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.2:

Figura 3.3:

Entao {Ry, Ry, ..R;...R,}¢ uma parti¢do de R. Seja |P| o comprimento da
maior de todas as diagonais dos R,, subretangulos.
Seja A; a area da subregiao R; Para cada i escolhenos um ponto (z;,y;) € R;.

O produto V; = f (x;,y;) A; é o volume do i— ésimo paralelepipedo de area A; e altura
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f (zi,y;). Como h& n— subdivisoes, ha n—paralelepipedos. Assim, o volume aproximado

do sélido delimitado superiormente por f (x,y) e inferiormente pela regiao R é dado por

Vo= Ef(ﬂ%yi)A

A integral dupla de uma funcao f definida numa regiao R é dada por

/ f(z,y) dmdy— hmV = lim Zf(:z:i,yl-)A
-1

\P\HO

Observagao 5. Se f (x,y) =1 entao [[f(z,y)dxdy = [[dzdy é, geometricamente, a
R R

area da regiao R.

3.3. Calculo da Integral Dupla

Saber reconhecer o dominio de integracgao ou regiao de integragao é fundamental para o
calculo das integrais duplas. Outro ponto importante é o reconhecimento das curvas que
delimitam a regiao de integracao. Muitas vezes é conveniente ter essas curvas escritas
em funcao de z, isto é, y = f () e outras vezes é conveniente ter z como funcao de y,
isto é = f(y). Essa conveniéncia é devido ao maior ou menor trabalho exigido no

processo do célculo do valor numérico. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.6. Calcular o valor da integral [[24zydxdy sendo R a regiao delimitada
R
pelas curvas y = % e y = \/x.

Solugao: Primeiro vamos fazer o grafico da regiao e a tabela de limites dessa

regiao.

Ho L
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Curvas funcoes

curva a esquerda | x =0

curva a direita =1

. f . _ 2
curva inferior y==x
curva superior y =z

Agora podemos efetuar os caculos. A curvas a esquerda e a direita sao os
limites que integram o primeiro simbolo de integracao e as curvas inferior e superior o

segundo. Assim,

[ [ 24xydzdy :fmfl Y=VE 9y dyda

z=0 Jy=z2
= [ 120y d
= [l [(\/5)2 — (22)?] dz
= fj:ol (122% — 122°) dx
= (12 — 20%) 2}

=2

O calculo da integral no exemplo 3.6 foi feito tomando x como variavel inde-
pendente.

Vamos calcular a mesma integral tomando y como variavel independente.

Exemplo 3.7. Calcular o valor da integral [[24zydxdy sendo R a regiao delimitada
R

pelas curvas © = y* e x = /I

Solucao: Primeiro vamos fazer o grafico da regiao e a tabela de limites dessa

regiao.
Y10
0.5
Curvas funcoes
0.0 + } + } + | N
00 05 10 15 curva a esquerda |y =0
curva a direita y=1
curva inferior = 1?
curva superior =,y

Agora podemos efetuar os caculos. A curvas a esquerda e a direita sao os
limites do primeiro simbolo de integracao e as curvas inferior e superior do segundo.

Assim,
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L vy
/ / 24zxydrdy = / / 24xydzdy
R 0 Jy2?

1
= / 12yx2|;/2§dy
0

= (49 —2°) |15 = 2

Como podemos observar, o valor numérico é o mesmo nos dois casos.
Muitas vezes a regiao de integragao nao ¢ delimitada apenas por quatro cur-
vas. Nesse caso, a escolha da variavel independente adequada pode diminuir o trabalho

duante o processo de integracao. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.8. Encontrar o valor da integral / / dxdy sendo R a regiao delimitada
R
pelas curvas y = x?(internamente), y = 6 —x e y = 1.

a) Tomando x como variavel independente.

b) Tomando y como varidvel independente.

Solugao: Primeiro vamos fazer o gréfico da regiao (ver figura 3.4) e a tabela

de limites dessa regiao.

Os pontos de intersegao das curvas sao: (—3,9) e (2,4) para as curvas y = 12,
y=6—xe(—1,1)e (1,1) para as curvas y = 2% e y = 1.

a) Tomamdo = como varidvel independente. Vemos que a regiao de integragao
deve ser subdividida em trés sub-regioes para que o calculo possa ser efetivado. Portanto,

a tabela de limites é dada por

Tabela de limites referente a regiao R
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> L

Figura 3.4: 4rea delimitada

Limites R R, Rs

curva a esquerda | x = —3 r=—1 r=1
curva a direita r=-1 r=1 xr =2
curva inferior y = x? y=1 y = x?
curva superior y=6—x|ly=6—z|y=6—=

Assim, a integral dupla [ [, dzdy serd dada por :

//acdxdy:// dxdy+// dmdy+// dxdy
R Ry Ry R3
-1 6—x 1 6—x 2 6—x
= / / dydzr + / / dydzr + / / dydzx
—3 Ja2 -1J1 1 Jaz2?
~1 1 2
=/ y\i;xd:c+/ yl‘f‘xder/ yl% v de
-3 -1 1

:/_I(G_x_x2)dx+/l (6—z—1)dx+/12(6—x—x2)dx

3 -1

22 13 39
— 0+ =2 =22
3+ 0+6 5

b) Tomamdo y como variavel independente, os pontos de interse¢ao das curvas
sao: (9,—3) e (4,2) para as curvas * = £,/y, v = 6 —y e (1,—1) e (1,1) para as curvas
r=4,/y ey=1. A representacao grafica da regiao R é dada abaixo.
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Vemos que a regiao de integragao deve ser subdividida em duas sub-regioes

para que o calculo possa ser efetivado. Portanto, a tabela de limites é dada por

Tabela de limites referente a regiao R

Limites R; R,

curva a esquerda |y =1 y=4
curva a direita y=4 Yy =
curva inferior r=—ylr=—-y
curva superior r=\y |x=6—y

Assim, a integral dupla [ [, drdy serd dada por

/ / dxdy = / / dxdy + / / dxdy
R Ry Ra
4 ro=y 9 pb-y
= / / dzxdy + / / dxdy
1 Ja=—yy 4 J-yy

4 9
:/1 x!_fi’/ydy+/4 x| Fdy

Observacao 6. Note que a mudanca da variavel independente diminuiu o trabalho

dispensado ao calculo da integral.
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Exemplo 3.9. Escreva a integral que representa a area da regiao delimitada pelas

curvas v =1y%, y—x=1, y=1le y=—1
a. Tomando x como variavel independente

b. Tomando y como varidvel independente

Solugao: A area delimitada pelas curvas pode ser vista na figura 3.5

‘ el

; L <

Figura 3.5: 4rea delimitada

Inicialmente, vamos encontrar os pontos de intersecao

{1292 P(l,l){ r=y’ Q(l,—l){ y=1tT p o

y=1 y=-1 y=-1

a. tomando x como variavel independente

Tabela de limites referente a regiao R

Limites R; Rs
curva a esquerda |r = —2 z=0
curva a direita z=0 r=1
curva inferior y=-1 |y=+/x
curva superior y=1l4+z|y=1

Ps: Na R, vamos usar a semetria

0 1+x 1 1 8
A:/ / dydx—f—?// dydx = =
—2J-1 o Jyz 3

b. Tomando y como varidvel independente.
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Limites R

curva a esquerda |y = —1
curva a direita y=1
curva inferior r=y—1
curva, superior x =1y

1 y2 8
A= / / drdy = =
R 3

3.4. Integrais Duplas em Coordenada Polares

Frequentemente, a regiao R sobre a qual estd sendo calculada a integral dupla é mais
facilmente descrita por coordenadas polares do que por coordenadas retangulares. Va-
mos descrever o processo para o caculo de integrais duplas em coordenadas polares. Veja

a figura 77

Particao em coordenadas polares

Seja X = {a =0y, a + A0, + 20, + 3A0, ..., 0,, = [} uma partigao do arco
&B. Consideremos as curvas de raio p;_ie p; e a sub-regiao R; de R delimitada pelas
curvas de raio p;,_1, p;, 0;_1 e 0;. A forma de R; é aproximadamente um retangulo de
lados Ap;, ;-1 = pi_1A0; e I; = p;Af;. Podemos admitir que uma aproximacao da
area de R; é dada por A; = Ap;p;Af;. Tomando um ponto (py,, 0, ) no interior de R;
podemos formar um sélido cuja area da base é A; e altura f (py,, 0k, ), de modo que o

volume desse sélido serd dada por
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Assim, o volume sob a superficie f (p, ) serd aproximada pela soma

i=1
Seja |P| a diagonal da maior regidao R; da particao de R. Entao, se |P| — 0

segue que Ap, — 0, A0; — 0, pr, — p, Ok, — 0 e p; — p. Portanto, podemos escrever

V=1mV,= lim Zf(pkl,ﬁk)ApzpzAH ou

|P|—0 |P|—0,;=

_ /j/jf(pﬂ) pdpdd

Observacgao 7. Vimos anteriormente que a particao de uma regiao R por retas paralelas
aos eixos T e y geram sub-regioes retangulares cujos lados sao Ax; e Ay; e area A; =

Ax;Ay;. Pergunta-se: as dareas A; = Ax;Ay; e A; = Ap;p;Ab; sao iguais? E claro
lim Aux;Ay;
AzAy—0
lim  Ap;p; Ab;
Apoo PP
equivaléncia entre a integral dupla em coordenadas retangulares e a integral dupla em

= 1 e isso implica em dxdy = pdpdf. Assim, a

que nao. Porém,

coordenadas polares é dada por

/:2 /:2f($,y)dxdy=/j/plmf(p,g)pdpdg

Exemplo 3.10. Escreva a integral, em coordenadas polares, que calcula a area som-
breada 3.6

Solugao:
circulo 1: 22 + y? = 4 (em cartesianas) p = 2 (em polar)
circulo2: (x —2)? +y* =4 (em cartesianas) p =4cosf (em polar)

a interseccao dos dois: cosf = % —0=3
3 4cosf
A= / / pdpdf
0o J2

Exemplo 3.11. Encontre a drea delimitada pelas curvas p = 2 e p = 4senf exterior a

A 4rea é

em coordenadas polares

curva p = 2.

Solugao: O gréfico dessas curvas é dada pela figura 3.7
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Figura 3.6: area sombreada

Figura 3.7: 4rea delimitada

Agora, o primeiro passo é encontrar os pontos de intersegao das curvas. Por-

tanto, igualando as equacoes temos

4senf = 2

—1
senf = 5

assim obtemos

T — 5w
9—60u9— 5

A tabela de limites é dada por
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Limites Ry

arco inferior | a =%
arco superior | f = %“
raio menor p=2

raio maior p = 4senf

A area da regiao é dada por

5T
_6 f4sen0 pdpd@

2
2 ﬁ|4sen9d9

e
[T
?@'U@b

(4senf)?
0”2 g

(8sen?6 — 2) df
(8(1 cos 26) )d@

2
(4 —4cos20 —2)do
57
__osen20\ |6
20 — 22120) | ¢

2 (%’r) — 236712%’7 — (2 (%) — 236712%))

([
g T Sy
°|>: ®|>: c’|>a

e
3

I

(=]

[l
Wl —~ —~

N
_l’_

)
&

3.5. Exercicios Gerais

1. Nos items a e b, faga o grafico, a tabela de limites e escrva a integral que permite
calcular a area da regiao R delimitada pelas curvas primeiro tomando x como

variavel independente e apds tomando y como varidvel independente.

1. Sendo R a regiéo delimitada pelas curvas y =22 — 1,y =1 — 2, y = %”” +12
ey =12 -5

4z

2. Sendo R a regiao delimitada pelas curvas y = =3 + %, y=-2-wz,y=%5-2

__ 16 4z

2. Nos problemas a seguir faca o grafico e use coordenadas polares para carcular as

integrais
1. [ [\/14 — 2?2 — y2dzdy sendo R a regido dada por 4 < a? + y* < 9.
R
2. ff\/lél — 22 — y2dxdy sendo R a regido dada por 22 +y? < 4,z >0ey > 0.

3. % [ g e dyda
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4 f‘2 y=—V4—x? dydx
- J0 Jy=0 4+\/W

D. ff—( - 2)3da:dy sendo R dada por 4 < 22 + 42 < 9.
a?+y
R
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4. INTEGRAIS TRIPLAS

4.1. Introducao

As integrais triplas, aplicadas sobre sélidos no espaco zyz, sao definidas segundo uma
analogia com a definicao das integrais duplas aplicadas sobre uma regiao do plano
xy. Nao é nosso objetivo discutir os pormenores da definicao pois estes fazem parte do

contetdo de um texto de calculo avancado. Vamos esbocar apenas as idéias principais.

Definicao 4.1. Seja um sélido S no espaco tridimensional, por exemplo, um paralelepipedo,
um elipsoide, uma esfera etc, e f : S — R uma funcao de trés variaveis definida sobre

cada ponto de (x,y, z) € S definimos integral tripla (se existir) como sendo

///f (x,y, 2) dedydz

4.2. Interpretacao geométrica da integral tripla

Para fixar as idéias vamos supor que o sélido .S é um paralelepipedo. Uma particao desse
paralelepipedo é obtida seccionando-o com n—planos paralelos aos eixos coordenados,

conforme ilustra a figura 4.1

NI

|
LYV

Figura 4.1:

O fracionamento de S obtido pela particao é um conjunto de sub-parelelepipedos

chamados células da partigao. Suponhamos que uma i—célula tenha dimensoes Azx;, Ay;

e Az;, Entao, o volume dessa i—célula é V; = Ax;Ay;Ax;. Seja (xf,yr, zF) um ponto
qualquer da i—célula e seja f : S — R a fungao densidade em cada ponto de S, entao
uma estimativa da massa da i—célula é m; = f (xf,y’, 2F) Ax;Ay;Az; e, desse modo

uma estimativa da massa do sélido S serd
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n

=1

Seja |N| a célula de maior diametro da parti¢ado de S entdo a massa m do

solido S sera dada por

m = lim m, = lim Zf (xf,yf, 2]) Az Ay A
i=1

|[N|—0 |N|—0

ou

m = ///f (x,y, 2) dedydz

Observagao 8. Se f (r,y,z) = 1 entdo a massam e o volume V do sélido tem o mesmo

valor numérico. Portanto, o volume do solido em termos de integrais triplas é dado por

V:/Z/dxdydz

4.3. Calculo da integral tripla em coordenadas retangulares

Seja S um solido no espago delimitado pelas curvas x = a, z = b, y = y1(x) e y = ya(2)
e pelas superficies z = f(x,y) e z = g(x,y) em que f(z,y) < g(x,y) para todo par
(x,y)conforme tabela de limites abaixo sobre a qual desejamos encontrar a integral
tripla com respeito a fungao f (x,y, z) definida em todos os pontos de S. Entao podemos

enunciar as seguintes tabelas de limites

Tabela de limites
Curvas equagoes

Curva a esquerda |z =a

Curva a direita r=1b
Curva inferior y=1(2)
Curva superior y = ya(x)

Superficie inferior | z = f(x,y)

Superficie superior | z = g(z,y)

Assim, a integral tripa tem forma

b pya(z)  pg(zy)
///f (z,y,2) dedydz = / / / f(z,y,2) dzdydx
e a Jyi(z) Jf(zy)
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Exemplo 4.2. Determine o volume do sélido delimitado pelos planos z =0,y =0,z =

Dey+5+5=2

Solucao: vamos fazer um esboco do sélido, conforme figura 4.2

’
i
:
g
i
:
11
’
:
[
g
:
:
g
3
g
]
i
'
[

Figura 4.2: volume delimitado

Agora, vamos escolher o plano xy (ver figura 4.3) para fazer a projegao

(poderia ser outro)

Limites Ry
a esquerda x=0
a direita r=4
curva inf y=20
curva sup y=2-—3
sup inf z=0

supsup  z=4(2-35 —y)



Figura 4.3: projecao no plano xy

4 oz .
- / / 2 o dyde
o Jo
4 g2z
= / / 8 — 2z — 4y)dydx
o Jo

4
o_z
= /(Sy—%y—??f) lo 7 dv
0

I
O\
S
1
[\
)
VR
N | —
8
|
[\
N———
|
S
)
|
[\
/T\
8
|
DO
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no
+
—_
(@)
| E— |
I

32

logo, o volume V' = =

u.v

Exemplo 4.3. Calcular o volume do sélido delimitado pela intersecao dos cilindros

22+ 22 =9ey?+ 22 =9 no I octante.

Solucao: Vamos fazer o desenho do sélido e escolher um dos planos coorde-

nados para a projecao.
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volume delimitado
Como o solido faz parte do I octante, temos os planos 2 =0,y =0 e z=0

delimitando o sélido.

Limites R1
a esquerda =0
a direita r=3
curva inf y=20
curva sup y = 9 — a2
sup inf z2=0

sup sup 2z =+v9— 22

V9—z2? V9—z2?
V = // / dzdydx

V9—22
= / V9 — x2dydx
o Jo
_ /yﬂ/f_xz Vi

= /03(9 — %) dx

3
= 9r— = [3=27-9=18
3

Logo o volume do sélido é V' = 18uwv
Exemplo 4.4. Encontrar o volume do sélido delimitado pelas superficies z = 9 — 22,
z=5—y,y=0ey=>5.

Solugao: O primeiro passo é determinar as curvas que limitam a regiao de

z2=9—2?

integracao sobre o plano xy. Para isso resolvemos o sistema de equacoes
z2=5—y
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Igualando as duas equacoes obtemos a pardbola y = 22 — 4. Desse modo, no plano zy, a
regiao de integracao ¢ delimitada pelas curvas y = 22> — 4, y = 0 e y = 5. Para diminuir
o trabalho no processo de integragao é conveniente tomar y como variavel independente.

Desse modo a tabela de limites é dada por ( Veja o gréfico ?7)

Tabela de limites

Curvas equacoes

Curva a esquerda |y =0

Curva a direita Y=
Curva inferior r=—\y+4
Curva superior r=+\y+4

Superficie inferior | z=5—1y

Superficie superior | z =9 — x

o
R,
i

A
Sy

A
i

FF.;F
=:.1'JIJ' Ifﬁ‘l,

/
N

O volume ¢ dado por:
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\/_ 2
fo I \%T f dzdxdy

= fo f\/ijT mzdmdy

= Jo S (9 —a? = (5 —y)) dady

fo fvy+ —x2+y)dxdy
Como a superficie é simétrica em relagao ao eixo y podemos escrever
_ 5 \/y+4 2
=27/ —z* 4 y)dzdy
—2f0 <4x— —+yw> VIt dy
=2/ <4\/yT ) ) +y\/yT>
=2 (% (y+4) + %y\/(y+4)) dy

3 5 3

=2 (VD) +£ (VT D) - 8 (viF D)l

=25 (V)" + 3 (V9)' - (=5
=2[-3(27) + £ (243) — (-&(8)
= 1088 — 112. 53uv

Exemplo 4.5. Faca a tabela de limites e escreva a integral que permite calcular a massa
do sélido delimitado pelas superficies 22 +y—16 =0, v +y—4=0,y=2x+13 ,2 =0
e z = 10 sendo a densidade d (z,y, z) = zyz

Vamos inicialmente identificar as superficies:
(22 + y — 16 = 0 cilindro parabdlico

x+ 1y —4 =0 plano

y =2z + 13 plano

z = 0 plano

z = 10 plano
Agora vamos fazer uma projecao no plano zy, conforme figura 4.4
LImites R1 R2
a esquerda r=-3 r=1
a direita r=1 r=4

curva inf y=4—xr y=4—=x
curvasup y=2r+13 y =16 — 22
sup inf z=0 z2=0
sup sup z=10 z =10
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Figura 4.4: projecao no plano xy

logo a massa é dada por

M =my +mgy
1 p2z+13  ,2z=10 4 py=16—22 ,2=10
M:/ / / xyzdzdydx—i—/ / / xyzdzdydx
-3 Jy=4—z Jz=0 1 y=4—zx 2=0

4.4. Integrais triplas em coordenadas cilindricas

Uma integral tripla pode ser convertida em coordenadas cilindricas seguindo o processo
descrito a seguir.

Sejam 6, e 0; tais que 0 < 01 — 6y < 27 e suponhamos que p; e ps sao fungoes
continuas de 6 tais que 0 < p; (0) < po (0) seja verdadeiro para todos os valores 6 tais
que 0 € [01,05]. Sejam f (p,0) e g (p,0) fungbes continuas tais que f (p,0) < g (p,0) seja
verdadeiro para todo valor de p com 6 € [0;,05] e todo py (0) < ps (#). Seja S o sélido
contituido por todos os pontos cujas coordenadas cilindricas satisfacam as condigoes
0o < 01, p1(0) < p2(0) e f(p,0) <g(p,0). Entdo temos a tabela de limites

Tabela de limites

Curvas equagoes
Arco inferior 0,

Arco superior 65

Curva inferior p1(0)
Curva superior p2 ()
Superficie inferior |z = f (p,0)
Superficie superior | z = g (p, 0)

E a integral tripla

b pry2(z)  ro(zy)
/ / / f (2,9, 2) dedydz
Qa Y1 (CC) f(:c,y)
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I >

Figura 4.5:

¢é escrita em coordenadas cilindricas como segue

g(:r,y 02
/ / / (x,y, 2) dzdydx —/ / / f(p,0,2) pdzdpdd
f(p,9)

Exemplo 4.6. Determinar o volume do sélido delimitado superiormente pelo paraboldide
y? + 22 + 1 — 2z = 0 inferiormente pelo plano z = 0 , e lateralmente pelo cilindro
22+ y?—2y=0.

Solugao: Graficamente temos o seguinte sélido (ver figura 4.6)
A projecao no plano zy é a circunferéncia 22 + y? — 2y = 0 que é a circun-

feréncia 22 + (y — 1)? = 1(ver figura ?77)

projecao no plano xy
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SOLIDOD A SER
CALCULADO

Figura 4.6:

O solido esta limitado inferiormente pelo plano z = 0 e superiormente pelo
paraboléide z = y? + 22 + 1
Fazendo a tabela, podemos observar que em coordenadas cilindricas é muito

mais facil resolver esse problema

Tabela de limites em coordenadas retangulares Tabela de limites

em coord. cilindricas
Curvas equagoes Curvas equagoes
Curva a esquerda |z = —1 Arco inferior ;=0
Curva a direita r=1 Arco superior Oy =
Curva inferior y=—1-22+1 Curva inferior p1(0)=0
Curva superior y=—/1-22+1 Curva superior p2 (0) = 2se
Superficie inferior | z =0 Superficie inferior | z =0
Superficie superior | z = y? + 22 + 1 Superficie superior | z = p? + 1

logo o Volume em coordenadas cilindricas é dado por:

T 2sent 14-p2
V= / / / pdzdpdf
0 0 0
™ 2sent )
= / / pz |77 dpdb
0 0

s 2sent
= / / p(1+ p*)dpdd
0 0
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™ 2sent
=/ / (p + p*)dpdf
o Jo
s 2 4
_ p_ p_ 2senf
= /O (2 + 1o )do
:/ (2sen®0df + 4sen*d)do
0

1 — cos 20

R

:/ (1 — cos 26) + 4(

0

:/ (1 —cos20 + 1 — 2cos 26 + cos? 20)df
0

= / (1 —cos20 + 1 — 2cos 20)dl +/ cos® 26)df
0

0

=920 — do

3sen20 m _‘_/7r 1+ cos40
2 00 2

0  sendf
=2+ (5+—5— o)

T 5%
—9 L_2z
7T—|—2 5

Logo o volume desse sélido é V = %’ru.v

Exemplo 4.7. Represente graficamente o sélido cujo volume é dado pela integral:

27 2 4—p? cos? 6
/ / / pdzdpdf
0 0 0

Tabela de limites em coord. cilindricas
Curvas equagoes

Arco inferior 0, =0

Arco superior Oy = 27

Curva inferior p1=20

Curva superior po =2

Superficie inferior | z =0

Superficie superior | z = 4 — p? cos? 0

134



Considerando os arcos inferior e superior concluimos que a base do sélido
estd projetada sobre todos os quadrantes, pois temos 0 < 6 < 27. Como 0 0 < p < 2
o raio varia fixamente, portanto, lateralmente temos um cilindro centrado na origem
2% 4 9% = 4. Inferiormente temos z = 0 e superiormente o cilindro parabdlico z = 4 — 22
(observe que p?cos? 6 = %)

Portanto, temos o sélido, conforme ilustra a figura 4.7

4_
\
3 W\
_ N
.
J H \
4B
H '\\\
ESNN
S
SN
EEN
SN
SN
| N
RN
7 SSS
SR
= 2
ES
¥
Figura 4.7: volume delimitado
Exemplo 4.8. Escreva em coordenadas retangulares a integral

3 2cos 6 9—p?
/ / / p2dzdpdf.
0 0 0

Solucao: Para melhor compreensao, primeiro devemos identificar a repre-

sentacao geométrica do sélido. Vamos estudar a tabela de limites

Tabela de limites em coord. cilindricas
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Curvas equagoes

Arco inferior 0, =

' _ =
Arco superior Oy = 5
Curva inferior p1=0
Curva superior po = 2cosf

Superficie inferior | z =

Superficie superior | z =9 — p

Considerando os arcos inferior e superior concluimos que a base do sélido
estd projetada sobre o primeiro quadrante, pois temos 0 < 6 < 7. Agora vamos escrever
a curva p = 2cosf em coordenadas retangulares. Sabemos que z = pcosf, de modo

que cosf = %, e que p? = 22 + 2. Assim,

p=2cosf donde vem
p=2 <%) ou
p? =2
2 +y? =2 ou
24y —22=0 ou

(z=1)"+y?=1

Vemos que em coordenadas retangulares a projecao do sélido sobre o plano
xy é delimitada pela circunferéncia de equagao (x — 1)2 + 12 = 1. Desse modo, a tabela

de limites, em coordenadas retangulares é dada por:

Tabela de limites em coordenadas retangulares

Curvas equacoes

Curva a esquerda | x =10

Curva a direita T =2

Curva inferior y=20

Curva superior Yy =+2x — 22

Superficie inferior |z =0

Superficie superior | z = 9 — (22 + y?)

Também devemos escrever de forma adequada a expressao p?dzdpdf. Como
drdydz = pdzdpdf temos

p*dzdpdd = p (pdzdpdf) = /22 + y2dxdydz.
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Assim, a integral

3 2 cos 0 9—p?
/ / / p*dzdpdf
0 0 0

serd dada por:

3 2cos 0 9—p? 2 V2r—2Z  p9—a2—y?
/ / / p*dzdpdf = / / V2 + y2dzdydz.
o Jo 0 o Jo 0

4.5. Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

As integrais triplas podem ser convertidas para coordenadas esféricas de acordo com o
processo descrito a seguir (veja a figura 4.8)

Sejam 0y, 01, ¢o, ¢1, po € p1 tais que 0 < 01 — 0y <27 e 0 < pg < pr.

il

Figura 4.8: coordenadas esféricas

Suponhamos que o sélido S seja constituido por todos os pontos cujas coor-

denadas esféricas (p, 0, ¢) tais que
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Lembrando que o ponto P (z,y,z), em coordenadas esféricas é dado por
P(p,0,¢) em que x = pcosBsend, y = psenfseng, z = pcos ¢ e p* = a2 + y* + 22.

Considerando os acréscimos atribuidos a cada varidvel obtemos os pontos:

P(p,0,9)
Q(p, 0,9+ do)
R(p,0+db, o)

T (p+ pd, 0+ db, o)

Também, podemos observar um paralelepipedo infinitesimal curvilineo com

dimensoes }WL {@| e |P_Q| cujo volume aproximado é
v = [PT| [2R|[73)

E f4cil ver que }ﬁ| ¢ a variagao do raio p entre os pontos P e T e, portanto
}ﬁ| = dp.
Como P e () pertencem ao circulo de raio ‘ﬁ| = ‘@| = p e o arco 166\2

subentende um angulo correspondente a variagao de ¢ segue que
!P_Q} = pdo.

Como @ e R pertencem ao circulo de raio {W| em que }W{ ¢ lado oposto
do trangulo O@U e @ = ¢ obtemos

}W| = ‘@‘ seng = pseng

e, desse modo obtemos
|@} = psenodl

Portanto,

av = |[PT||QR|[PQ]

= dp (pd¢) (psen¢dd)
psengdpdpdd
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Lembrando que em coordenadas retangulares tem-se dV = dzdydz e, por-
tanto, a equivaléncia

dedydz = p*senddpdpdd

Seja f (z,y,z) uma fungao definida em todos os pontos do sélido S e cada
ponto P (z,y,z) pode ser escrito em coordenadas esféricas f (p, 0, ¢). Entdo podemos

escrever

T1 YL L2 02 pd2  rp2
[ rewsdsyas= [ [ 7 .0.0)psencapaods
o Jyo =20 01 1 Jp1

Exemplo 4.9. Mostre, usando coordenadas esféricas, que o volume de uma esfera de

473

raior é V = 3

Vamos utilizar uma esfera centrada na origem de raio r : 2% + y? + 22 = r?

Portanto, a projecao no plano xy ¢ uma circunferéncia x%+y* = r? e portanto
00<0#<2mreo 0<op<m.

Vo= 27T [ g sin gdpdpdd = AnR?

Exercise ¢ao.1. Escreva em coordenadas retangulares e apos use coordenadas esféricas

para determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies 2> = x® + 12, 22 =

322 4+ 3y? e 2% + y? + 22 = 4 nos pontos em que z é positivo.

Solucao: Primeiro vamos interpretar cada superficie. A equacao 22 = x%+1?
representa o cone inferior na figura abaixo, a equacao z? = 322 + 3y? representa o cone

superior e a equacao x2 + y? + 22 = 4 representa a esfera. O problema pede para
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Figura 4.9: volume delimitado

determinar o volume do sélido dentro da esfera entre os dois cones. Veja a figura 4.9 no
primeiro octante.

Vamos determinar as curvas de intersecao e projetadas sobre o plano zy.
22 = g2 4 g2 e{ 22 = 322 4 3y

temos,

Resolvemos os sistemas de equagoes {

em ambos os casos, substituindo z? da primeira equacao na segunda equacao

4yt +yi=4 e 2>+ +322+ 3y =4
212 + 2% =4 4o + 42 =4
2?2 +y? =2 2y =1

O volume do sélido serd dado pela diferenga entre o volume do sélido delim-

2

itado pela esfera 22 + ¢ + 22 = 4 e 0 cone 22 = 22 + 2 e o volume do sélido delimitado

pela esfera 22 = 22 + y? e o cone 22 = 322 + 3y%. As tabelas de limtes sdo:

Tabela de limites para os sélidos

Curvas um - equagoes dois - equacoes

Curva a esquerda |z = —/2 rz=-—1

Curva a direita r =42 r=1

Curva inferior y=—2—22 y=—1—22

Curva superior y=+2—a12 y=+1—2a2
Y A v 2

Superficie superior | z = /4 — (22 +4?) 2z =/4 — (22 +?)

Superficie inferior
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Portanto, o volume sera dado por

$2 —I—y $2 +y
/ / / dzdydx — / / / dzdydx
V2—u2? z2 +y —/1—22 3x2 +3y

Como podemos perceber a resolugao da integral é trabalhosa. Vamos escreve-
la em coordenadas esféricas.

E facil ver que o arco f varia de zero a 2w. Vamos determinar a variagao
do arco ¢. O cone de equacdo z? = 22 + y? intercepta o plano zz na da reta z = x.
Sendo o coefiente angular dessa reta tga = 1 segue que a = 7 e assim, também tem-se
¢ = 7. Ja o cone de equagao 2% = 322 + 3y? intercepta o plano zz na da reta z = v/3z.
Sendo o coeficiente angular dessa reta tgo = /3, isto é o = %, entao, segue que ¢ = ¢

Portanto, a tabela de limites do sélido em coordenadas esféricas é dada por:

Tabela de limites em coordenadas esféricas

Curvas equacoes
Arco 6 inferior #, =0
Arco 6 superior 0y =27
Arco ¢ inferior o1=7%
Arco ¢ superior G2 =7
Superficie inferior | p; =0
Superficie superior | py = 2

Assim, o volume sera dado por

2 I 2
= / / / p?sengdpdpdd
o Jz Jo
0=2m =% p3
/ / —|2sengdodl
0 -z 3
0=27 d):% 8
/ / —senododf
0 -z 3

0=2m 8 x
:/ —=cos ¢|zdb
0 3 6

=0
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Exemplo 4.10. Escreva em coordenadas retangulares a integral

3 5 4
4 / / / psengdpdodo.
o Jz Jo

Solucao: O simbolo fog significa que a regiao de integracao estd situada no

primeiro quadrante.

O simbolo [7 indica que o sélido de integragao é delimitado pelos raios cujas
= ? etgy = V3.

6
retas tem coeficientes angulares tg%
E o simbolo f04 indica que o sélido é também delimitado pela esfera de raio

p =4, ou seja 22 + y? + 22 = 16.

V3 V3

Do coeficiente angular tg% @ obtemos as retas z = L2re z = %’y as quais
2

3

z? y :
5 1 % com os planos xz e yz, respectivamente.

pertencem a intersecao do cone z? =
Do coeficiente angular g3 = /3 obtemos as retas z = V3z e 2z = /3y as
quais pertencem a intersecao do cone 2% = 322 + 3y? com os planos zz e yz, respectiva-

mente.

Resolvendo os sistemas de equacoes ) 5 ) e ) ) )
=%+ % 2% =32 + 3y

obtemos as curvas que delimitam a regiao de integragao para o calculo da integral rela-
tiva a parte da esfera que estd localizada dentro de cada um dos cones.

Em ambos os casos, substituindo a segunda equagao na primeira temos

>+’ +22=16 2+ 2+ 22 =16

m2+y2+z—;+y—;:16 322 + 3y + 22 +y?* =16
2

%—k%:lﬁ 4y =4

m2+y2 = 12 dOIlde

donde y=+v4—a?
y=V12 — 12

A integral

2 35 4
4 / / / psengdpdpdd
o Jz Jo
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¢é dada pela diferenca entre a integral calculada sobre o sélido delimitado pelas superficies
2 +1y?+22 =16 e = % + % e o solido delimitado pelas superficies 22 + y? + 22 = 16
e 22 = 322 + 3y%. Como a integral estd multiplicada por quatro significa que devemos

considerar os quatro quadrantes. Assim, a tabela de limites para os sélidos de integracao

¢ dada por
limites sélido I sélido 11
Curva a esquerda | x = —/12 r= -2
Curva a direita r =412 T =2

Curva a inferior y=—v12 — 22 y=—V4—2x?
Curva a superior =12 — 22 y=v4—a?
Superficie inferior | z = \/ f“; + 7432 = /322 + 3y?

Superficie superior | z = /16 — (22 + ¢2) | z = /16 — (22 + 1?)

Também, sabemos que p = /22 + 32 + 22 e dzdydz = p*sengdpdpdf. Como
temos psenodpdpdf devemos fazer a equivaléncia como segue:

psengdpdodld = B) psengdpdodl
P
_ p*sengdpdedd

p
_ p*sengdpdedd

p
dxdydz

2+ y? 4+ 22

Agora podemos escrever a integral

0=2 po=
0=0 Jo==2

6

(E]

p=4
/ psenodpdodd
p=0

¢é escrita em coordenadas retangulares como segue:

I= / / Vi / ViE-G ) dzdydz / / / V16— (22 +y?) dzdydzx
SRACEERATE S vy’ 22 S v S ey 2?4 y? 4 22

3
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4.6. Exercicios Referente ao Trabalho

Trabalho valendo até 2 pontos na nota da terceira prova . Para fazer jus aos dois pontos

devem ser cumpridas as seguintes condigoes:

e Em cada problema construir um artefato que represente geometricamente o sélido

sobre o qual serd determinada a integral;

e Encontrar os limites do sélido de integragao, fazer a tabela, representd-los na

Integral;
e Apresentar a turma o artefato que representa o sélido descrito pelas superficies;

e Apresentar a turma a tabela de limites e a representacao da integral usando car-

tazes e/ou transparéncias (ndo serd permitido o uso do quadro para esse fim);

e Entregar uma copia de todos os exercicios resolvidos.

Observagao 9. O nao cumprimento de um dos itens acima acarreta a perda de um

ponto e o nao cumprimento de dois dos itens acarretara a perda dos dois pontos.

1. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

2. Calcular o volume do sélido delimitado superiomente por z =4 —x —y, x =0,

z:2,y:0,y:ix+%ez:0Resp:%

3. Calcular o volume do tetraedro delimitado pelos planos coordenados e pelo plano

x4+ 4+ z =4 Resp=%

4. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

y=0,y=1—-a2ca®+z2=1ez=0. Resp. 1

5. Calcular o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por z = 4—1?%, y = z,
x =0, 2=0 Resp=4

6. Calcular o volume do sélido , no primeiro octante, delimitado por y+x = 2 e

z =22 + y* Resp=3

7. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
2 =16 —a% —y*, 2 =0, + 2% = 2\/y? + 2> + 2. Resp. 23"
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Determinar o volume do sélido limitado acima pelo cilindro z = 4—22, lateralmente

pelo cilindro 2% + y? = 4 e inferiormente por z = 0 Resp=127

Determinar o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por 22 +y?> =1 e

2? + 2% = 1.Resp.2

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
y? 4+ 124+ 2 =12 e 32% 4 5y> — 2 = 0. Resp.6v/6.

Determine o volume do sélido do primeiro octante, limitado inferiormente pelo
plano zy, superiormente pelo plano z = y e lateralmente pleo cilindro y?> =z e

pelo plano x =1 Resp:i

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
z=4—12%e 2z =322+ 1% Resp. 47

Determine o volume da porcio da esfera 22 + y? + 22 = 42 que estd dentro do

1287

cilindro * 4 y? = 4y Resp=12~%

Calcular o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por y = 22, = />
ez+y=2 Resp:%

Determine o volume delimitado pelas superficies 22 +v? = 4 e 422 +4y> + 2% = 64
resp= 3 (64 — 241/3)

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies p = 4cosf, z =0 e
p? =16 — 2% resp=3L

Calcular o volume do sélido delimitado por z = 42 + 9% e 2 = 8 — 4a? — ¢/
Calcular o volume interno a esfera x2 + y? + 22 = 4 e externo ao paraboldide
2+ y? =3z

Encontre o volume acima do plano xy, limitado pelo paraboléide z = 22 + 492 e
pelo cilindro z? + 4y? = 4 Resp=4r

Determine o volume de x = 4%, 2 =2, 2=0e x = 1 resp= %

Determine o volume que estd dentro do cilindro 22 4+ 3? = 1 acima do plano z = 0
e abaixo do cone 2% = 42% + 4y

Encontre o volume delimitado por z?+z%+y? =4, 22—22—y? =0e zQ—I—; — % =0

nos pontos em que z > 0.
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2 2

23. Determine o volume do sélido delimitado pelas superficies z = 2%, z = 8 — 27,

320

y=0ez+y=09. Resp==5
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4.7. Exercicios Gerais

1.

10.

11.

Calcule a [ [.(z 4 3y)dA, sendo D a regido triangular de vértices (0,0),(1,1) e
D
(2,0) resp 2

Calcule L_dA, sendo D a regido do semiplano 2 > 0 interna a cardiéide
fo Vi g p

p =1=cosf e externa a circunferéncia p = 1

Determinar a area delimitada pelas curvas

($2 y? )2 2y ; a’b?
— + %) = —=. resposta = ——
a? b2 c? c?

O centro de uma esfera de raio r esta sobre a superficie de um cilindro reto cuja
base tem raio igual a 5. Encontre a drea da superficie cilindrica que fica no interior

da esfera. Resposta 4r2.

Encontrar a area da porcao da esfera 2 + y? 4+ 2° = 2ay que fica no interior do

paraboléide by = 2% + 22. Resposta 2mab.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

V(2% + %) + a?2% = a?b? e 2° + y* = ax. Resp —Qazb(g”_4).

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

?2+y*+22=8e 22 +y* =2z Resp —4”(8\3{5_7).

Calcular I = [ [ [(2 — 1)dv, sendo T a regiao do espago delimitada pelos planos
T

—144
15

y=0,2=0, y+2z=>5 e pelo cilindro parabdlico z = 4 — 22. Resp
Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

32a3
9

2=0, 22 =22 +9y% e 22 +y* = 2ax. Resp:

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

Z+4+2=12=0,y=0e2=0. Resp%bc.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

2+ +2y=0,2=0,2=4+y
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12.

13.

14.

15.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

16a3

2?4+ y? = a* e 1° + 2° = a®. Resp 18-

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

— _ _ 3
p=4cost, z=0e p? =16 — 2°. Resp .

Encontrar a 4rea da superficie do paraboléide 2 = 4 — 2?2 — y? acima do plano

z=10. Resp @.

Nos itens abaixo escreva em coordenadas retangulares as integrais.
T 3 2
Lo [52[5 f5 /9 — pPpdzdpdd.

2. [T2[% [7\/9— pEsenddpdpds.
3. fog f; f04 4 — p?psengdpdpdo.
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