Integrais Definidas
por
Milton Procopio de Borba

1. Algumas situagoes que usam Integrais Definidas

Antes de comegarmos a parte matematica do nosso capitulo, vamos apresentar algumas situagoes

onde sao usadas integrais definidas.

1.1 Areas planas
A drea A entre as curvas y =0 (eixo 0X), ¥ ¥y =fix)

¥y = fix) >0 (curva), x = a (limite vertical el
inferior) e x = b (limite vertical superior)
pode ser calculada como uma soma de
infinitos retdngulos muito finos.

fx 1)

Na figura ao lado, com N = 5 retangulos: fa)

A ~fla).h + f(x) .h +... + f(x) .h h

ftxg)

fB)

b =

i}
O valor correto desta area A é dado por:

N-1 N
A=1im Y f(x)h=1lim > f(x,)] onde h=(b-a)/N e x,=a
n=0 n=l1

+n.h

1.2 Comprimento de arco

S 2 2
O comprimento do arco da curva y = f(x) descrita no item df, + k

anterior pode ser calculado como a soma de infinitas
hipotenusas de pequenos triangulos retangulos.

i
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h
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Como +/df} +h* = df”h—jh.h= 1+(%j .hzyll-i-(fn')z .h, temos que

L sG] i ovaue| 1= lim S (7 F |,

N—>x
n=1

1.3 Volume de revolugao

O Volume de revolugéo (em torno do eixo 0X) da area descrita no primeiro item pode ser calculado

como uma soma de infinitos discos cilindricos muito finos.

Cada disco tem volume de z.f(x,)%h. Assim, V = = . [ f(x)? .h + f(x))?.h + ... + f(xn)?.h ].

N
. 2
O seu valor correto é | V=1 . I{EEOZf(xn) .,
-1

1.4 Superficie de revolugao

A superficie de revolugéo (em torno do eixo 0X) da curva y = f(x) descrita no primeiro item pode ser
calculada, segundo o Teorema de Pappus, como uma soma de infinitas partes de setores circulares

muito finas.

Cada setor tem uma area S, equivalente a faixa retangular com largura igual a hipotenusa citada no

item 1.2 e com comprimento igual a circunferéncia descrita pelo centro desta hipotenusa:

N
s,,z(,/1+(fn')2.h).[z.n.f(x,,)] = S=2n11vi£{}oz;f(xn) 1+(f,;)2-h




1.5 Centro de gravidade (baricentro)
O baricentro da area descrita no primeiro item pode ser calculada aplicando o Teorema dos
Momentos ( de Varignon ) a infinitos retangulos muito finos:

Do Teorema, temos que “O Momento da soma é igual & soma dos momentos”.
5

Em relagéo ao eixo OX, temos : A . x, #A;. x; + Ay . x; + oo+ As . x5 = Zf(xn)-h-x,,

n=1

N
Dai, tiramos que | xg = (1/A). }\}B}OZX" JS(x,)h,
n=l1

5
Em relagdo a OY, temos : A.y, ~A;.y1/2+ Ay y2/2 + .. + As5. y5/2 = Zf(xn).h.f(xn)/Z

n=1

N
Dai, tiramos que | yo = 1/(2A) . %ﬂz[f(x” )]2-h .
n=1

1.6 Trabalho realizado por uma forca
O trabalho T realizado por uma forga F(x), que varia ao longo da trajetéria, pode ser calculado como
uma soma de infinitas parcelas de trabalhos realizados por forcas constantes em pequenos trechos
de comprimento A.

N—>w

N
T~ F(c) i+ F(c) 4o+ Fley b = |T=1m Y F(x,).h
n=1

2. Integral Definida como soma infinita
Os itens 1.1 a 1.6 da uma indicagdo de que estas somas infinitas de pequenos produtos aparecem
em diferentes situagbes. Trataremos de estuda-las melhor nos préximos itens.

N-1 N

Se existe 1{711)" Zf(x,, )-Ax =1{/ii” Zf(xn )AX onde Ax=(b-a)/N e x,=a+n. A,
* n=0 © =1

dizemos que a fungédo f € integravel no intervalo [a , b] e representamos este limite por

b
J‘a f(x)dx (usamos Ax no lugar de h, para deixar mais claro que kA = Ax = variagdo em x).

Os principais exemplos de fung¢des integraveis sdo as fungdes continuas (ou com apenas uma
quantidade finita de descontinuidades de primeira espécie).

Analogamente, por exemplo, o limite que calcula a ordenada y, do centro de gravidade pode ser

b
2
expresso usando a integral definida: y, = 1/(2A) L [f(x)] dx

2.1 Nomenclatura

b
O limite L f(x)dx € chamado de Integral Definida (ou simplesmente Integral), a expressao f{x)

é denominada de integrando, os valores a € b sdo os limites inferior e superior respectivamente e
dx representa a diferencial da varidvel de integragéo (x).

2.2 Exemplos:
5
2
2.2.1 Calcular a Integral (definida) de f{x) = x?no intervalo [1, 5] = J-l x“dx

N
. 2
Devemos calcular A = %Ilg}ozxn N comh=4/N e x,=1+nh =1+4n/N
n=1



N

Vamos chamar de S(N) = Zx,f /. (1+h)%h + (1+2h)%h + (1+3h)%h +... + (I+N.h)>h
n=l1

S(N)=(1+2h+ h?>.h+ (1 +4h+4h?>.h+ (1+ 6h+ 9h.h +..+ (1 +2N.h+ N>h?>.h

S(N=[1+1+1+ ...+D).h+2(1+2+3+...+ N.h’+A+4+9+ ... + N).h? =Sp.h+2.85.h*+ S,.h’°

O primeiro paréntese S, vale N (N parcelas iguais a 1)

O segundo paréntese §; da a soma de uma PA: (I + N).N/2=(N + N?)/2

Para somar o terceiro paréntese S, fazemos assim:

P=(1+0)03=1

2=(1+1)’=1+3.1+3.1°+1°

3¥=(1+2)y’=1+3.2 +3.22 +2°

No=[1+(N-1)J*=1+3.(N-1) + 3. (N-1)> + (N-1)°
(1+N)? = 1+3.N+3. N*+N°

S;+ (I+N)? = (N+I) +3.5; +3.5; +8; = 3.5, =(I+N)? - (N+1) - 3.5,
= S;=(I+N)¥3 - (N+1)/3- (N+N?)/2=(N +3.N*+2.N3)/6 = N2N*+ 3N +1)/6
Finalmente, |S,=NN+1)(2N+1)/6 |

Portanto, S(N) = Sp.h + 2.85.h? + S,.h* = Nh + (N + N?).h? + N(2N?+ 3N +1).h%/6
Como h = 4/N, temos que S(N) = N.(4/N) + (N + N).(16/N?) + N(2N? + 3N +1).(64/6N?)

Ou melhor, S(N) =4 +16. (1 + N)/N + 32.(2N? + 3N +1)/3N?

N—o0 &=

5 N
2 . 2 .
Assim, J-l x*dx=1im > xi.h = lim S(N) =4+ 16 + 643 = 1243
n=l1 o

Como x?>0em [1, 5], acabamos de calcular a area da regido céncava entre as retas verticaisx=1 e
x =5, desde a reta horizontal y =0 até a curva y=x2

b
2
Se repetirmos este processo no intervalo [a, b], encontraremos L x“dx - (b’ - a’/3

X
t
2.2.2 Calcular a integral de f{t) = €' nointervalo [0, x] = J‘o e .dt
N

b Iy
Devemos calcular ]1\,13010 e’ .h ,comh=x/N e t,=0+nh =nx/N
n=l1

N
nh
Chamaremos de S(N) = Z e" .h_ Eh+eh+e"h+... +Mh

n=l

S(N)=h.e".(1+e"+"+&" +... + ™) = h.e".(Soma da PG) =h.e".("-1)/ ("~ 1)

Como Nh =x, temos que S(h) =h.e".(e—=1)/(e"-1)=(e— D.e".[h/ (" - 1]

N
Assim, J-o e[-dt=]l\,lg}oze "h =1hirr015(h)=(ex—1). 1hing [h/(e"-D]=e"~1
n:1 —> -

t . s N .
Como e >0 em [0, x] ,acabamos de calcular a area da regido céncava entre as retas verticaist=0 e
. P t
t=x, desde a reta horizontal y=0até acurvay=e.

. : ’ el dt-b_
Se repetirmos este processo no intervalo [a, b], encontraremos Ul=e¢ —¢".
a

b
2.2.3 Calcular a integral de f{@) = sen a no intervalo [a, b] = j sena.da

a
N

Devemos calcular Ilvlg)lozsen a,h, comh=p-a/N ¢ ay=a+nh

n=1



S(h) = [ sen(ath) + sen(a+2h) + sen(a+3h) +...+ sen(b-2h) + sen(b — h ) + sen(b) |.h
S(h) = [ sen(a+th) + sen(a+2h) + sen(a+3h) +...+ sen(b-2h) + sen(b — h ) + sen(b) |.h

2.8(h) = [ sen(ath) + sen(a+2h) + Ss + sen(b — h ) + sen(b) |.h, onde Ss & a soma dos senos:

Ss = [sen(a+th) + sen(a+3h)|+ [sen(a+2h) + sen(a+4h)] +...+ [sen(b-2h) + sen(b)].
Ss = 2.sen(a+2h). cos(h) + 2.sen(a+3h).cos(h) +...+ 2.sen(b-h).cos(h).

Ss = 2.|sen(a+2h) + sen(a+3h) +...+ sen(b-h)].cos(h).

h.Ss =2.[ S(h) — h.sen(a+h) — h.sen(b)].cos(h).

Portanto, substituindo 4.8s em 2.S(h) , temos que:
2.8(h) = [ sen(ath) + sen(a+2h) + sen(b — h ) + sen(b) |.h + h.Ss =
= [sen(a+h) + sen(a+2h) + sen(b—h ) + sen(b)|.h + 2.[S(h) — h.sen(a+h) — h.sen(b)).cos(h).

Agrupando S(h), temos: 2.8(h) — 2.5(h). cos(h) =
= [sen(a+h) + sen(a+2h) + sen(b—h ) + sen(b)|.h — 2.h.[sen(a+h) + sen(b)].cos(h).

Assim, S(h) = [sen(ath)+sen(a+2h) + sen(b—h )+sen(b)|.h — 2.h.|sen(a+h) + sen(b)].cos(h),

2.(1 - cos h)
ou,Sth)=_h? . [sen(ath)+sen(a+2h)+sen(b—h )+sen(b)] —2.[sen(a+h)+sen(b)].cos(h).
2-2cos h h

Pelo Teorema de L ‘Hospital, %11)18 h*(2 — 2cos h) = 1 e a outra fragéo tende a cos a — cos b

b N
Assim, J- Sena.da: lim Zsenan.h= lilirl'.}S(h):_(cosb—cos a)
-1 -

a N—>w
n

3. Propriedades

Algumas propriedades da soma e dos limites sao transferidas para a integral:

b b
3.1. Se k é constante entao j k.f(x)dx =k . -[f(x)dx.
b b b
3.2. I [f()+g(x)]dx = J‘f(X)dX"f J.g(X)tix-

b b
3.3. Se f{x) £ g(x) no intervalo [a, b] entdo If(x)dx < Ig(x)dx.
a a

b
3.4.Sem<f(x) <M no intervalo [a, bl entdo m.(b—a) < -[f(x)dx <M.(b-a).
’ b
3.5. Sef for continua no intervalo [a, b] entdo 3 £ € [a, b] tal que {f(x)dx =&(b-a).
b c b
3.6. Para trés numeros quaisquer a, b e ¢, vale if(x)dx= £f(x)dx + {f(x)tbc,

sempre que estas integrais existam.

b a
3.7. £f(x)dx=- {f(x)dx.



4. Teorema Fundamental do Calculo

Veremos, agora a ligacao existente entre a Integral Definida, integral e Derivada, que nos permite

calcular integrais bem mais rapidamente. Depois veremos alguns exemplos de aplicagbes conforme
ositens 1.1 a 1.6.

O principal resultado € que “ A area sob o grafico de uma fungdo aumenta (com o aumento do
intervalo) numa velocidade equivalente ao valor da fungao”, isto é:

4.1. Teorema: Se A(x)= L f (t)dt entdo A’(x) = f(x). My _Nﬂ-
Demonstragao: A’(x) = %,123 [A(xth)-A(x) ]/ h /,// P HE)
. x+h X
apo=lmy [T r@de - [ f @)ty e
. x+h £
"y b x xth b
A = M 5. hv/n = fi)

Com isto, conseguimos o que realmente nos interessa:

b
4.2. Corolario: Se F(x) é uma primitiva de f(x) entéo L f(t)dt =F(b)-F(a)| .

Demonstracao: Se F(x) € uma primitiva de f(x) entdo F’(x) =f(x) = A’(x).

Assim, temos que A(x) = F(x) + C, para alguma constante C

Lembrando que A(a) = F(a) + C =0 (uma integral no intervalo nulo [ a, 4] ), tiramos: C =- F(a).
Finalmente, de A(x) = F(x) + C, concluimos: A(x) = F(x) - F(a).

b
Agora, L f (t )dt = A(b) = F(b) + F(a), que se costuma representar por [F (x)]i
4.3. Exemplos:

5

2
4.3.1 Calcular a Integral (definida) de f{x) = x?no intervalo [I, 5] = J; x“dx

5
2
Uma primitiva de f{x) = x? & F(x) =x%3. Entdo .[1 X dx - F(5) - F(1) =53 - 13 - 124/3

5
2 3 5
ou J; X dX: [x /3]1 =553 -13=124/3

X
t
4.3.2 Calcular a integral de f(t) = e' no intervalo [0, x] = .L e’ .dt

X x
Uma primitiva de f{t) = €' é F(y = ¢'. Entéo _[0 e'.dt- [et ]O = F) - F(0) = ¢* 1

b
4.3.3 Calcular a integral de f(@) = sen a no intervalo [a, b] = J- sena.da

a
Uma primitiva de f{(a) =sen a é F(a) =— cos « .

b
b
Entéo L sena.da = [— cosa]a =—cosb—cosa



5. Mudancas de variaveis
Durante o processo de encontrar a primitiva (integral indefinida), € comum langar mao de uma nova
variavel auxiliar. Nestas situagdes, além da troca das respectivas diferenciais, devemos trocar os
correspondentes limites de integragdo. Veremos alguns exemplos:

2
" 3-3s2
5.1. Calcular a integral de f(?) = 2t &> no intervalo [-1,2]= let-e dt

Fazemos u =3 - 3¢*. Dai tiramos que du =- 6t.dt ,que t=-1=>u=0 equet=2=3u=-9.

2 -9
3-3¢2
Entao j_lzt-e “dt - (-1/3) .[0 e"du yma primitiva de f(u) = e" é F(u) = e".

-9
u -9
Entdo (-1/3) L e'du =13 [e“ ]O —13)1e’ - 1=a-e?)3

5.2. Calcular Ji\/ 25— x%dx

Fazemos x = 5.cos t. Dai tiramos que dx =-5.sentdt,que x=-5=t=rwrequex=5=r=0.

Entdo [ V25— xdv=['\/25-25cos” 1(~5sent)dr =5 [ [25(1 - cos® 1) (sen 1)di =

=25 Lﬁ (sent)(sent)dt . Uma primitiva de f(t) = sent & F(t) = (2t — (sen 20/4.

5 2t—sen2t |

Entéo J. 5\/25 —x*dx= (25) {T} =(25/4) | 2rm—sen 27 — (0) | = 2572, que € a area
0

do meio circulo superior de raio 5.

6. Integrais em coordenadas polares
6.1. Areas em coordenadas polares
Em coordenadas cartesianas, como vimos, a figura situada entre dois valores (préximos) da variavel
independente (x), entre a reta que representa a fun¢do nula ( y = 0 ) e a curva dada por uma fungao
(¥ =f(x) ), € um retangulo fino de largura h e altura f{x), com area valendo f{x).h (ver item 1.1)

Em coordenadas polares, a figura
correspondente, situada entre dois valores
(proximos) da variavel independente (), entre
o ponto que representa a funcdo nula (p=20)
e a curva dada por uma funcgédo ( p=£(0) ), é
um fino setor circular com angulo 4 e raio f(0),
com area valendo (1/2).[f(x)]%h .

Assim, se f(8) > 0, para 8em [0,, 6,], entdo a

area entre 0= 6,, 6= 0, e p=f(0) ¢é dada por p=0

o,
A=(1/2) “f(@)]zdé’
9

6.2. Comprimento de arco em coordenadas polares
Segundo o item 1.2 ( e com a definigdo de Integral definida vista no item 2 ), o comprimento em

b 2 b
d
coordenadas retangulares para a curva y = g(x) € dado por L = J. 1+ {d_y} dx= J.w/dxz +dy’
X

Para coordenadas polares, temos a curva p=f(8), aplicamos a mudanc¢a de varaveis:
x=p.cos@ = f(0).cos0 => dx=][f’(0).cos0—f(0).sen0]dO e
y=psenl = f(0).sen0=dy=]f’(0).sen0 +f(0).cosf1db.



0,
2 2
Dai, temos que: dx>+dy*=[f’(0)1>+ [ f(6)]%.d0? e portanto, |L = J\/[f’(e)] + [f(@)] do
6’0

7. Integrais Impréprias
Temos duas situagdes em que uma integral é dita impropria:

¥
7.1. Intervalo ilimitado, fungao limitada

Se a fungao tende a zero, quando x tende ao
infinito, entao talvez possa existir -
P ¥y =ftx)

J:O f(x)dx = glffo J.ab f(x)dx — .

7.2. Intervalo limitado, funcgao ilimitada

Se a fungao tende ao infinito, quando x tende ao
valo a, entdo falvez possa existir

ij(x)dx= lf_’?: '[bf(x)dx

8. Ainda

Como nem todas as fungdes tém uma primitiva conhecida, estas técnicas para calcular Integrais
Definidas podem ser insuficientes. Veremos, mais tarde, outras maneiras:

8.1. Integragédo por Séries,
Consiste em transformar o integrando numa “série”, ou seja, num polindmio de grau infinito, cujos
coeficientes das maiores poténcias se tornam muito pequenos, quase despreziveis (Capitulo IV do
nosso curso de CDI-II)

8.2. Integracdo Numérica
Consiste em aperfeicoar a técnica do uso de retdngulos (como visto no item 2.2) e de trapézios
cada vez menores, conforme a precisao exigida (Capitulo IV da disciplina CAN = Calculo Numérico).



