Integrais Multiplas
por
Milton Procopio de Borba

Neste capitulo, iremos ampliar os conhecimentos de integrais para fungdes que dependem de mais
que uma variavel. Iniciaremos com as de duas variaveis.

1. Integrais Duplas
Quando uma fungado z = F(x,y) depende de duas variaveis
independentes num certo dominio do plano XeY, seu grafico
€ uma superficie situada sobre este dominio.

Trataremos, no nosso estudo, com os dominios chamados

regulares, isto é, compreendidos entre o grafico de duas b ¥
fungdes y = f(x) e y = g(x), ambas definidas para todo x entre B’ A{x}“ e
x=aex=b. B -]
A b
Para cada x (fixo) entre x = a e x = b, a fungéo z = F(x,y) x|
depende somente de y e podemos calcular a sua integral N |
[+

¢ b = £
definida desde y = f{x) até y = g(x) : A(x) = J.F(x, y)dy % p A =gx)

S(x)

Como A(x) pode ser definida para todo x entre x = a e x = b, podemos calcular sua integral definida
b

neste intervalo: '[A(x)dx
a

Graficamente, se F(x,y) > 0, A(x) seria a area plana (para cada x) desde o plano XoY até a superficie

b
dada por z= F(x,y), enquanto que _[A(x)dx representaria o volume do sélido entre o dominio e a
superficie z = F(x,y), constituido pela soma de infinitas areas A(x) multiplicadas por uma pequena
variacao em x.

1.1. Definicao.
A integral dupla de z = F(x,y), no seu dominio regular D entre y = f{x) e y = g(x) definidas para todo x
b| g(x) b g(x)
entre x=a e x =5 é dada por: I IF(X, »)dy |dx | ou simplesmente I J.F(xa y)dydx , OU
al f(x) a f(x)

ainda IIF(X, ¥)dS | onde ds = dy.dx ¢ a diferencial (ou elemento) da area.
D

1.2. Propriedades.
Como nas integrais definidas temos:

124, [[kF(x,)dS =k [[ F(x,)dS

122 ij[F(x, »)+G(x, y)lids= [[F(x,p)ds + [[G(x,p)ds

1.2.3. sl; F(x,y) <G(x,y) entdo ”F lgx,y)dS < H G; X,y )dS

1.2.4. Se m < G(x,y) <M entao ,Z.s < ”F(x,y)DdS <M.S, quando S é a area de D
b

1.2.5. Se G(x,y) é continua em D entdo existe um & em D tal que IIF(X’ y)dS =F(¢).S,
D



126.8e D =D,UDse D\Ds = ¢ entao | | F(x,3)dS = [[F(x,y)dS + [[F(x,y)dS
D D, D,

1.2.7.Se D é um retangulo [a,b] X [c, d] do plano XoY ent&o

1.3.

1.4.

1.5.

”F(x,y)dS IIF(x v )dydx - IIF(x v )dxdy

c a

Interpretacdo geométrica.

A integral dupla de uma fungdo F(x,y) num dominio D do plano XoY representa graficamente o
volume do sélido com uma base plana em D, superficie lateral cilindrica cuja diretriz é a fronteira de
D e a outra face é a superficie z = F(x,y).

Em particular, se F(x,y) = 1, o valor da integral coincide com a area de D.

Calculo da integral dupla.

Como exemplo, usaremos F(x, y)=x>+y?-2x + 5y +263
no dominioD={(x,y) /x> +y*<1}.

A fronteira do dominio D é delimitada pelas duas fungdes:

y=feo=VI-x’ e y=g)=-\I—x’, ambasemI[-I,I].

1| g(x)

Entdo, V' = ”F(x,y)dS I jF(x,y)dy dx

T

L

-1 f(x)

ou ainda:
A1

y= I J(xz +9° =2x+5y+263)dydx
,l_m
1 1-x*
_[x y+——2xy+5y7+263y dx
- 1-x2

y= j[(zx2 —4x+256 NI1-x° +§(]—x2)2/3]dx
-1
y= |:4;X I( )

Aplicagdes fisicas.

Se, por exemplo, a fungdo representasse a femperatura T(x, y)= x*> + y? - 2x + 5y +263
(em Kelvin) da chapa circular de raio Im no centro do plano XoY, com espessura E (m),
densidade p (kg/m?®) e calor especifico ¢ (kcal/(kg.K)), entdo esta integral teria servido
para calcular a quantidade Q (kcal) de calor naquela chapa.

Realmente, com p = dm/dv e dv = E.dxdy, temos que

@
0 ~dm.c.T; +dm.c.T, +dm.c.T; +...+ dm.c.Ty =c(p.Ti.dv + p.Todv + p.Ts.dv +...+ p.Tn.dv)

Q ~c.p(T1.E.dxdy +TyE.dxdy+T; E.dxdy +...+Tx.E.dxdy) = cpE(T.dxdy +T,dxdy +T;.dxdy +...+ Ty.dxdy)
1| g(x)

= cpE ”T (x,y)dS = cpE I IT (x,y)dy |dX = cpE(527/2) keal. ~ 827,81 ¢pE keal.
| ey

A exemplo das integrais de fungdes de uma variavel, podemos, agora, calcular centros de gravidade
de sdlidos

1

527

+7(x\/1 x° + arcsenx)} = 527m2u.v. ~ 827,81 u.v.
-1

Na verdade, Q




1.6. Transformacao de coordenadas.

A integral dupla calculada no item 1.4 apresentou algumas expressdes complicadas, pois 0 dominio
D era um circulo, cujas fronteiras y = f(x) e y = g(x) tinha equag¢des ndo muito simples. A variavel x

variava entre —I e 1. Para cada x, a variavel y ia de y=g(x) =-\I—x’ até y=fix)=~+1—-x".

Em coordenadas polares, este dominio D tem fronteiras bem mais simples: p= I, para qualquer 6.
A variavel @ varia de 0 a 2n. Para cada valor de g, a variavel pvaide 0 até 1.

Enquanto um elemento de area em coordenadas retangulares é dA4 = dx.dy, L \pat

em coordenadas polares, |dA =p.dp.do | 2

Na verdade, de x = p.cos 8, tiramos que dx =cos 6. dp - p.sen 8. d6

ede y=psen 0, tiramos que dy =senf. dp + p.cos 6. d0

cos 8 - p.sen@

Como a area é o médulo do produto vetorial: d4 = dx.dy = det dp . d6
send p.cos 6
cos 8 - p.sen@

Este det é conhecido como Jacobiano da transformagéo: J = det =p
send p.cos 6

Com isto, a integral do item 1.4 pode ser calculada por

2z 1
p= ”0( 07~ 2p.cos 0 + Bp.send+263 ) p.dp.d
0
27 ) 2
y= j jo[ P+ 2. (Bsen® — 2cos O0)+263p).dp.dO = j [ /4 +(p¥/3).(5send — 2cos 6) +263p%/2 1) .d6
0 0

2
V= I[ 1/4 +(5sen@ — 2cos 0)/3 + 263/2 1.d0=[ 8/4 - (5cosb + 2sens 0)[3 + 2636 /2] (2)”
0

V=(m2-5I3+2631) — (-5/3) = (1/2 + 263)w = 527m/2. ~ 827,81.

o0

2
—X
1.6.1. Céloulo de 1= _[e dx

—o0
_ .2
Trata-se de uma integral impropria (de uma variavel) muito Gtil em estatistica. Como € * ndo tem

2 2
" . e —x'-y
primitiva conhecida, usamos o artificio de calcular IT = ”e dA em coordenadas polares e
RZ
em coordenadas cartesianas. Da comparagao dos resultados, resulta o valor procurado de 1.

27w —o0

n= [Je " dA= [ pdpas - T {_—’ | e“du}dé’ - T{i}m L -
® 00 0 2 0 0 2 2

II= :Jle_xz_ysz: TTe_xz_yzdydx = TTe_xze_yzdydx = Texz(]geyzdyjdx
Iy R Zose o Zo

1= jze"‘z (I)dx=1. je_xzdx ~LI=F Portanto, P=II=7= |I=+/r|.

—00

—00




2. Integrais Triplas

2.1.

Agora estaremos interessados em integrar uma fungao
F(x,y,7) numa regido R do espago XYZ, delimitado por
uma face inferior 7z = u(x,y), uma superficie lateral
cilindrica cuja diretriz é a fronteira da projegao (D) de R
no plano XeY e por outra face superior z = v(x,y).

Definigao.
Se ambas as fungbes z = u(x,y) (faces inferiorde R) e
z =v(x,p) (faces superior) sao definidas no dominio D do
plano XoY situada entre y = f(x) e y = g(x) validas para
todo x de « até b, entdo a integral tripla de F(x,y,z) nesta
regido R é dada por
b | g(x)| v(x,»)

IF(X, ¥,z)dz dy ¢dx | ou simplesmente
a | f(x) [ u(x,y)
b g(x) v(x,y)

IF(x,y,z)dzdydx , ou ainda
a f(x)u(x,y)

IJJF(X, ¥,2)dV  onde av = dz.dy.dx é a diferencial (ou elemento) da volume.
R

2.2. Propriedades.
Analogas as propriedades da integral dupla ( itens 1.2.1 a 1.2.6 ), trocado-se F(x,y) por F(x,y,z),

trocando-se D por R, trocando-se S ( “area”) por V (“volume”) e

2.2.7.Se R é um paralelepipedo [a,b] X [c,d] X [r,s] do espago XYZ entdo

bds s bd

IJJF(x,y,Z)dV :JjjF(x,y,z)dzdydx=IIJF(x,y,z)dydxdz = ... (ou outra ordem )
R

acr rac

2.3. Interpretagdo geométrica.
Em particular, se F(x,y,z) = 1, o valor da integral coincide com o volume da regido R.

2.4. Calculo das integrais triplas.

Como exemplo, usaremos F(x, y,z)= 10xy+100z na regido

R = primeiro octante da esfera de raio 3cm, interior, ao cilindro circular x*> +y?>=4

,:jij(x,y,z)dV: m(u)xy+1()oz)dr/:

j j j (10xy + 100z )d=zdydsx _
0 0 0

2
[ ] (10xpJ9-x" = y? +450 - 50" = 5057 )dydx
0 0 fJL_f”

2
I= (1/3)I[—50x\/3+(1150—IOOxZ)\M—xZ +(90x —10x )]N9—x° Jdx

0



Isz(x’y»Z)dV= -504/5 +350n + 162 | ~ 1149,75.
R

2.5. Aplicacgdes fisicas.
Se uma fungédo F(x,y,z) representa a concentracdo média de certo elemento (por unidade de
volume) numa regido R do espago XYZ, sua integral tripla representa a quantidade total deste
elemento no sdélido R com uma face inferior em z = u(x,y), uma superficie lateral cilindrica cuja
diretriz é a fronteira da projegéo (D) de R no plano XoY e outra face superior representada pela
superficie z = v(x,y).

No nosso exemplo, se, em cada ponto da regido R, F(x,y,z) representasse a concentracdo média de
particulas (em u/cm?), teriamos calculado um total de aproximadamente 1150 particulas em R.

Também, se, em cada ponto da regido R, a densidade (em g/cm’) fosse representada por F(x,y,z), teriamos

calculado a massa total de R : 1150 g, com volume de V' = J‘_”d V.
R

2.6. Transformacao de coordenadas
No espaco tridimensional, dois outros sistemas de coordenadas sao muito difundidos e podem
facilitar alguns calculos, principalmente se estao envolvidas partes cilindricas e/ou esféricas.

2.6.1. Coordenadas cilindricas
A exemplo das integrais duplas, enquanto um elemento de volume em coordenadas retangulares é

dV = dx.dy.dz, em coordenadas cilindricas, ‘dV=p.dp.d6’.dz‘ .

Com isto, a integral do item 2.4 pode ser calculada por

2 \V9-p’
j j (10pcos8.psend + 100z )p.dz.dp.do
0 0

S eyt | N

1=j”F(p,9,z)dV=

a
- 2

ﬁ J( 5p° sen20+100p.z )Jdz.dp.dO

00 0

%2
7= j j [5p° sen20+9—p° +50p(9—p° )]dp.do
00
3
I= f[(162—50\/§)sen26’+700]d6’ =|-504/5 +350m + 162 | ~ 1149,75.
0

2.6.2. Coordenadas esféricas
Este sistema simplifica muito uma integral 7z
numa regiao esférica ou numa parte dela. .
O elemento de volume é dado por £

|dV=r> sen ¢.dr.d6.dy)|,

rd@
que também pode ser determinado pelo médulo
do Jacobiano J da transformacgao:
x=rsenp.cos T TTe-_ - BT T
y=r.sen @.sen 0 ?"S‘Ef’lﬂ?dﬁ

I=r.cos @
sen @.cos @ -r.senp.sen @ -r. cos@.cosO

J=det|senp.sen & r.senp.cos @ r.cosvp.sen O | =|-r’sen @|.

cos @ 0 -r.sen @



A integral do item 2.4 pode ser calculada por

1=|[[G(r.0.0)av

R
%%f(tp)
I= _H j 10r.sen (o.cosﬁ.r.sen(p.sen@-l—IOOr.COS(p)rZ.sen(p.dr.d(p.d@
00 0
= e
I= _” J.(5r .sen gosen26’+50r .sen2¢ ).dr.dp.d@ =1,+1, onde sen a=2/3 e
00 0
%a3
I, = III(5r4.Sen3 @.sen20+50r" .sen2¢ ).dr.dp.dO (parte esférica)
000
T T 2
2 2 seng
= II I(5r .sen’ @.sen20+50r° .sen2¢ ).dr.dp.dO (parte cilindrica)
0a
Calculando.
:
I, = _”(243sen3 @.sen20+1012,5sen2¢ )de.do
00
%
1= [[(162-6675 )sen20+450].d0 = 6645 + 2257+ 162
0

T

j{ﬂ sen20 200sen2¢

2
v }d{&d@: I(250+]6sen2«9x/§).d«9= 16~5 + 1257
0

z
2
L=
? ) sen’ @ sen” @

I=1,+1,= (-66J5 + 2252+ 162 )+ (16/5 + 1257) = |-50/5 +350n + 162 | ~ 1149,75.




