5. SEQUENCIAS e SERIES

Seqiiéncias e séries: Objetivos:

vergencia,

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1.

o P

Ot W o

© © N>

10
11.
12.

Reconhecer uma seqiiéncia e verificar se:

é convergente ou divergente;

crescente ou decrescente;

Propriedades de uma seqtiéncia;

Definir séries numéricas de termos positivos;

Encontrar a soma de séries;

Identificar as séries especiais: geométrica, harmonica e p;

Verificar se é convergente ou divergente aplicando os critérios de con-

Analisar a convergéncia de séries alternadas e de sinal quaisquer;
Reconhecer séries absolutamente e condicionalmente convergentes;
Reconhecer séries de fungoes;
Encontrar o raio e o intervalo de convergéncia das séries de poténcias;
Desenvolver func¢oes em séries de Taylor e Maclaurin;
Desenvolver fungoes em séries binomiais;

Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-

tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O

modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulagao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

5.1. Sequéncias

Introducao

Neste capitulo estudaremos séries infinitas, as quais sao somas que envolvem um numero

infinito de termos. As séries infinitas desempenham um papel fundamental tanto na

matematica quanto na ciéncia. elas sdo usadas, por exemplo, para aproximar funcgoes

trigonométricas e logaritmica, para resolver equagoes diferenciais, para efetuar integrais

complicadas, para criar novas fungoes e para construir modelos matematicos de leis
fisicas (Anton, 1999).
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Na linguagem cotidiana, o termo sequéncia significa uma sucessao de coisas
em uma ordem determinada - ordem cronolégica, de tamanho, ou légica, por exemplo.
Em matematica o termo sequéncia é usado comumente para denotar uma sucessao de
nimeros cuja ordem ¢é determinada por uma lei ou funcgao.

Estudaremos um tipo especial de fungao definida nos niimeros naturais N =
{1,2,3,4...}, com imagem em R. Isto é, estudaremos a fun¢ao f : N — R quanto
ao limite e suas propriedades quando n — oo. A funcao f : N — R definida por
f(n) = s2= é um exemplo de seqiiéncia. O conjunto composto pelos pares ordenados

2n+1

(n, f(n)) é dado por

I=1{(1, (1), (2, £(2)), 3. f(3))s eorrrreon. (0, F(1)), oo }

" 1 2 3 n
I= {(L 5)’ (27 g)’ (37

¢ denominado conjunto dos termos da sequéncia f(n). Geralmente, o conjunto I é
escrito de forma simplificada. Isto é, I é representado pelas imagens de n € N de forma
que a posicao que determinada imagem de f ocupa no conjunto dos termos da seqiiéncia

f(n) é determinada pelo elemento n € N, ou seja,

I={f(1), £2), F3)seorrrcces (1) oo Y ={o 222 2 LI 1.

Podemos observar que o termo % é imagem de n = 5, pois ocupa a quinta posicao no

conjunto dos termos. O termo f(n) = 525 é denominado termo geral da seqiiéncia. A

forma usual de representar o termo geral de uma seqiiéncia é a,, = oux, =

_n_ _n_
2n+17 2n+17
etc. Passaremos agora a definicdo formal de seqiiéncia. Nesse caso, temos

_n__
2n+1

o conjunto I = {x1, 22, T3, ccovereen. Ty, }.

ou Y, =

Definigao 5.1. Sejam N = {1,2,3,4...} o conjunto dos naturais, R a reta real. Denom-

inamos seqiiéncia, a aplicacao x, : N — R.

Problema 5.2. Para melhor compreensao vamos supor que o crescimento diario de uma
linhagem de suinos é dada em funcao do crescimento total pela seqiiéncia u, = e
onde n corresponde ao numero de dias de vida do suino e nlLIEO u, o tamanho de um
suino adulto. Assim, o conjunto {X 6 % 2 4 5 ﬁ,} representa o tamanho

diario do suino em relacao ao tamanho final.

Graficamente podemos observar a curva de crescimento, cujo limite é repre-

sentado pela assintota y = 1
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Como podemos observar a assintota y = 1 representa o limite de crescimento
do suino. Isso significa que podemos levantar questoes como por exemplo, qual o niimero
minimo de dias que o suino deve ficar em tratamento para atingir, pelo menos, 80% de
seu tamanho final?

No grafico abaixo podemos observar uma estimativa em torno de 50 dias

1.0
y /—
0.8
0.6 T
04T
0.2 T,
0.0 ——F+—+—+———+—+—+—+—+—+—
0 20 40 60 80 100 120
X

A questao agora é como fazer uma estimativa em termos matematicos? A
resposta sera dada pela definicdo de limite de uma seqiiéncia.
Limite de uma Sequéncia

Definicao 5.3. Seja u,, uma seqiiéncia, dizemos que o niimero a é limite de u,, quando
n tende para o infinito se dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todon > K

vale a desigualdade |u, — a| < €.
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Exemplo 5.4. Dada a seqiiéncia u,, : N — R € definida por u, = =43 vamos mostrar

que limu,, = 1.

Demonstracao: Devemos mostrar que dado £ > 0 podemos encontrar K >

0 tal que para todo n > K vale a desigualdade |u,, — a| < . Agora,

_ _ n_ _ |n=n=13| _ 13
un — 1] = ‘n+13 1| =| nti3 | = n+13‘ <€
De modo que podemos escrever % < ¢ donde vem 13 < ne 4 13¢ ou

13—13¢

13—13¢
€ €

< n. Consequentemente, podemos tomar K = e a definicao 5.1 estara

satisfeita.

Comparando os dados do problema 5.2 com a defini¢ao 5.3 concluimos que
e = 0,2 representa a diferenga entre o crescimento almejado e o crescimento total dos
suinos. Por outro lado, K é o niimero minimo de dias que os suinos devem permanecer

em tratamento para atingir, pelo menos, 80% de seu crescimento total.

Exemplo 5.5. Determine o niimero minimo de dias que um lote de suinos, cujo cresci-

mento é dado pela seqiiéncia u,, = —%= dever permanecer em tratamento para atingir
n+13 ’

respectivamente, 80%, 90%, 95% do seu tamanho final.

Solucao: No exemplo 5.4 concluimos que dado € > 0 podemos tomar K =

13—13¢
P

Como para 80%, 90%, 95% do tamanho final os valores de € sdo respectiva-

mente 0,2, 0,1, e 0,05 temos, respectivamente, o numero minimo de dias dado por:

CL) K = 13—-13e __ 13-13x0.2 __ 52 dias
€ 0.2

b) K = 13—13s _ 13—2&*0.1 — 117 dias

€

C) K = 13—13¢ — 13—13%0.05 — 247 dias
€ 0.05

Outra conclusao que podemos tirar é que a partir de um determinado tempo,
a variacao do crescimento é muito pequena em relagao a quantidade de ragao que o suino
consome. Portanto, o produtor deve estimar o tempo minimo de tratamento em dias
para obter o maximo de lucro.

Voltemos ao estudo das seqiiéncias.
Teorema 5.6. (unicidade)

Seja u,. N — R uma sequéncia em R tal que lim u, existe, entao o limite é

n—oo

unico.
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Sequéncias Convergentes

Definicao 5.7. Seja u, uma seqiiéncia. Dizemos que u, € convergente se, e somente

se, limu,, = a para algum a € R..

Se u,, nao for convergente diremos que u, € divergente.

2n+3
3n+5

, . . 1 on+3 2
é convergente, pois nh_)rrolo Uy = nh_%lo s =%

Exemplo 5.8. A seqiiéncia u, =

1

2 .
i1 — 1 converge ou diverge

Exemplo 5.9. Determine se a sequéncia u,, =

n* — 1 diverge, pois lim u, = lim(3n® — 1) = oo
n—oo

a sequéncia u, = i

n—oo

Como o limite de u, nao existe , a sequéncia diverge. O gréfico 7?7 ilustra a

maneira como esta sequéncia diverge

Subsequéncia

Definigao 5.10. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R. Seja N = {ny,ng, nz, ........ }

um subconjuto de N, entao z, /v : N — R é uma subseqiiéncia em R.

Exemplo 5.11. Seja u,, : N — R uma seqiiéncia dada por u, = # Seja N =

{1,3,5,7,9,........ } € N. Entao a seqiiéncia u,/ny : N — R é subseqiiéncia de u,,.

111 1 1 1

Os termos da seqiiéncia sao {1, ;, 3716 257 367 19 ...} e os termos da subseqiiéncia sao

(1341

Teorema 5.12. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R tal que lim u,, existe, entao o

n—oo

limite é tnico.
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Demonstragao: Suponhamos que u, : N — R é uma seqiiéncia em R tal
que lim u,, existe e suponhamos que a eb, com a # b, sdo limites dessa seqiiéncia. Entao
dadc?zo; 0 podemos encontrar K; > 0 e Ky > 0 tal que para todo n > K; tenhamos
|un, — a| < § e para todo n > Kjtenhamos |u, — b < 5. Agora seja K = max{Ki, Ky}.

Entao podemos escrever, para todo n > K:
la —b| = |a — up + u, — b
la = b = |=(up — @) + (up —b)| < Jup —al +|u, — b <5+ 5 =c¢.

Como a e b sdo constantes, teremos |a — b| < € para todo £ > 0 se, e somente

se |a — b| =0, isto é se a = b. Logo, o limite de u,, se existe, é inico.

Sequéncia Limitada

Definicao 5.13. Seja u,, : N — R uma seqiiéncia em R. Dizemos que u,, é limitada

quando o conjunto {uy, g, Ug, ............ T } for limitado.
Teorema 5.14. Seja u, : N — R uma seqtiéncia convergente R, entao u,, é limitada.

Demonstracao: Suponhamos que u, : N — R é uma seqiiéncia convergente
em R e suponhamos que a € limite dessa seqiiéncia. Entao dado € = 1 podemos encontrar
K > 0 tal que para todo n > K tenhamos |a —b| < 1. Assim, para todo n > K
temos u, € B(a,1). Como o conjunto {uj,us, us, ............ ,Upn_, + € finito segue que

{1, Ug, Ugy oo U1y Uy eeeenvreeaennenns } C B(a,1). Logo, u, é limitada.

Observagao 10. A reciproca desse teorema nao é verdadeira. Por exemplo, u,, = (—1)"

é limitada, mas nao é convergente.

Teorema 5.15. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R. Se limu, = a entao toda

subseqiiéncia de u,, converge e tem limite igual a a.

Demonstragao: Suponhamos que existe uma subseqiiéncia x,, de u, e que
lim z,, = a, entao para todo € > 0, existe K > 0 tal que |a — b| < e para todo n; > K.
Sendo N = {n; < ng < ng........ } um conjunto infinito, existe K > 0 tal que n; > K .

Logo, para vy > i temos n, > n; > K donde vem |a — b| < ¢ e, assim, limz,, = a.
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Sequéncias Numéricas

Neste paragrafo analisaremos algumas propriedades das seqiiéncias em R.
Definicao 5.16. Seja u,, uma seqiiéncia de valores reais. Entao:

e Dizemos que u, é nao decrescente se wu, 1 > u, para todo n € N.
e Dizemos que u,, é crescente se u,1 > u, para todo n € N.
e Dizemos que u, é nao crescente se u, > u,;1 para todo n € N.

e Dizemos que u, é decrescente se u,, > u,1 para todo n € N.

Definicao 5.17. Seja wu, uma seqiiéncia de valores reais. Entao u, é denominada
mondtona se pertencer a um dos tipos descritos na definicao 5.16.

n+1

wris © monotona.

Exemplo 5.18. Mostrar que a seqiiéncia u,, =

Solugao: Devemos mostrar que u, pertence a um dos tipos descritos na
defini¢ao 5.16.

1)+1
Temos u, = &t e upy = (L4l n42

T (n+1)242 T n2+42n+3

Verificaremos se que u,,1 < u,.Entao,

Un+1 S Un,

n+2 n+1
n242n+3 — n242

(n?+2)(n+2) < (n+1)(n*+2n+3)

4+ +2m+4<n3+3n*+5m+3
1<n?+3n

n

A dltima desigualdade é verdadeira para todo n. Logo, u, = njjrl? ¢é decres-

cente e, assim, monotona.

Definicao 5.19. Seja u,, uma seqiiéncia numeérica C' e K dois niimeros reais. Dizemos
que C' é limitante inferior de u,, se C < u, para todo n e que K é limitante superior de

Uy, se K > u, para todo n.
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n+l 23 4 5
n242 3767117187 " "

e cujo limite é L = 0. Entao todo nimero real C' < 0 é limitante inferior de u, e todo

Exemplo 5.20. Consideremos a seqiiéncia u, = cujos termos sao

K> % ¢é limitante superior de u,,.

Definicao 5.21. Seja u, uma seqiiéncia numérica que possui limitantes inferiores e

superiores entao u,, € dita seqiiéncia limitada.

Observacao 11. Note que uma seqiiéncia para ser limitada nao precisa ter o limite.

Por exemplo, u,, = (—1)" nao tem limite mas é limitada.
Teorema 5.22. Toda seqiiéncia mondétona limitada em R é convergente.

Teorema 5.23. Sejam u, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que limu, = a e
n—oo

lim y,, = b. Entao sao validas as afirmacoes:
n—oo

i) lime=c

n—oo

ii lim cu,, = ca

n—oo

it lim (u, £y,) = a £ b

n—oo
il) lim u,y, = ab;
n—oo

iii) Se b # 0 e y, # 0 entdo lim 2 = §.

n—oo Jn

vi lim % =0, se k é uma constante positiva
n—oo™

Demonstracgao:

i) Sejam u, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que lim u, = a e limy, = b, entdo
n—oo n—oo

dado € > 0 existem K; e K, maiores que zero tais que |u, — a| < £

2
n > K e |y, —b| < § para todon > Kj. Seja K = max{Ki, K,} entdo para todo

para todo

n > K temos |u, —a| < 5 e |y, —b] < 5. Assim,

|un+yn‘ = |un+yn_(a+b)‘

3

2:5.

€
[tn +ynl = [(un = a) + (yo = B)] < fun — af + Jyn —b] < 5 +

Portanto,

lim (u, + y,) = a + b.

n—oo

Analogamente, mostra-se que lim (u,, —y,) = a — b.
n—oo
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ii) Sejam u, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que limu, = a e limy, = b, entéo

n—oo n—oo

dado € > 0 existe K > 0 tal que |u, —a| < 5% € |y, — b| < 55 para todon > K.
Além disso, u, e y, sao seqiiéncias limitadas, de modo que existe N > 0 tal que

lun| < N e |y,| < N para todo n € N. Assim,

|unyn — ab| = |upyn — unb + u,b — abl

[tnyn = ab] = Jun(yn = b) + b(un = a)| < fun(yn = )| + [b(un — a)l

[tnyn — ab] < fun| yn — b] + [b] [(un — a| < Ny =] + N[(un — al

Ne Neg
—ab| < — 4+ — ==
|unyn ab‘ Sy + N €
Logo,
lim u,y, = ab.
5.2. SERIES

Definigao 5.24. Seja u, uma seqiiéncia numérica. Denominanos série numérica a so-
mas dos primeiros k — termos dessa seqiiéncia numérica u,,. Ja wu, sera denominado

termo geral da série.

A série gerada pela seqiiéncia serd denotada por:

n=~k
ZUnZU1+U2+U3+ ........... =+ U
n=1
[§]
Zun:u1+uQ+u3+ ........... + ug + ...
n=1

Para melhor entendimento vamos considerar e analisar um problema.
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Problema 5.25. Um estudante devera receber mesada de seu pai em unidades monetarias

UM, durante o tempo que permanecer na universidade, segundo a sequéncia

20000 . :
u, = ————, em que n corresponde ao nimero da parcela a ser recebida. Pergunta-se:

n(n+1)
i - Qual o montante que o estudante devera receber até o final da faculdade supondo
que conclua o curso em 60 meses?
ii) No caso do estudante permanecer na universidade indefinidamente, como ficard o

montante?

Solucgao: As parcelas mensais serdo dada pela seqiiéncia que descreve o valor

da mesada sao:

10000, 10000 5000 1000, 2000 10000 2500 2000 2000

3 7 37 3> 22> 7> 9 11> "t

Para responder a pergunta vamos escrever o problema no formato de uma

série infinita. Isto é,

0 2000 10000 5000 2000 10000 2500
Z —10000+—+—+1000+ + +
n(n 3 3 3 21 7

n=1

As somas parciais sao:

40000
Sl =T = 10000 SQ Sl + Xy = T 53 SQ +x3 = 15000
54 = 53 + x4 = 16000 S5 54 + x5 = 50000
.................... Sn = Sn—l + Up

Agora vamos determinar uma férmula para o termo geral da soma. Escrever-

emos o termo geral da série em fracoes parciais. Temos entao,

20000 A B
A1) 0 el
20000 =A(n+1)+ Bn
20000 =(A+B)n+ A
A = 20000
{ A+B=0
Resolvendo o sistema obtemos A = 20000 e B = —20000

oo

‘s 20000

Desse modo a série § A1)
n—=

i 20000 i 20000 20000
— n + 1 n n+1

n=1

pode ser reescrita como segue
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Ja a soma dos n — primeiros termos sera dada por:

S, = (20000 — 20) (20 _ 20w) 4 (00 20

Cuja simplificacao resulta em

2
5,1:20000—M
n+1

que simplificada resulta em
~20000n

" on41

O leitor podera verificar que as somas parciais determinadas acima corre-

sponde as resultadas pela férmula.

A resposta da questao i) do problema corresponde a sexagésima soma, ou

seja

2

Desse modo, apés 60 meses o estudante terd recebido um montante de 19672U M

Passaremos a resposta da segunda questao. No gréafico abaixo podemos ver

o crescimento da soma da série. Observe que a escala do eixo y é 1 para 10000.

2.0
y

15T

1.0 1

0.5 7

0.0 t t } } } {
0 10 20 30 40 50 60

X
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Portanto, se o estudante ficar a indefinidamente na universidade, observando
o grafico, podemos afirmar que nao receberia mais do que 20000U M.
Isso significa que a soma da série tem limite 20000U M quando o tempo tende

para infinito. Ou seja,

2
lim S, = lim 200007

n—o0 n—oo 1 +

= 20000

Em outras palavras a série converge para 20000.

O conjunto de somas parciais da série forma uma seqiiéncia de somas. Defin-
imos o limite de uma seqiiéncia de somas parciais do mesmo modo que foi definido limite

de uma seqiiéncia numeérica.

Limite de uma Série

Definigao 5.26. Seja S, uma seqiiéncia de somas parciais, dizemos que o nimero S é
limite de S,, quando n tende para o infinito se dado € > 0 podemos encontrar K > 0

tal que para todo n > K vale a desigualdade |S,, — S| <

Exemplo 5.27. Consideremos uma seqiiéncia de somas parciais, obtida no problema

2 2
5.25 dada por S, = 2000 p fostrar que Tim 22200 — 90000,

1 n—oo N,

Solucao: Devemos mostrar que dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal

que para todo n > K vale a desigualdade |S,, — S| < e. De |S,, — S| < & temos

20000
|Sn—8\=‘ n
n+1

_ 20000' _ ‘20000% — 20000n — 20000‘ _

n+1

—20000
n+1

20000

1 < € donde vem 20000 < ne + € ou

De modo que podemos escrever

20000—¢
€

< n. Consequentemente, podemos tomar K = %

e a definicao 5.24 estard

satisfeita.

Suponhamos que se deseja saber a partir de que parcela a diferenga entre o

montante e o limite é menor do que 300U M. Para obter a resposta tomamos ¢ = 300

e obteremos K = 20008075 = 200%%6300 = 65.667. Isso significa que em todas as parcelas,

a partir da sexagésima sexta, a diferenca entre o montante e o limite é menor do que
300U M.

Suponhamos que se deseja saber a partir de que parcela a diferenga entre o

montante e o limite € menor do que 200U M. Para obter a resposta tomamos ¢ = 200
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e obteremos K = 20020_5 = 200%%5200 = 99. Isso significa que em todas as parcelas, a

partir da parcela de nimero 99, a diferenga entre o montante e o limite é menor do que
100U M.

Observagao 12. Como no estudo de limite das fungoes, no estudo das séries apenas
temos interesse em € com valores proximos de zero, pois interessa apenas saber o com-

portamento da funcdo préximo ao ponto de limite.

Séries Convergentes

o0
Definigao 5.28. Sejam u,, uma sequéncia numérica, Yy u, a série cujo termo geral é

n=1

o0

Up, Sy, & somas parciais dos termos dessa série. Dizemos que Y u, é convergente se
n=1

lim S,, existe. Caso contrario a série sera denominada divergente..

n—oo

Exemplo 5.29. A série n%?l[f?), obtida no problema 5.25 é convergente pois lim S,, =
n=1 n—00
2
tim 222907 _ 95000,
n—oo N

2n
5n71

o0
Exemplo 5.30. Verifique se a série dada por ) é convergente.
n=1
Solugao: Devemos verificar se a soma da série tem limite. Todas as séries
que apresentam esse modelo podem ser resolvidas conforme o modelo que segue.
i) Escrevemos a soma dos n — primeiros termos.
2 23 24 on

2
Spn=2+ —+=+=+ ..
tEtmTat +

i1) Multiplicamos S,, por % e obtemos

) 22 23 24 on 2n+1
S, =—4+ =+ =+ ...
5 5 +>52.+ 53-+ +>5n—1 Hn

i1) Fazemos a diferenga entre os resultados de i) e i)

22 23 on 22 3 on gnt1
w%&=@+g+?+m+m1%<—+—+ ...... +—+ >w
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3¢ _
g —n_ g2 10 102,
" 33 5n 3 35
e
Ii S =1 10 10 2 n
S = lim {5 =5 )
donde
_ 10
S=3
LR 2"
Consequentemente a série nz::l Bl € convergente.

Propriedades

1. Uma das propriedades das séries infinitas é que a convergéncia ou divergéncia nao

¢é afetada se subtrairmos ou adicionarmos um numero finito de termos a elas. Por

exemplo, se no problema 5.25 o estudante s6 comecgasse a receber a primeira parcela
o

20000
n(n+1)’

apos b meses a série seria escrita com n = 6 no primeiro termo, ou seja,
=

e a soma seria S = 20000 — S5. Se por outro lado o seu pai decidisse nos I;rimeiros
10 meses dar uma mesada fixa de 2000UM por més e iniciar o pagamento con

20000
n = 1 no décimo primeiro més a soma seria S = 2000(10) + lim — Em

n—oo N + 1
ambos o0s casos a série continuard convergente. Nestes termos, podemos enunciar

o seguinte teorema.

oo o0 oo
Se a série Y u, é convergente e a série y . y, ¢ divergente, entao a série »  (u,+yn)
n=1 n=1 n=1
é divergente.

Observacao 13. Se as séries ) u, e Y y, sao divergentes, a série ) (u, + y,) pode

n=1 n=1 n=1

ou nao ser convergente.

o0
3. Se > u, é uma série convergente de termos positivos, seus termos podem ser
n=1

reagrupados de qualquer modo, e a série resultante também serd convergente e

terd a mesma soma que a série dada.

Teorema 5.31. Seja > u, = ug + U + Uz + oo + uy + ... uma série. Se a série

n=1

Zun = Up—qa T+ Un—(a+1) T Un—(a+2) T -oooeveees

n=o

162



for convergente, entao a série

Zun:u1+uz+u3+ ........... + up + ...

n=1

também sera convergente.

o0
Demonstragao: Suponhamos que a série > u, é convergente, entao possui

n=uoa
soma. Seja S,_, 0 termo geral da sua soma, S; = lim S,_, e seja S, = x1 + x93 + x3 +

n—oo
o0
........... + x1. Desse modo, o termo geral da soma da série > u, serd S, = S, + Sa—n

n=1
e, portanto, lim S,, = lim S,_,, + lim .S, donde vem S = S; + 5,. Consequentemente,

n—oo n—oo n—oo
o0
> u, é convergente.
n=1

5.3. Propriedades

Sejam
Zun:u1+u2+u3+ ........... +ug + ...
n=1

e
o0
D U=yt Yz + Yt .
n=1

duas séries que convergem para S e S’, respectivamente, entao sao validas as seguintes

propriedades:

oo o0
ku, =k Y u, para todo k € R e a série ) ku,converge para kS.

n=1 n=1

8

i)

3
Il
A

18

ii)

(un £Yn) = D upEt > y, e asérie Y (u, £y,) converge para S + 5.
n=1 n=1 n=1

Il
—

n

Exercicios

Em cada uma das séries abaixo encontre o termo geral da soma e verifique se a série é

convergente.
1 3 ! Resposta S,
CZCn—D@ntD P =
o 2
Z (4n —3) (4n+1)
> 2n + 1 n(n+2
2:: TP 5 Resposta S, = (7(1;;)2)
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4. 3 In(72) Resposta S, = In (15).
1

6. S Resposta S, =1 — )
nz:%\/n(n—o—l)(\/n#—l—i-\/ﬁ) Vn+

0 1
21234567 (n+2)

3 4
ﬁ RespostaS _——L—L

Resposta S, = % —

gk

Condicao necessaria para convergéncia.

Nao existe uma regra geral para verificar se uma série é convergente. Como veremos
nos préximos itens ha critérios que dao respostas a tipos particulares de séries. Porém,
verificando se uma série nao possui a condi¢do necessaria para convergéncia saberemos

que ela nao é convergente. Essa condicao é dada pelo teorema que segue.

o0
Teorema 5.32. Seja ) u, uma série convergente, entao lim u,, = 0.
n=1 n—oo

o0
Demonstragao: Suponhamos que a série Y wu, converge para .S, entao

n=1
podemos afirmar que lim S, = S, de modo que pela definicao 5.28 dado ¢ > 0

podemos encontrar K > 0 tal que para todo n > K vale a desigualdade |S,, — S| < 5 e

|Sn—1 — S| < 5. Como |uy| = |S, — Sp—1| podemos escrever

|Un—0‘ ‘S n 1—0’

|| =18, — S+ 85— 5,1

|t = [(Sn = 8) 4 (= (Sn—1 = 5))
|t =[(Sn = 8) + (= (Sh-1 = 9))|
|l < |(Sn = S) + 1(Sp1 = 5
|| <s+i=¢

Assim, pela defini¢ao 5.3 segue que lim u,, = 0.

Uma consequéncia muito importante desse teorema é o corolario a seguir:

o o0
Corolario 5.33. Seja > u, uma série tal que lim u,, # 0, entdo > u, é divergente.
n—oo
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oo
Exemplo 5.34. A série Y gZﬁ é divergente ja que lim u,, = lim gZig =240.
=1 n—00 n—00

oo
Porém, a série Y 1 é tal que limu, = lim L = 0, isto é, possui a condicdo
oo AL n—o0 n—oo™

necessaria para convergéncia, mas nao podemos, sem fazer um teste de convergéncia,

afimar se ela é convergente ou divergente.

Observagao 14. Portanto fiquem atentos, se o lim u,, # 0 prova-se que a série é diver-
n—oo
gente. Mas se o lim u,, = 0 a série pode convergir ou divergir, para isSsso necessitamos
n—oo

estudar critérios para fazer tal verificacao.

Veremos na sequéncia alguns resultados que permitem verificar se uma série

¢é convergente ou nao,

Teorema 5.35. Seja S,, uma sequéncia de somas parciais convergente. Entao, dado
€ > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo m,n > K vale a desigualdade

|Sm — Sn| < e.

Demonstracao: Suponhamos S, seja uma sequéncia de somas parciais con-
vergente. Entao, dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo m,n > K

valem as desigualdades |S,, — S| < § e[S, — S| < 5. Agora

1S = Sn| =[S —S+5— S,
|Sm_Sn| :’(Sm_5)+(s_sn)|
|Sm_Sn‘ S‘(Sm_5)|+‘(5n_5’)’
|Sm —Sn| <5+5=c¢

Logo, o teorema é vélido.

Observacao 15. O teorema 5.35 pode ser ilustrado considerando o problema 5.25. La
nossa suposicao era saber a partir de que parcela a diferenca entre o montante e o
limite era menor do que 300U M. Para obter a resposta tomamos € = 300 e obteremos
K = 65, 667. Isso significa que em todas as parcelas, a partir da sexagésima sexta, a
diferenca entre o montante e o limite é menor do que 300UM. Agora tomando n =
70 e m = 80 obteremos Sy = %(1170 = 19718 e Sgy = % = 19753..
Consequentemente, |S7o — Sgo| = [19718 — 19753 = 35.0 < 300. Caso tomdssemos

m,n < 66 nao necessariamente a diferenga entre as somas sera menor do que 300.

165



5.4. SERIES ESPECIAIS

Série harmonica

S

o0
Definicao 5.36. Denominamos série harmonica a série »
n=1

o0
A série harmonica, Y  —, embora possua a condi¢do necessiria para con-
n=1
vergéncia nao converge. Para provar vamos mostrar que ela contraria o teorema 5.35.

Vamos inicialmente escrever a soma dos n — primeiros termos e a soma dos 2n —

primeiros termos,

Son — S, =144 .. L4 1L st — (I+3+34..3)

— -1 4 1 1
Sn Sn—n+1+n+2 ..... on
1

Como -+ > L L.~ L > podemos escrever

n+1 2n’ n+2 2n7 n+3 2n
— 1 , 1 1 1, 1 1
Som — Sp = b5 + L5+ >l Ly . >

n _ 1
Szn—Sn>%—2

Tomando m = 2" obtemos |S,, — S,| > 4 e isso contraria o teorema 5.35.
Logo, a série harmonica é divergente. Veja algumas somas de série harmonica obtidas

com auxilio do MAPLE 6

Si0 = 2, 9289 Sy00 = 5. 1873 S1000 = 7,485 S rinae = 14,392
Sum bilhao — 217 300 Sum trlhao — 287 208

Como pode ser visto, lentamente a soma tende a infinito.
Série geométrica

oo
Definigao 5.37. Denominamos série geométrica a série escrita na forma > a;q"*,
n=1

onde q € denominada razao.
Exemplo 5.38. Encontrar a soma da série geométrica e estudar sua convergéncia.

o
Solugao: Consideremos a série geométrica Y a1¢" ' = a1 +a1g+ag*+.....+
n=1

a1q"~! e a soma dos n — primeiros termos dada por S,, = a; +a1q+aq® + ..... + a1q"
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Multipicamos essa soma pela razao g e obtemos ¢S, = a1q + a1¢> + a1¢® + ..... + a1¢".

Encontramos a diferenga entre as duas somas

S — Sy =a1q+ a1®> + a1@® + ... + a1q" — (a1 + a1q + aq® + ... + aiq
an - Sn = alqn —a
Snlg—1) = ai(q" — 1)

a(q" —1
donde vem S,, = g
(¢—1)
Para estudar a convergéncia dessa série devemos considerar trés casos a saber:
ai(q" —1)

I Se ¢ =1 entao lim .S, = lim — o0 e a série é divergente. Se ¢ = —1

entao S, tem dois valores para o limite e, portanto, a série é divergente.

"—1
IT Se|q| > 1 entao lim S, = lim alg" —1) — 00 e a série é divergente.
IIT Se |¢| < 1 entao lim S, = limw = lim g Hlim— = B
n—00 n—00 (q — 1) n—ooq — 1 (q — 1) (q — 1)
a série é convergente.
Desse modo, podemos escrever S = 7 o Conclusao:

a série geométrica é divergente se |¢| > 1 e convergente se |¢| < 1.

Observagao 16. A soma de uma série geométrica convergente (|q| < 1) converge para

ai
S =
1—gq

o
Exemplo 5.39. A série ) (%)n é convergente pois tem razao q = % < 1. Ja a série
n=1

(Y

o
Z:l (%)n ¢ divergente pois tem razao q = 5 > 1.

5.5. Critérios para verificar a convergéncia de uma série

Quando conhecemos o termo geral da soma de uma, série é facil fazer a verificacao da con-
vergéncia. Podemos verificar se uma série converge usando critérios para convergéncia

que passaremos ao estudo de alguns.

Critério da comparacao.

o0 o0
Teorema 5.40. Seja _ u, uma série e seja »  y, uma série cuja convergéncia quere-
n=1 n=1

mos estudar, entao:
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oo o0
i) Se > w, for uma série convergente e 0 < y, < w, para todo n a série > y, é
n=1 n=1
convergente.

o0 o0
ii) Se Y u, for uma série divergente e y, > u, > 0 para todo n a série Y vy, é

n=1 n=1
divergente.
oo oo
Demonstragao: i) Sejam ) u, uma série convergente e » | y, uma série tal
n=1 n=1

o0
que 0 <y, < u, para todo n. Como ) u, uma série convergente a sequéncia de somas

parciais .S, tem limite L, de modo quen;—i—uz—kug—k ........... +up+... < L. Como 0 <y, <
u, para todo n segue que a sequéncia de somas parciais 0 < y;+yo+ys+......... ... <
U+ Uy + U3+ eevvennnns 4+ up + ... < L. Consequentemente, a sequéncia de somas parciais
Y1+y2+ys+ ... + Yy + .... é limitada e, além disso, mondtona. Logo, pelo teorema
5.22 é convergente e, assim, a série i yn € convergente.

n=1

(o] o0
i1) Sejam > u, uma série divergente e y,, > u,, > 0 para todo n a série »_ y,

n=1 n=1
¢é divergente. Como i u, uma série divergente a sequéncia de somas parciais S,, nao
tem limite, de modo nq:&e dado um numero L > 0 existe K > 0 tal que uy + ug + us +
........... +ug+... > L paratodon > K. Como y, > u, para todo n segue que a sequéncia
de somas parciais y; + Yo + Y3 + «evvveen FYpF e > UL F U F U F e +up+... > L.
Consequentemente, a sequéncia de somas parciais y; + 42 + 43 + «ooeev... + Yg + .... nao é

oo
limitada e, assim, a série > y, é divergente.
n=1

Exemplo 5.41. Usando o teorema 5.40 estudar a convergéncia da
s n

série .
sind+n24+n+1

Solugao: Conforme o teorma 5.40 devemos encontrar uma série que sabemos

ser convergente ou divergente e fazer a comparagao do termo geral dessa série com a

série em estudo. Um procedimento usado para encontrar um termo geral adequado é

majorar o termo geral da série proposta. Vamos descrever o processo.

i) Temos duas formas de majorar um quociente a saber: aumentando o denominador
ou diminuindo o denominador. No termo geral da série em estudo vamos diminuir

o denominador passo a passo

n n n 1

< < =
n+n2+n+1 n34+n?+n  nd4+n? nn+1)
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& 20000
No exemplo 5.25 vimos que a série )

=inn+1)

20000 1 1
—— = 20000 _ | dad _
escrever nzl TPy E Y segue (pela propriedade i) que nzl n D)

é convergente. Como podemos

é convergente.

n
<
n+n?+n+17" n(n+1)

ii) Vamos verificar se para todo n.

n 1
<
n+n2+n+1 " n(n+1)

nnn+1)<nd+n2+n+1
n+n?<nd+n24+n+1

0<n+1

Verdadeiro para todo n

n
13 4+n2+n+1

Logo, pelo teorema 5.40 a série Z é convergente.

Critério de D ’Alambert

Teorema 5.42. Seja Z u, uma série tal que u, > 0 para todo n e lim Unil _ L.
n—0o0 Uy

n=1

Entao

o0
i) A série > u, converge se L < 1;

n=1

ii) A série Y u, diverge se L > 1;

n=1
iii) Nada podemos afirmar se L = 1.

o0

U
Demonstracao: Seja Z U, uma série tal que lim mtl . Entao, dado
n—oo un

€ > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo n > K vale a desigualdade
Un+1

— L’ < &. Suponhamos que L < 1. Entao existe ¢ tal que L < ¢ < 1, e isso

Unp,
implica em ¢ — L < 1. Tomando € = ¢ — L podemos escrever Uil _p, < q— L donde
n
vem — (¢ — L) < M—L <q—Lou—(¢—L)+L < < ¢. Da ultima relacao
Un, Unp

concluimos que v, < u,q. Dessa relacao vem:
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Upt+1 < Upg

Unt+2 < Un4+1q < Unqq ou Seja Upy2 < unq2
Upso < Unyoq < UnG2q ou seja  Upyz < Unq®
Upyk < Unp4(k—1)4 < unqk_lq ou Seja Upyk < unqk

e assim sucessivamente, de forma que

2 3
Up+1 T Upt2 T Upy3z + ooeennnn < Upq + UpqG” + UpQ” + ool
Note que u,q + unq? + Un@® + ...... é uma série geométrica com razao |q| < 1
o0
e, portanto, convergente. Assim, pelo teorema 5.40 a série Y wu,, converge se L < 1.
” n=1
. +1 -
Por outro lado, suponhamos que lim —— = L > 1, entdo obteremos w1 >
n—oo un
u, para todo n e, desse modo, limu, # 0. Consequentemente, a série nao possui a
n—oo
o0
condigao necessaria para convergéncia. Logo, a série série > u,, diverge se L > 1.
n=1

Exemplo 5.43. Usando o critério de D ’Alambert, estudar a convergéncia da série
[e%} 2”

2

on 2n+1
Solugao: Temos u, = — € U, 11 = . Logo,
n +1
2n+1
Uns1  p4 1 n2"h o n22 0 2n
u, 2" 2n(n+1) 2"(n+1) (n+1)
n
e
n 2
lim = = fim ——— =2 > 1
Consequentemente, a série > — é divergente.
n=1

Exemplo 5.44. Usando o critério de D ’Alambert, estudar a convergéncia da série
< 1

n=1 n!

1
Solucao:Temos u, = — e u,.1 = ———. Logo,
¢ al T ) 08
U s n! 1
n ! . . .

limn—ﬂzlim@:l = lim =0<1
n—oo Uy, n—oo = n—oo(n 4+ 1)1 n—ocon+1

o0

portanto a série > — converge.
n=1T"
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Critério de Cauchy

Teorema 5.45. Seja Y u, uma série tal que u, > 0 para todo n e lim {/u, = L.

n=1
Entao

o0
i) A série > u, converge se L < 1;

n=1
o0

ii) A série ) u,, diverge se L > 1;
n=1

iii) Nada podemos afirmar se L = 1.

n—oo

Demonstracao: A demonstracao deste teorema é andloga a do teorema

5.42.

Exemplo 5.46. Usando o critério de Cauchy, estudar a convergéncia da série » (#%)n
n=1

Solugao: Temos

{L/u_n_(n)" n

m+5)  2m+5

Assim,
lim ¢/ = lim " = £ <1
Vi = o s 2

o0
) n,
Logo, a série > (ﬁ) é convergente.
n=1

o0
Exemplo 5.47. Usando o critério de Cauchy, estudar a convergéncia da série » | (
n=1

Solugao: Temos

A 4n —5\" 4n —5
Vi = (2n+1) _(2n+1)

Assim,

4 _
lim \"/_un:lim( i 5) —92>1.

n—oo

4An—5
2n+1

o0
Logo, a série > ( )n ¢é divergente.
n=1
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Critério da integral

Seja io: u, uma série tal que u,y1 < u, para todo n. Seja f(z) uma fungdo maior
do qgg 1zero, continua e decrescente no intervalo [0,00) tal que f(1) = uy, f(2) =
UDeereennnn. ,f (n) = uy, ... Entdo, se [° f (z) dz existe a série f: uy, é convergente. Caso
contrério, divergente. i

A demonstracido deste teorema podera ser estudada em qualquer um dos

livros constantes na bibliografia.
Série p

o0
Definicao 5.48. Denominamos série p a série escrita na forma - onde p é uma
n=1T

constante positiva.
A denominacio p vem do fato dessa série também ser conhecida como série
hiper — harmonica. Vamos usar o teorema 5.5 para o estudo da série p. A série p é

bastante utilizada no critério da comparacao.

[o.°]
Exemplo 5.49. Estudar a convergéncia da série —-
n=1 TV
Solugao: Temos
— 1 11 1 1
—=1l+=—+t=—+t—+ . +—
= nb 20 3P 4p np

1
Seja f () = — entao f (x) satisfaz as condi¢oes do teorema 5.5, de modo que podemos

escrever

1 "1
/ —dz = lim —dx.
1

xP n—oo [y xP

Temos trés casos a considerar:

i. Se p =1 teremos

*1 "1
/ —dx = lim —dx = lim Inz|f = lim[Inn —In1] = co
1

€T n—oo 1 €T n—oo n—oo

o

x 1 1
Consequentemente, se p = 1 a série >, — = Z — ¢é divergente. Note que
n=1" n=1 n

se p = 1 temos a série harmonica.
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ii. Sep<1teremos1—p>0

1 P n—sol —p'!

I—-p 1-p

00 n 1 1-p 1-p 1
/ —dr = lim —dr = lim x—|” = lim {n ]
1 € n—oo n—oo

> 1
Consequentemente, se p < 1 a série ) — é divergente

n=1
iii. Sep>1teremos 1 —p <0
00 n xlfp nlfp 1
/ —dr = lim —dr = lim |7 = lim — lim
1 P n—oo [, aP n—ool —p n—ool —p n—ool —p 1—0p
> 1
Consequentemente, se p > 1 a série ) | — é convergente
n=1"1

Exemplo 5.50. As séries abaixo sao exemplos de séries p

o0

a) > —5 convergente pois p > 1.
n
< 1 . :
b) >  — divergente pois p < 1.
n=1 N2

5.6. Exercicios

1. Usando o teste de comparacao verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao
> 1 & n
0a) — vn

n
n=1n3" b>nZ;1 n?+1 C):élﬁ d):él4n3+1
e 1 < |sen(n)| > nl e 1
0 ——— h
e)nzzzl vn? +4n f)n_l 2n g)n; (2+mn)! )nzzzl nd+5

00 1 00 n o] n
i
)Z n2 )g1n+\/n+5 712::147134—”‘1'1 nZ::( 2n)!
2. Usando o teste de D ’Alambet verifique se as Series abaixo sao convergente ou nao
o n+1 x n!
b =
OPSE- DD DS

1 (n +DW“

n=1 n=1 2n (2+n>‘
> ] © n+1 o0 n
L )
9);1n+5 )nZ::l n4n ),;471—{—714—1



3. Usando o teste de Cauchy, verifique se as séries abaixo sdo convergente ou nao.

0SBy E () r of (Sh)

n=1 N2 n=1 n=1

4. Usando o teste da integral verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao.

00 - 00 L ) Inn
a) ;ne )7; (n+1)y/In(n+1) ‘) 7;1 n
I orsm )T

> 2 _ S earctgn . x 1
9) n;n e" h) 30 S= i) nz::l (n+2)(n+4)

5.7. Séries de Termos Positivos e Negativos

Definicao 5.51. Seja u,, > 0 para todo n. Denominamos série alternada a série
o0

Z (—1)7171 Up = Ul — U2 + U3z — Ug T + (—1)7171 Up,-
n=1
°° 1 1 1 1 1
L. n—1 1 = -~ _1\n—1 =
Exemplo 5.52. A série n;l (-1) — = 1 o T3 e T +(-1) e

é um exemplo de série alternada.

Convergéncia de uma série alternada

Infelizmente todos os critérios de convegéncia de séries vistos até o momento nao sao
validos para séries alternadas. Por isso, passaremos a ver alguns resultados que sao

validos para esse caso.
Teorema 5.53. Teorema de Leibnitz.

Seja a série alternada

(_1)n_1un =U] — U+ U3 —Ug F+ eeenennnn. +(—1)n_1un.,,.

n=1

tal que:
1) up > ug > ug > Ug > e :

Teorema 5.54. ii) limwu, =0

n—oo

Entao sao validas as seguintes conclusoes:
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a) A série é convergente e

Demonstragao: «)Consideremos a soma dos 2n — primeiros termos da

o0
s . ’ ) —1
série alternada. Suponhamos que os termos de ordem fmpar da série > (—1)"" u, =
n=1

U —Ug+Us—UgF e, + (—1)”71 Up....Sejam positivos e os de ordem par negativos. Se
por acaso o primeiro termo for negativo iniciaremos a contagem em uo, pois a retirada
um numero finito de termos nao afeta a convergéncia da série. Desse modo teremos
Uz, _1 POSitivo e ug, negativo e, portanto, obteremos 0 < Sy < Sy < ..oeeeennnn. < Sop,.
Son = Up — U + U3 — Ug + oevveen.. — Uy + Upg1 — Upig F conees — Uy,

Aplicando a propriedade associativa obtemos

Son = (u1 — ug) + (ug — ug) + ceveeene + (Up — Upg1) + oo + (Ugn_1 — Usp)-

Como uy > ug > ug > ug > ... segue que

(ug —ug) >0, (uz — ug) >0, (Uy, — Upy1) > 0,...... , (ugn—1 — ugy) >0

Consequentemente, Sy, € positiva

Podemos também associar os termos de outra forma como segue

Son = u1—(ug — uz)— (g — us) —..o. — (U, — Upy1) — .. — (U2 — Up_1) —Usp.
Em virtude da condigao ii) cada termo entre parénteses é positiva. Portanto, subtraindo
uma quantidade positiva de u; obteremos um resultado inferior a wu;, de modo que
0 < Sy, < uy.

Demonstraremos o item b). Como 0 < S, < u; segue que Ss, ¢ limitada
com 0 < S < Sy < iovvvininn, < Sy,. Assim, a sequéncia de somas Sy, Sy, ............ , Sop é
mondétona e, pelo teorema 5.22, é convergente. Seja le Son = S. Pelo item a) segue
que s < uy. Sendo So, 11 = Sa, + Uz,y1 podemos escrgve;o:

lim Sy, 11 = lim Sy, + limug, 1 =S +0=25

n—o0 n—o0 n—o0

Consequentemente as somas de ordem fmpar tem a mesma soma dos termos
de ordem par. Finalmente, mostraremos que lim S, = S.

n—oo

Como lim Sy, = S, dado ¢ > 0 podemos encontrar K; > 0 tal quem
|Son =S| <& Semg;ern > Kj.
Como lim Sy,.1 = 5, dado ¢ > 0 podemos encontrar Ky > 0 tal quem
|Son =S| < e Sem;?eOOQn +1> K.
Tomando K = max { K7, Ky}, paratodon > K vale a desigualdade |S,, = S| <
e. Logo, lim S,, = S e a série io: (=1)""u, é convergente.
n—00 n=1

o

Exemplo 5.55. Usando o teorema de Leibnitz, estudar a convergéncia da série S (—1)"""
n=1
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Solugao: Vamos verificar se u,, satisfaz as condigoes do teorema 5.7.0 termo

At A _ _n42 n+2 : :
geral da série é u,, = 2D € mng D 0 par todo n. Assim, Vamos verificar se u, > 11
para todo n. Temos
Up > Up41

nt2 (n+1)+2
n(n+1) (n+1)(n+1)+1)
n+2 > n+3
n(n+1) (n+1)(n+2)

n+2)(n+1)(n+2)>n(n+1)(n+3)
n®+5m2+8n+4>n3+n?+3
4n? + 8n > —1 Verdadeiro para todo n

Consequentemente a primeira condi¢ao do teorem 5.7 Esta satisfeita.

Agora vamos verificar se lim u,, =0

n—oo

Verificamos, portanto, que todas as exigéncias do teorema 5.7 estao satis-
o0

)n,1 n+42

w1 © convergente.

feitas. Logo, a série Y (—

n=1
5.8. Série de termos de sinais quaisquer
Definicao 5.56. Denominamos série de termos de sinais quaisquer a série formada por

termos positivos e negativos.

Exemplo 5.57. A série Z sen(%) = +\/_+1+*/_+ +O———§—1—£——+0
é um exemplo de série de termos de sinais quaisquer. As séries alternadas sdo casos

particulares das séries de termos de sinais quaisquer.

Veremos na sequéncia um teorema que permite verificar se uma série de

termos de sinais quaisquer é convergente.

oo oo
Teorema 5.58. Seja > w, uma série de termos de sinais quaisquer. Se a série . |u,]|

n=1 n=1
oo
for uma série convergente entao a série a »_ u, sera convergente.
n=1

oo
Se a série Y |u,| for uma série divergente nada podemos afirmar sobre a

n=1
o0
convergéncia da série de sinais quaisquer Y u,.
n=1
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n+2
n(n+1)

Exemplo 5.59. Vimos no exemplo 5.55 que a série S (—1)""" é convergente.

n=1

o0 o0

s s . n—1 n42 o _n42 +2 ~ 7 . .

Porém, a série > 1 (—1) m | = ) miarTy nao € convergente. O leitor pode verificar
n— n=1

essa afirmagao usando o critério da comparagao.

o0

Exemplo 5.60. Usando o teorema 5.58 estudar a convergéncia da série »_ (—
n=1

n3

Solugao: Podemos escrever ‘(—1)”71l = > ;5. Como podemos
n=1

n=

oo

observar, a série > n% é uma série p com p > 1 e, portanto, convergente. Logo,
n=1

oo

11 4 - (- .
> (—=1)""" &5 é convergente. A convergéncia desta série também pode ser estudada
n=1

pelo teorema de Leibnitz.

& t
Exemplo 5.61. Usando o teorema 5.58 estudar a convergéncia da série » &(QH).
n=1 n

o0

Solugao: Podemos escrever
n=1

sen(nt
( ) . Usando o teste de

‘ Z \sen(

comparagao, sabendo que [sen(nt)| < 1 para todo n, podemos concluir que

n?
]sen(Znt)] <

o0

— para todo n. Portanto, o termo geral da série >
n=1

sen(nt)| ,
———=| é menor que o termo

n2
< sen(nt)

geral da série Z — que é uma série p convergente pois p > 1. Logo, a série ) , ———=

n=1n? n=1 T

é convergente.

5.9. Séries absolutamente convergente e condicionalmente convergentes.

Antes de definir séries absolutamente convergente e condicionalmente convergentes va-

mos considerar os exemplos abaixo.

Exemplo 5.62. Consideremos a série harmonica

= ! 1 1 1 1
g [ .
nz_:l n 2 + 3 4 + (=1) n
, s . x n—1 ]- .~ . ,
é convergente. Vamos mostrar que a série », (—1)"" — converge sob condic¢oes, isto é,
n=1 n

podemos interferir na sua forma de convergir.
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o

~ . . A 11
Solugao: Para modificar o limite de convergéncia de > (—1)""' = basta
n=1 n
reagrupar os termos como segue:

a) Agrupamos a soma dos termos de ordem fmpar contra os de ordem par

So=(14o4 Ly ! Ll
= gty T R s t1 T oy
Como o leitor pode observar, poderemos escrever

[ee)

=1 1
S, = — —
Z2n—1 ! 2n

n=1

e, cada uma das subsomas é divergente. Logo, ocorre S, = co — 00, isto é a soma

¢ indeterminada, siginificando que se escrevermos

na forma

i(—l)”‘ll: I S B
2 - R et St tg o

nada podemos afirmar sobre a sua convergéncia. Isso ocorre porque a série

oo

D

n=1

[o.¢]

(-1

nao converge.

Com base no exemplo vamos definir séries absolutamente convergente e condi-

cionalmente convergente.

o
Definigao 5.63. Seja > u,, uma série de termos de sinais quaisquer, entao:

n=1

o0
i) Se > |uy| converge a série é denominada absolutamente convergente;

n=1
o0 o0 o0
ii) Se > u, converge e Y |u,| diverge, entao a série »_ u, é condicionalmente con-
n=1 n=1 n=1
vergente.

& 11
Exemplo 5.64. A série Y. (—1)""' = estudada no exemplo 5.62 é condicionalmente
n=1 n

sen(nt)
N2

convergente e a série y | estudada no exemplo 5.61 é absolutamente convergente.

n=1
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5.10. Exercicios

Verifique se as séries abaixo sao absolutamente ou condicionalmente convergente.

oS L nS eyt s Sl
OECUa(3) aEeUTgn NE U o
Do O S D oY S
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5.11. SERIES DE FUNCOES

Consideremos as seguintes fungoes f : R — R definidas por fy (z) =1, f1(x) =z,

fa(z) =22 fa(x) =23, fy(x)=2a4 ... , fn () = 2™... podemos escrever as soma

Sn (@) = fo () + fi(2) + fa (@) + fs () + fa () + .. + fu () = 2"

ou

Sp()=1+o+a®+23+a2*+ ... + ..

A essa soma denominamos série de fungoes e S, (z) é a soma dos n — primeiros termos

da série. Mais geralmente definimos série de fungoes como segue.

Definicao 5.65. Denominamos série de fungoes a toda série na qual o termo geral é

uma funcéo da variavel x e denotaremos por

Convergéncia de séries de funcoes

Como no estudo das séries numéricas, estamos interessados na convergencia da séries de
fungoes. Uma série de fungoes se for convergente converge para uma funcao. A imagem
de cada valor de x numa série de fungoes é uma série numérica que pode ser convergente

ou divergente. Por exemplo, a série

para cada valor de z é uma série geométrica e, portanto, converge se |z| < 1 e diverge

. , , ~ 1 ..
caso contrario. Ja sua soma sera a fungao S (z) = 7 se |z| < 1. Isso significa que
-z
uma série de fungoes convergente, converge para um conjunto de valores de x denomi-

nado dominio ou intervalo de convergéncia.

o0
Definicao 5.66. Seja ) u, () uma série de fungées que converge. Denominamos
. . n:0 . . .
dominio ou intervalo de convergéncia da série ao conjunto de todos os valores de x
para os quais a série é convergente e denominamos raio de convergéncia a distancia

entre o centro e a extremidade do intervalo convergéncia.
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Exemplo 5.67. O raio e o intervalo de convergéncia da série >, ™ é R = 1 e o intervalo

n=0
de convergéncia é dado por (—1,1).
Séries de fungoes majoraveis num intervalo
o o0
Definicao 5.68. Seja »_ u, (z) uma série de fungées. Dizemos que > u, (x) é ma-
n=0 n=0
o0
joravel no intervalo [a, b] se existir uma série numeérica convergente » . u,, tal que |u, (z)| <
n=0
Up,.
oo
s Cos nx L ~ g £ s £ M <
Exemplo 5.69. Seja Zo S5 uma série de fungoes. Entao essa série é majordvel para
o
todo x.

Prova: Pela definigao 5.68, devemos mostrar que existe uma série numérica

cosnx

21| < up. Como [cosnz| < 1 para todo n e todo

convergente »  u, tal que ‘
n=1

podemos escrever

‘cosnx’ < leosnz| 1 <1
— 2

n2+1 n2+1 — n2+1 n
o0
Portanto, tomando u,, = # segue que existe a série p, > ot convergente
n=1
1 oo
COSNx COSNT A4 : 4
tal que ‘HQ—H’ < —ypara todo n > 1. Logo, ZOnQ—H ¢ majoravel.
n—
o
Teorema 5.70. Seja Y u, () uma série de fungées majoravel no intervalo [a, b], entao
n=0
o
> u, (x) é absolutamente convergente em [a, b].
n=0

Demonstragao: Uma série que satisfaz a definicao 5.68, também satisfaz

as da definicao 5.61 e, portanto, é absolutamente convergente.

Continuidade da soma de uma série de fungoes.

Sabemos do Célculo que a soma de um nimero finito de fungoes continuas é continua.

Porém, se a soma for infinita ela pode nao ser continua. Vejamos um exemplo.

o0 1 1
Exemplo 5.71. Considere a série (:U 2+l — 952"1). Essa série nao converge para
n=1

uma funcao continua.
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Prova: Escrevemos a soma dos n — primeiros termos

1 1
)bt (s )

=
S

— T

Sp(x) = (:E% —:r) + (x% —x%) + (x

Eliminando os parénteses vem
1

Sp (z) = —x + x2n+1
Agora,
. l—zsex>0
lim S, () = lim (—x—i—xm) = 0sex =0

—1—zsex<0

Portanto, nhrgo Sy (x) existe para todo x € R. Porém, a soma da série no é
.
uma funcao continua.
O teorema que segue permite identificar as séries de fungdes que convergem
para funcoes continuas.

Teorema 5.72. Seja Y u, (x) uma série de fungées majoravel no intervalo [a, b], entao

n—=
a soma S, (x) converge para uma fungao continua S () no intervalo |a, b].

Exemplo 5.73. A série de fun¢des Y a™ converge para a fungao S (x) = —= no inter-

=0 1-z
valo (—1,1).

Integracao de uma série de fungoes continuas

A integragao de uma série de fungoes também exige cuidados. No Célculo vimos que a
integral da soma finita de fungoes é igual a soma das integrais. Se a soma de fungoes
for infinita, isso pode nao ocorrer. As condigoes necessarias para integracao da soma

infinita de fungoes sdo dadas pelo teorema abaixo.

Teorema 5.74. Seja > u, (vr) uma série de fungées continuas majoravel no intervalo
n=0

[a,b] e seja S (x) a soma. Entao, para [, 3] C |a,b] vale a afirmagao

ffS(m)dmz fful (:L“)dx—i—ffug(x)dx%—ffu;;(x)dx—k ..........

o0
Exemplo 5.75. A série de fungées continuas Y =™ é majoravel no intervalo (—1,1).
n=0

Assim, para qualquer [o, ] C (—1,1) tem-se
JPde = [Pde + [P ade+ [P a?de + [T aPde +
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Derivadas de uma série de fungoes continuas

No Célculo vimos que a derivada da soma finita de fungoes é igual a soma das derivadas.
Se a soma de fungoes for infinita, isso pode nao ocorrer. As condi¢Oes necessarias para
derivacao da soma infinita de fungoes sdo dadas pelo teorema a seguir.

o

Teorema 5.76. Seja > u, (r) uma série de fungées continuas majordavel no intervalo
n=0

[a, b] que converge para a fungao S (x) no intervalo [a,b]. Entao S’ (z) = ug (x)+u} (x)+

uh (z) + ..... +ul, (z) ... se as seguintes condi¢oes estiverem satisfeitas:

i) As fungoes ug (x), u1 (x), ug (x), ....., up (x) tem derivadas continuas;

i1) A soma uj (z) + uj (x) + uh () + ... + u), (x) ..., é majordvel.

[e’e] l‘n

Exemplo 5.77. A série de fung¢ées continuas Y, — é majordvel no intervalo (—1,1).
n=1 N

Assim, para qualquer intervalo [a, 5] C (—1,1) :

2 3 "
i) As fungoes uy (x) = x, ug (x) = o Us (x) = 3o Un (x) = —... tem derivadas
n
continuas;
ii) Asomal+z+a?+a23+2t+ ... + 2"...é majordvel no intervalo (—1,1).

Consequentemente, S’ (z) = 1 +z+ 22+ 23+ 24+ ...+ 2".. = (In|1 — 2|)".
A condigao de que soma S’ (x) = ug (x) + ) (x) + uhy (z) + ... + ), () ..

*9
seja majoravel é extremamente importante. Caso nao esteja satisfeita a derivagao termo

a termo pode se tornar impossivel. Vejamos um exemplo.

00 4
Exemplo 5.78. Consideremos a série %Zx)
n=1 n

das derivadas é diferente da derivada da soma da série.

Nesse exemplo, a soma infinita

sen(n'r)

Prova: Como |sen(n*z)| < 1 paratodonetodo z real, segue que 5
n

<

4
L. & sen(ntx
<. Portanto, a série Y —( )
n 1 n?

n=

é uma série de funcoes continuas majoravel para todo

x real. Agora,

sent  sen(2'r)  sen(3'z) = sen(4'r) sen(ntz)
S(l’) = 12 + 92 + 32 + 42 ++T

cost  2%cos(2z)  3%cos(3'z) 4% cos(4'z) n* cos(nx)
Sl ($) = 12 + 92 + 32 + 42 —|—+T
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ou

S’ () = 1% cosx + 2% cos 2%z + 3% cos 3%w + 42 cos4*z + ... + n? cos(n'z) + ..

Para x = 0 temos

S (x) =1%cos 0+ 2%cos 0 + 3*cos 0 + 4% cos 0 + ... + n?cos 0 + ...

ou
S(x)=1"+22+3 +4%+ .. +n’+ ..

que é uma seqiiéncia de somas divergente.

5.12. SERIE DE POTENCIAS

As séries de poténcias sdo séries de fungoes que aparecem com mais frequencia nos

problemas de engenharia. Por isso deve-se dar atencao especial ao seu estudo.

o0
Defini¢ao 5.79. Denominamos série de poténcias a toda série escrita na forma »_, ¢,z",
. n=0
com coeficientes constantes c,,.

Observacao 17. Para que os resultados anteriores possam ser usados sem mudancas

nas notagoes vamos admitir u, = c,x" para o caso das séries de poténcias.

[o.¢]
Teorema 5.80. Se uma série de poténcias, Y c,z", converge para um valor xry nao

nulo, entao converge para todo |z| < |xo|.

o0
icao 5.81. Sej ri énci n Vi Vi
Definicao 5.81. Seja uma série de poténcias, c,x™, que converge para um valor
n=0
2o nao nulo. Denominamos intervalo de convergéncia da série ao conjunto de todos os
pontos para os quais a série converge e raio de convergéncia R, a distancia entre o centro

e a extremidade do intervalo de convergéncia.

Processo para determinar o intervalo e o raio de convergéncia de uma série

de poténcias

s N . Un+1
Usam-se os critérios de convergéncia de D ’Alambert ou de Cauchy tomando lim |—
n—oo Uy,
. n . . . o o~ I
ou lim ‘ (, /un) ! em que u,, = ¢,z". Caso o limite exista valem as condicoes dos critérios
n—oo
usados.
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Em qualquer caso teremos

Un+1
Un,

lim = |z| L

n—oo

em que
L= limec,

n—oo

e, desse modo, o raio e o intervalo de convergéncia serao dados resolvendo a inequagao
lz| L <1

i. [z| L <1 donde vem |z]| < 1 ou seja R = 1

Como pelo critério de D ’Alambert nada podemos afirmar se |z| L = 1, devemos

. ) o l _ _l
verificar se a série converge para z = ¢ e v = —7.

iii. Feita a verificacdo pode-se estabelecer o intervalo de convergéncia.

Exemplo 5.82. Determinar o intervalo e o raio de convergéncia para a série » | m
n=0 " n

Solugao: Vamos aplicar o critério de D ’Alambert. Assim devemos primeiro

1

l

. Un+41
encontrar lim :
n—0oo | Up
3n+1xn+1
. | Uung ) Hntl (1 + (n+ 1)2) 573"3x"x (1 + n?)
lim [——| = lim — =
n—oo | Uy, n—o0 3"x n—oo | HH (77,2 + 2n + 2) 3z
57 (1 4 n?2)
n 3z (1 +n? 3(1+n?
lim |21 = lim M—hmhﬂhm (1+n7) = |z| =
n—oo | Uy, n—oo |5 (n? + 2n + 2) n—oo | 5 (n? + 2n + 2) 5)
A série converge se x| 2 < 1 ou |z < 2. Portanto, o raio de convergéncia ¢
_5
R=3
Na sequéncia devemos verificar se a série converge para r = —g ex = %
e Ser=—=< teremos a série
=3 (=)t & 3n5n > 1
S e S
£ 5" 1+n2 — 5*(1+n?)3» (1+n?)



Pelo critério de Leibnitz a série

Z 1+TZ2)

n=0

é convergente.

3"1 n
Logo, a série Zo Wf‘) converge se x = —g .
e Sex = g teremos a série
A
— 57 (1 4+ n?) — 57 (14 n?)3» — (1+n?)

é convergente.

Logo, a série > ————— converge se £ = 2 .
8O nz 09" (1 +n?) & ’
& 3tz
Conclusdo: O raio de convergéncia da série Y. ————¢é R =2 e inter-
n=0 5n (1 + TLQ)
valo ¢ =2 <z < 2.
Série de poténcias em termos de (z — a)
_ o0
Definigao 5.83. Denominamos série de poténcias de (x — a) a série > u, (x —a)".
n=0

Para obter o raio e o intervalo de convergéncia das séries em (z — a) basta

o8]
fazer z = (r — a) e encontrar o intervalo de convergéncia para a série Y u,z". Apds
n=0
substitui z por (z — a) na inequagao —R < z < R.
. . . o o2 2(x—=5)"
Exemplo 5.84. Determinar o raio e o intervalo de convergéncia da série » 3
n=0 T

Solugao: Seja z = (xr — 5). Entao podemos escrever

2(x—5)" 2, 22"
nz:—() n?+3 ;n2+3

Usando o teorema de D’Alambert vem
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22n+1

. 1 2 2 4 3) 9+l
i [Yott| = g [(2ED 43| +2) i
n?+3
U . (n? +3) 22"z . . n®+3
lim = lim = lim |z| lim | ———| = |2|.
n—0oo | Uy, n—oo | 221 (n2 +2n + 4) n—o00 n—oo N2+ 2n+4
A série converge se |z| < 1. Portanto, o raio de convergéncia é R = 1
Na sequéncia devemos verificar se a série converge para z = —1 e x = 1.
e Se z = —1 teremos a série
=~ 22" 2(-1)" & 2
St Y A = g
n?4+3 P43 (n? +3)
e 2
Pelo critério de Leibnitz a série Y (—1)" ——— é convergente. Logo, a
n=0 (n2 + 3)
, . i": 22" 1
série converge se z = —1 .
n=0 n2 + 3 &
e Se x =1 teremos a série
2 B 2 o 2
—n +3 —n +3 — (n?+3)
Usando o critério de comparacao concluimos que a série » (2—+?)) é con-
n=0 \TV
vergente. Logo, a série
2
= n? + 3
converge se z = 1 .
o0 n
Conclusao: O raio de convergéncia da série ) 213 ¢ R=1 e intervalo é
n=0 T

-1 <z<1.
Substituindo z por (x —5) em —1 < z < 1 obtemos

—-1<x—-5<1
donde vem
4<x<6
< 2(x—5)"
que é o intervalo de convergéncia da série (;E—>
n=0 N + 3
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5.13. Séries de Taylor

o

Considere a fungao f (x). Pretende-se encontrar uma série de poténcias > u, (x —a)"
n=0

tal que

o8]
f(z)= > u,(x—a)". Em outras palavras queremos

(@) =up+u (x—a)+uy(x—a) +us(x—a) +ug(x—a)* + ...

Assim, precisamos determinar os coeficientes wug, w1, Us, .....

e Primeiro determinamos uy tomando = = a na fungao Taylor. Obtemos

fa)=uo+us(a—a)+uy(a—a)+us(a—a) +us(a—a)+.

donde vem

f(a) =g

e Determinamos a derivada da fungao Taylor e, na sequéncia f’(a) para obter u;.

Temos

F () = uy + 2uy (x — a) 4 3us (z — a)® + duy (x — a)® + .......

f'(a) = uy + 2uy (a — a) 4 3us (a — a)® + dug (a — a)® + ...
donde vem

f(a) = .

e Determinamos a terceira derivada da fungao Taylor e, na seqiiéncia f” (a) para

obter us. Temos

f7(x) = 2uy + 3 - 2ug (x —a) +4-3ug (. —a)® +5-4us (x —a)’ .......
f7(a) =2us +3-2us(a—a)+4-3us(a—a)’ +5-4us (a—a)’......
donde vem

[ (a)
2!

17 (a) = 2ug0 ou uy =
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e Determinamos a segunda derivada da fungao Taylor e, na seqiiéncia f2(a) para

obter us. Temos

P )=3-2us+4-3-2ug(x—a)+5-4-3us(x—a)’ ...
f(a)=3-2us+4-3-2us(a—a)+5-4-3us(a—a) ...
donde vem

)

f3(a) =3 2uz ou uz = a0

. "
e Prosseguindo dessa forma encontraremos u,, = fT(f”) de modo que podemos escr-

ever a série de Taylor como segue

F@) = F @ @ - e D @ ap DO oy S e

ou

SL‘—(I

Z

Exemplo 5.85. Desenvolver em série de Taylor a fungao f (x) = senz.

Solugao: Primeiro vamos determinar as derivadas de todas as ordens de

f () = senx no ponto a. Temos

f(a) = sena f'(a)=cosa  f7(a) = —sena
f2(a)=—cosa  f*(a)=sena /5 (a) = cosa

Substituimos na férmula

fr(a)

n!

fl) (z —a)’+ £ la) (x

f(x)=f(a)+f (a)(x —a)+ 5 a0 —a)’ 4.t (x—a)" ..

sena cosa sena
o (x —a)® — 1 (x—a)’+ m (z—a)* ...

Esta série pode ser reescrita separando os termos em seno do termos em

senx = sena + cosa (x —a) —

coseno

se;a 1 (x—a)4....>+<cosa(x—a)— 3] (m—a)?’—i-....)

escrevendo em forma de somatdrio vem

(x—a)2+

SENT = (sena —

o0
sena 2 cos a 2n+1
senx:Z(—l)” ol (&~ n—i—Z )" 2t 1 (x —a)™™
n=0
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5.14. Série de Maclaurin

Colin Maclaurin (1698 - 1746) foi um matematico escocés. Para obter o desenvolvimento
de uma funcao em série de Maclaurin basta tomar a = 0 na série de Taylor. Desse modo

temos
f@)=f0)+f 0+ 2+ %x?’.... + E0gn

Exemplo 5.86. Desenvolver em série de Maclaurin a funcao f (x) = senz.

Solugao: No exemplo 5.85 desenvolvemos f (z) = senz em série de Taylor.

Fazendo a = 0 vem

cos0

(z —0)* ....)+<coso (r=0) = = (v - 0)* + ...

sen0
4!

sen0
21

senx = <sen0 - (z —0)* +

2 2 2" a2

senx:x—§+a—ﬁ+§....

e x2n+1
Senr = z; (-1) m

Uma aplicacao dessa série pode ser feita para determinar, por exemplo, o

valor do sen (%)

® & & 6 _

T
6 6 3! 5! 7! 9! )

Exemplo 5.87. Desenvolver em série de fungoes [ St dr.

Solugao: Usaremos os resultado do exemplo 5.86. Vimos no teorema 5.74
que uma série de fungdes continuas majoravel, a integral da soma é igual a soma das
5 7
. . s x p .y
integrais. A série sent = v — — + — — — + —....., ¢ majoravel para todo x.
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e Integramos a série termo a termo

4

senx x? x 28 a8
/ . dmz/d:r— id:v—l— Edl’— ﬁdm—i— adw .....

donde vem
senx x> ab 27 2 - alany
dr =0 — — 4+ —= — b=+ —...... = -1)" :
/ T TR TR T o ;( S e E i@ D
que é o resultado final.
Exemplo 5.88. Use séries para provar que o limite de lim“’}# = %1
Resolugao

Exemplo 5.89. Desenvolver em série de Mclaurin a funcao f(r) = 222

em Maclaurin temos:

: _ x? x® z7 ot nz
sinz =z — 5+ 5 —H+ g+ +(=1)

sinz—x __ sinz 1

3 — 3 T 33
i sme—e 1 2?2 gt af __1
g}ljgo o = mtEm o mtagte. =5

xT
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Anteriormente, vimos que por série de Maclaurin,

) 1.3 N Z’S .Z'7 N $9 N +( 1)n x2n+1
sy = — - —_— — = el —
3! 5! 7! 9! 2n+1
: _ (27)°  (20)° (22)7  (22)° o (22)%0 4
sin2x = 2x — 3| + 5' - 7‘ + 9‘ + ..... + (—1) %—H
23.T3 25I5 271‘7 291,9 22n+1$2n+1
sin2x = 2x — 3' + 5' - 7' + 9‘ + ..... + (—1) 27’1—4-]_
o0 n22n+1( )2n+1
in2 _
SIN 2T Z 2n+
portanto para
sen2r e n22n+1 2n+1 s n22n+1( )2
f() = Z G -y
— n+1 s (2n+1)!

5.15. Formula geral do binémio de Newton

Suponhamos que o interesse é o desenvolvimento do bindémio (a + b)" para n inteiro

positivo. Do desenvolvimento geral do binomino de Newton vem:

(a+b)" = C%" + Cla™'b + C2a"20% + ... + Cka"FbF + ... + Cmb™.

ko n! _ nn=1)(n=2)....(n—(k=1))(n—k)! _ n(n—1)(n—2)....(n—(k—1))
Como C = Rl Kl (n—k)! = [

podemos escrever

=)=k 1)) kg

(@a+b)" = a" +na" b+ a2 4

Tomandoa=1e b=z vem

(1+$) _1+nx+n(n 1) 2+ +n(n 1)(n— 2) ..... (n—(k—1)) k+ R

Porém, se n nao for um inteiro positivo ou zero, é conveniente desenvolver o

binémio (1 + z)" em série de Maclaurin. Desse modo teremos

(1+2)" = 1+nz+ ”(”2!_ D2y nln= 131(”_2)3:3+...+ (5.1)
+n(n— 1) (n— i)' ..... (n—Fk+ 1)30’“ L (5.2)



Esta série é chamada série binomial e como o leitor poderd verificar através do critério de

D ’Alambert é absolutamente convergente para todo z tal que |z| < 1. Pode ser provado

que esse desenvolvimento é verdadeiro para todo n. A prova pode ser encontrada nos

livros citados na bibliografia. Escrevendo em forma de somatério vem para todo n.
n X nn—1)(n-2)..(n—k+1)

1+z)"=1+ 3

n=0

o z¥ se |z| < 1.

Exemplo 5.90. Desenvolver em série de fungées a fungao f (x) = le

Solugao: Temos

1 -1
= =y 1
fla) = =+ a)
Portanto, basta substituir n = —1 na férmula??. Assim,
1 —1(-1-1) , —-1(-1-1)(-1-2) 4
=1+ (-1
T2 +(-1)z+ 5 r° + o x® +
—1(-1-1)(-1-2) (-1 —=k+1) ,
x
k!
I 2 , —6 4 —1(-1-1)(-1-2).(-1=k+1) ,
1+x-1—x+5x +§az+ + 2

1 oo
—=1- 2 _ g8 LI = 1" "
T2 r+at—a+x ;( )

Exemplo 5.91. Expresse como uma série de poténcia em x a fungao f(z) = @

Vamos analisar inicialmente a fungao In(z+1). A derivada de In(z+1) é =5

1 “1(-1-1) , —1(-1-1)(-1-2) ,
1+x—1+(—1)x+ o :1:(+ » 30 " x4+ |
1 2, -6, (-1 -1 (-1-2) (-1 —k+1) ,
5 1—$+59@ +§x +.ot I x

! =1l-o+2*—23+2* :i(—l)”x” portanto se queremos
Ty =l :

n=0
In(x + 1) devemos integrar os membros da equagao:
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1 = 0 on
f1+xdx—;/(—1) 2 dx

1 xn-i—l
dr = (—1)"
fl—i—x v=(=1) n+1
Como queremos f(z) = w, temos:
n gnti
In(xz + 1) _ ()" 43 (-1 "
x x n+1

Exemplo 5.92. Desenvolver em série de fungées a fungao f (x) = A

Solugao: Temos

1 _1
xTr) = = ]_ —|— €T 2
fla) === (1+2)
Portanto, basta substituir n = —% na férmula??. Assim,

donde vem

—1-=
— 290—1— o T+ 3] r° 4+ .+
1 3 5 (1—2k)
5 5 5 ) 5 )
+ A AN S
resultando em
1 1 1.3 1-3-5 1-3-5-...... (2n—1)
=1-= - Y2 3 _1”
T 57 T 29 2331 " (=1) 9

Exemplo 5.93. Desenvolver em série de fungées a fungao f (x)
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Solugao: Podemos aproveitar o resultado do exemplo 5.92. Basta substituir

x no exemplo 5.92 por (—x?). Teremos entao

1-3 1-3-5

1= (_2 Lo 2 19D 9\3
= L 2T T ) T () e
W13:5--2n—1),
+(-1) Sl (—2?)" ...

1 1, 13, 1.3.5, 1:3:5-..-(2n—1) ,,

Exemplo 5.94. Desenvolver em séries de fungoes a fungao f (x) = arcsenz.

Solugao: Vimos no teorema 5.74 que uma série de fungoes continuas ma-
joravel, a integral da soma é igual a soma das integrais. Sendo a derivada da funcao

f (x) = arcsenx igual a f'(r) = ——= podemos aproveitar o resultado do exemplo

V1—2a2
5.93, isto é

dv 1 : 1-3 4 1-3-5 6
/m—/daz+2/wdaﬁ+2z2! i dx + 533] /ac + ...+

+1'3'5"”'(2n_1)/a:?”dx...

217

resultando em

1

1-3 .3. 23.5-...- -
5, 1-3:-5 4 1-3-5 2n—1) ,, .
203

3
Tt T T T 2ol (2 + 1)

arcsenr = r +
ou

o

1-3-5-...-(2n—1) ont1
arcsenr = x + Z o] (Qn n 1) x .
n=1
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5.16. Exercicios Gerais
21

cos 2z + 2x
24

lim

1. Usando séries, determine o valor de
z—0

2. Usando Maclaurin determine o valor de [ 2*In(z + 1)d
4
n=1 e

3. Encontre o termo geral da soma da série ) —— e verifique se ela é convergente

1
)Z Vnti+y/n
- 2" (z—2)"

4. Encontre a soma da série
o0
)" b) Zl G
) (5)"(1+n2?)
n=0
4
£2

1

o0
a) > (5

n=1 n=
5. Encontre o raio e o dominio de convergéncia da série E

6. Determine o intervalo de convergéncia que representa a série f(x) =
7. Usando séries de Maclaurin, prove que a f coxdr =sinz + k
8. Use o teste de Comparagao para decidir se as serleb abaixo sao convergentes

d) Z i

) Z 2+Cos n

) Z n2+1

00
1

a) Y waw
n=

= 1427 n+lnn

f) n3+1 Z (nfl)n(nJrl)

n=1 n=2

9. Use o teste da 1ntegral para de(:1d1r se as séries sao convergentes

€)X i
arctgn
A n2+41

)Z nm ¢) )
o0 2"/71

n=1
10. Use o teste de D ’alambert para decidir se as séries sao convergentes
d) « 57 (nt1)

) Z 4n+7
) z (n+2 =
n—ln_4

’ o0 3 +1 o0
.
a) 5 ) n2+2
n=1
11. Determine se a série é absolutamente ou condicionalmente convergente
o0
n—1(n"+3)2"
- ¢ Zl(—l)
iy

n=1
L b) 3 (-1

Tz
3 n=1
)
)n—l n
n3+3

@) 3 (1)

DI AL

12. Encontre o raio e o doml'nio de convergéncia das séries
() 3

n1.3.5.7...(2n—1)z"

VL+3 (CU+2)”
3.6.9.....3n

) Z bt et T (2n-5)n
9 Y ()

n=0

n=1

n(x—5)"
n(x—1)2"

00
CL) Zo n2+1

oo

6) Z n3+3

3 2" (z+1)"
n=0
196
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13. Desenvolver em série de Taylor e Mclaurin as fungoes

a)f(z) = sen2x b)f(z) = 2%sen2x c)f(z) =e* d)f(x)=e®

e)f(x) =cos2x  g)f(zx) =29=  h)f(x) = <5

14. Desenvolver em série de Mclaurin as fungoes

o
S~—
=
=

= s b)f(iﬂ) = \/11+—9,j o) f(z) =i
e)f(z) = f S dy 9)f fe h)f(z) = f ln(lx—',-:r)

d)f(x)

]

)1

X

) =

J)f(x) = arcsenx l)f( ) =arccosz n)f(x) = arctagr o)f(x)
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