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1. INTEGRAI] DEFINIDA

Integrais definidas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Definir integral inferior e integral superior;

2. Calcular o valor da integral definida por definicao;

3. Aplicar o teorema fundamental do cédlculo e suas propriedades;

4. Calcular integral definida por substituicao de variaveis;

D. Resolver exercicios que envolvam integrais improprias;

6. Resolver exercicios que envolvam integrais improprias de fungoes de-
scontinuas;

7. Calcular areas delimitadas por fungoes em coordenadas retangulares;

8. Calcular areas delimitadas por fungoes em coordenadas polares;

9. Calcular volume de um solido de revolucao;

10. Calcular o comprimento de um arco em coordenadas retangulares,

paramétricas e polares;
11. Calcular a superficie de um sélido de revolugao.

12. Resolver problemas através da integral nas areas de fisica, producao,

economia entre outras aplicagoes.

12. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientacoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.
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1.1. Introdugao

Neste capitulo estudaremos a integral definida. Uma das principais aplicacoes da integral
definida encontra-se em problemas que envolvem calculo de area e volumes. Por exemplo,
seja f : [a,b] :— R uma fungao tal que f(x) > 0 para todo = € [a,b]. Nosso propdsito
¢ determinar a édrea delimitada pela curva y = f(z) e pelo eixo x e pelas retas © = a e

x = b, conforme figura 1.1

w=flx)

0.0

Figura 1.1: area da regiao R

Como vocé acha que poderiamos calcular a area da regiao?
Estimando o valor da area R: Sabemos como calcular a area de um
retangulo (base x altura). Vamos considerar neste caso, a = 2 e b = 6 e dividir o
intervalo [2, 6], por exemplo, em 2 subintervalos de comprimento z = 2. Denotamos
os extremos destes subintervalos por x;, onde 0 < 7 < 2. Veja que, neste caso, xg

=2, ;1 = 4 e xy = 6. Na figura 1.2, considere os retangulos de largura x e altura
M; = Maz{ f(z;-1), f(xi)}.

A drea é dada pela soma dos dois retangulos. Como a base é a mesma
i=2

podemos dizer que a drea é dada pelo ZMiAIE ,onde M; = Max{f(z;—1), f(zi)} e
i=0

Ax = x; — x;_1. Vocé acha que podemos comparar a area da regiao R representada
pela figura 1.1 e a regiao formada pelos retangulos da figura 1.2. 7 A diferenca é
muito grande? O que aconteceria com esta diferenga se dividissemos este intervalo em
n=3,4,5,6....7

A definicao formal de integral envolve a soma de muitos termos pequenos

(diferenciais), com a finalidade de obter-se uma quantidade total apds esta operacao.
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Figura 1.2: Estimativa da area por retangulo

Assim hd uma conexao entre o célculo integral e diferencial, onde o Teorema Fundamen-
tal do Célculo (que veremos ainda neste cépitulo) relaciona a integral com a derivada.
As integrais estdo envolvidas em inimeras situagoes: usando a taxa (derivada) podemos
obter a quantidade (integral) de éleo que vaza de um tanque durante um certo tempo;
utilizando a leitura do velocimetro de um onibus espacial é possivel calcular a altura
atingida por ele em um dado intervalo de tempo. Assim, pode usar-se a integral para
resolver problemas concernentes a volumes, comprimentos de curvas, predigoes popula-
cionais, saida de sangue do coracao, forca sobre uma represa, excedente de consumo e
futebol, poténcia consumida e a energia usada em um intervalo de tempo na cidade de

Joinville, etc.

O Cilculo de Area

Ao tentar encontrar a drea de uma regiao que estd sob uma curva s = f(t) de a até b,
onde a curva s representa a derivada da distancia percorrida, isto é, a velocidade de um
automovel ao percorrer uma certa distancia durante um certo intervalo de tempo, e a
area representara a distancia total percorrida pelo automoével durante este intervalo de
tempo. Assim, isso significa uma regiao D (conforme a figura 1.3) , limitada por uma
fungao f(t) (onde f(t) > 0), retas verticais ao eixo ¢ dos tempos, isto é, t =t;, = a e
t =ty =">b,ondet; = aet; =0brepresentam o tempo inicial e final respectivamente, e o

eixo t

Calcular area de uma regiao retangular é tarefa simples. Para um retangulo

a area é definida como o produto base pela altura. A area de um triangulo é a metade da
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D={{t,s)eR/a<t<b,0<s< f(t)

Figura 1.3: Distancia de um automovel

base vezes a altura. A area de um poligono é encontrada dividindo-o. No entanto, nao
é tao facil encontrar a area de uma regiao com lados curvos. Assim, parte do problema
da area é utilizar uma idéia intuitiva do que é a area de uma regiao. Recordando-se
que ao definir uma tangente primeiro aproximando a inclinacao da reta tangente por
inclinagoes de retas secantes e entao tomando o limite dessas aproximacoes, utiliza-se
de uma idéia semelhante para obter areas. Em primeiro lugar aproxima-se a regiao por
retangulos e entao toma-se o limite das areas desses retangulos a medida que se aumenta

o numero destes, conforme a figura 1.4

& r W
5=y, | 5= 7 |
: :
> : >
t=a t=b t=a t=b !

Figura 1.4: Aproximando areas por n retangulos

E desta forma a area total serd dada pela soma das area retangulares onde as
bases — 0 = At — 0 quando o numero de retangulo — oo = n — oo . Vocé consegue
formalizar, matematicamente, este resultado?

Para dar inicio ao processo veremos algumas defini¢coes que auxiliam na com-
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preensao.

Particao

Definigao 1.1. : Seja [a,b] um intervalo. Denominamos particao de |a,b| ao conjunto
ordenado de pontos

P = [x0, 21, T2y ooy Tjerey T

tais que

a=20<T1 <Tg < ....... <z,=b

que dividem [a,b] em n-subintervalos
[51707 £C1] s [56'1, 1'2] s [56'2, 1'3] y s s [l’i_l, l’l] ........... [xn_l, l’n]
denominados intervalos da particao.

Além disso, podemos escrever

|[z0, x1]| =T — T = Az,
|[21, 2] =T — I = Az
|[z2, w3]| =x3—1Ty = A1
sz’fl, CEZH =x;— T = Ay
|[xn—17 an” =Tn — Tp-1 = A-Tn

Consideremos o intervalo [1,15]. O conjunto de pontos

P =11,2,4,8,12,15] é uma partigao do [1, 15].
Os intervalos dessa particao sao:
[1,2],[2,4],[4,8],[8,12]e[12, 15].
Naturalmente, temos:
l=20<2=x1<4=29<8=23< 12 =104 <15 =x5.
Sejam [a, b] um intervalo,

P =A{zg, 1,29, ... T, T}
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Q = [:U(]?xl,xQ, yO;x’Lwrn]

duas partigoes de [a,b]. Dizemos que a partigdo @) é um refinamento da partigdo P se
P CqQ.

Exemplo 1.2. Consideremos o intervalo [1,15]. Os conjuntos de pontos
P=11,2,4,812,15| e @ = [1,2,3,4,5,8,10, 12, 14, 15] sao duas parti¢ées de [1, 15] tais
que P C (). Entao () é um refinamento de P.

1.2. Integral Superior

Iniciaremos nosso estudo pela integral superior. Consideraremos uma fungao f : [a,b] :—
R definida num intervalo fechado [a, b] e limitada nesse intervalo. Isto é, existem m, M

tais que m < f (x) < M para todo z € [a, b].

Definicao 1.3. Seja f : [a,b] :— R uma fungao limitada e seja P = [xq, X1, T2, ..., Tjerory Ty
tais que a = 19 < 11 < Tg < .nnn. < x, = b uma parti¢ao de |a,b]. Seja M; o valor
supremo de f no intervalo [x;_y,z;| parai = 1,2,3,....n. Denominamos soma superior

em relacdo a particao P da funcdo f e denotaremos por S(f, P) a expressao:

S(f, P) = My(x1 — o) + My(2g — 1) + .. + My (2 — T0_1)

n

S(f,P) = ZMZ(IZ — ;1)
i=1
Exemplo 1.4. Considere a fungéao f : [0, 2] :— R definida por f (x) = xsenz. Na figura
1.5 podemos ver o grafico de uma soma superior referente a uma particao composta por
um niimero reduzido de pontos (15 pontos) e de uma soma superior referente a uma

particao com maior niimero de pontos (80 pontos), conforme ilustra a figura 3.3

Note que aumentando o nimero de pontos da particao, uniformemente dis-
tribuidos, a soma superior S(f, P) se aproxima da area sob o grafico de f (z) = xsenx

no intervalo [0, 2].
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.

1.8 -
1.6 A
1.4 o
1.2 A1
1.0 o]
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0 T t m— + a— }
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.

=Y

Figura 1.6: Soma superior, S(f, P), P com 80 pontos. A = 1, 746ua

1.3. Integral Inferior

Defini¢ao 1.5. Seja f : [a,b] :— R uma funcao limitada e seja

P =A{xg, 21,29, ..., T, T}

tal que

a=20<T1 <Tg<....... <xz,=b

uma parti¢ao de |a,b]. Seja m; o valor infimo de f no intervalo [r;_1,x;] para i =

1,2,3,....n. Denominamos soma inferior em relacao a particao P da funcao f e deno-
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taremos por S(f, P) a expressao:

S(f, P) = ma(z1 — m9) +ma(v2 — 1) + .. + My (T, — 1)

S(f, P) = Zmz‘(%‘ — 1)

Exemplo 1.6. Considere a funcao f : [0, 2] :— R definida por f (x) = xsenx. Na figura
1.7 podemos ver o grafico de uma soma inferior referente a uma particao composta por
um niimero reduzido de pontos (15 pontos) e na figura 1.8 de uma soma inferior referente

a uma particdo com maior niimero de pontos (84 pontos).

Voo h
1.6 T
1.4 1
12+
1.0 T
0.8+
0.6
0.4+
0.2+
0.0 _‘—‘44 t t + t + t -—
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.oX

Figura 1.7: Gréafico de S (f, P), P com 15 pontos. A = 1,642

Note que aumentando o ntimero de pontos de [a, b] a soma inferior S (f, P)
se aproxima da drea sob o grafico de f (x) = xzsenz no intervalo [0, 2].
1.4. Funcao Integravel

Definigao 1.7. Seja f : [a,b] — R uma fungao. Dizemos que f é integravel quando

lim S(f, P) = lim S(f, P)

n—oo
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.

Figura 1.8: Gréfico de S (f, P), P com 84 pontos. A = 1,718

ou seja

lim E m;(z; —x;—1) = lim E M;(x; — ;1)
n—oo n—oo

nesse caso, denotamos por

/bf (x) dv = TLILTI(}OZ“: f(X) (zi — @im1) onde x € [z — zi

Observacao 1. Para calcular integrais definidas por definicao serao usadas as seguintes

somas

L1tl+l4...l=n

n —uovezes
B, 142+3+4..+n= (1+2”)
m-P+2?+¥+nwwﬁ=nO%%%@n+D
iv. 15”+23+?f”+...+n?>:”Q(TLTJFD2
n(n+41)(6n 4+ 9n® +n — 1)

1t 2t 43t 4=
v T2 +o 4. +n 30
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Exemplo 1.8. Usando a definicao de soma superior, encontre a area delimitada pelas

curvas y=12>+1,x =0,z =4 ey =0 ( sabendo que a fungao é integravel).

Solucao:

Tomamos entdo uma particao P € 0 < x < 4. Seja  P(z,21, 22, ...7,),

conforme ilustra a figura 1.9

x?+1

16 T /

14+ //
12+ /
10 T //

8+ e

L~

6 .

4 —

2 —

0 : : : : : : .

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0

Figura 1.9: Soma superior

Como os subintervalos da particao podem ser quaisquer, podemos admitir
que todos possuem o mesmo diametro, isto é, Az = Azry = Axy = .... = Ax, e, portanto
Ax = 4_7(0) = %de modo que podemos atribuir valores para cada z; € Pz, = 0 x; = Ax,

ro = 2Ax, 13 = 3Ax......,x, = nAx
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Seja M; = f(x;) o supremo de f no intervalo [x;_1, ;] Entdo a soma superior

S(f, P) = MiAx + MyAx + MsAz + ... + M,Ax
= f(Az)Az + f(2Az)Az + f(3Az)Ax + ... + f(nz)Ax
= Az[((Az)* +1) + ((2Az)* + 1) + ((38Az)* + 1) + ... + ((nAz)* + 1)
= Ax[l+ (Az)? + (1 +4A2%) + (1 +9A2%) + ... + ((1 + n*Az?)

= Axn+ Ar*(1+22+ 32 + ..n?)]

2(
_ Aufn+ AxQ(n(n + 1)6(2n — 1))]

T (g)2<n(n+ Dn—1),

n n 6
64(n+1)(2n—1)

6 n n

64 1 1
= 44+ —(1+)2-=
+e 40—

= 4+

Logo f04(x2 +1)dx = nli_)rgoél—i— Br+i)2-1)=4+¢ =3

1.5. Propriedades das Integrais

Sejam f, g : [a,b] — R fungdes integraveis, entao sdo vélidas as seguintes propriedades:
i. Seja ¢ uma constante entao f; cf (x)dr = cfab f(z)dw.

ii. fab[f () + g (x)]dx = fabf () dx + fabg (x)dx.

iii. Se f(x) < g(x) para todo = € [a,b] entdo vale a desigualdade fabf(ac) dr <
fabg(:t) dx.

iv. Se m < f(z) < M para todo z € [a,b], entdo m (b —a) < [ f (z)dz < M (b — a)
v. Se f for continua existe ¢ € [a,b] tal que [’ f (z) dz = f () (b — a)

vi. Seja ¢ € [a,b] entdo [ f (z)dx = [ f(x)dz + [ f (x)da.

vii. [P f(x)dx = — [ f (z)da.

Observagao 2. Até o momento nao exigimos que a fun¢ao seja continua. Isso porque
a condicao de continuidade nao é necessaria para que uma fungao seja integravel. Daqui
para frente s6 trabalharemos com func¢ées continuas. A integrabilidade de fun¢oes nao

continuas nao sera objeto de nosso estudo.
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1.6. O Teorema Fundamental do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua integrdvel. Vamos fixar o limite inferior a e

variar o limite superior. Definiremos a funcao
Fa) = [ foa

Caso f (t) seja positiva F' (x) é numéricamente igual a area do trapezoéide

curvilineo.

Teorema 1.9. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua no intervalo |a,b|, entdo a
fungao F (z) = [ f (t)dt é primitiva da fungao f. Isto é
F'(z) = f(z). . Veja na figura 1.10.

F(x)

a X +A X

Figura 1.10: demonstragao gréafica

Demonstracao. Usaremos a definicao de derivada para demonstrar o teo-

rema.
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F'(r) = Jim A = fim LI (o 4 Ax) — F (1)

Jim [T F () dt - [ f (1) di]
Jim C[[7F (@) de+ [T f (@) dt = [ (0) di]
= lim 7 [77% f () dt

A
pela propriedade V

tem-se ffrAm f(t)dt = f (c) Az, portanto,

Flo) = Jim SRS = fm st (0 80 = fim (0

como ¢ € [x,x + Az]
se Ar — 0 entao ¢ — x. Logo,

F'(z) = lim ZEE80F@) - — ¢ (2) ou seja
F'(2) = f ()

Uma consequéncia desse teorema é o corolario que segue:

Corolario 1.10. Seja f : [a,b] — R f for continua no intervalo [a, b], entao F : |a,b] —

R derivdvel em (a,b) e

A fungao F : [a,b] — R é denominada primitiva de f : [a,b] — R. Pelo

teorema 1.9 toda fungdo continua num intervalo [a, b] possui primitiva em [a, b].

Teorema 1.11. Seja f : [a,b] — R uma continua em [a,b], tal que para todo z € [a, b

existe I : [a,b] — R derivavel em (a,b) com F' (z) = f (z) entao

/f(:v)dsz(b)—F(a)

Demonstragao: Como f é continua em |a, b], existe F' : [a,b] — R, tal que

F(a:):/xf(t)dt

Como
F(a):/ f@)dt=0

segue que



de modo que

| rwa=rF@-rw
para todo z € [a,b]. Tomando = = b tem-se :
b
/ F#)dt = F(b) — F(a).

Trocando t por x vem:

[ rwa=re-ra
A notacao usual é
[ rwa=ro
O teorema funda,ment;l do calculo permite que sejam determinadas as inte-

grais definidas das fungoes continuas em intervalos fechados sem usar o método visto

para encontrar somas superiores e inferiores.

Exemplo 1.12. Utilizando o teorema fundamental do calculo, encontrar a area sob o
gréfico de f : [1,5] — R definida por f (z) = x?

Solugao: Uma representagao grafica da fungao pode ser vista na figura 1.11

Figura 1.11: funcao quadratica

Pelo teorema fab f(x)dz = F(z)— F (a), temos:
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Exemplo 1.13. Calcule a drea compreendida entre o eixo do = e a curva f(x) =

22z + 8) no intervalo de [—2,4].

Solucao: Uma representagao grafica pode ser visualizada na figura 7?7

N y2.0'A'
\
1 A
\* 15T /x‘
\\ ,‘/
~\~ ###
N_..r L _"‘—"_‘,‘
> i 0 1 > 3
Figura 1.12:
Pelo teorema fundamental do célculo
b
[ 1@ =Fe)-F@
tem-se
1 4
= —/ ((2? — 22 + 8)dx
8 J o
1 a3 x?
= [ 92 4
1.43 42 (—2)3 (—2)2
= —[— —2— +8(4) — —2 8(—2
(525 480 - (o -2k 4 8(-)
1.64 8
=—|—=164+32+-=-+4+16
8[ 3 +32+ 54+ ]
1 15
= §(60) = S ua
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Exemplo 1.14. Encontre o valor da drea delimitada pelas curvas y = 2%, y = 2 — 22
ey=2r+38

Solugao: Inicialmente vamos fazer uma representagao grafica, conforme ilus-

tra a figura 1.13

Figura 1.13: Area delimitada

Na sequéncia vamos encontrar as intersegoes das curvas

y = 2’ .
. , Solugdo é: [x =4,y =16], [z = =2,y = 4]
Yy

y =a’ .y
y—2— a2 , Solugao é: [x =1,y =1],[z = -1,y =1]

Vamos dividir a area em trés partes

A:A1+A2+A3
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Onde

A = /_ [(2x+8)—(:c2)}dx:/_ (2x+8—x2)dx:§

2
1 1 38

Ay = /[(2:{:+8—(2—:c2)]dx:/ (2 +6 -+ )dr = 5
1 _

4
As = /(2x+8—x2)dx:18
1

8 38 100

Férmulas Classicas de Resolver Integal (Revisao)

Observacao 3. Vamos relembrar do calculo I, algumas féormulas classicas do calculo
integral que permitem resolver uma série de problemas que envolvem o calculo da inte-

gral.

i. Mudanga de variavel

Teorema 1.15. Sejam f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e g : o, ] — R uma fungao
derivdvel tal que ¢' é integravel e g ([o, B]) C [a,b] e, além disso g (o) = a e g (B) = b.
Entao

b B8
/f<x>dx=/ flo()d () dt

Demonstragao: Sejam f : [a,b] — R uma funcao continua e ¢ : [a, f] — R
uma funcao derivdvel com ¢’ integravel e g ([o, 5]) C [a,b] com g (a) = a e g(B) = b.
Entao f possui uma primitiva F' : [a,b] — R e, pelo teorema fundamental do calculo,

temos .
/ f(@)dz = F(g(8)) - F (g(a))

Por outro lado, pela regra da cadeia temos

(Fog) (t)=F'(g(t) g (t)=Ff(g(t)g (¢)

para todo t € |«, 3], consequentemente,
(Fog)(t):a,p] =R

¢ uma primitiva da fungao integravel f (¢ (t)) ¢’ (t). Portanto,obtém-se:

B8
/ fla®)d (&) dt = F (g () — F(g(a)).
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Exemplo 1.16. Calcular a integral definida ff V"’“;ldzc usando o teorema 1.15

Solugao: Primeiro vamos encontrar a funcao g (t).

Seja t> = r — 1, entao podemos escrever x = t + 1 e assim obtemos g (t)
t? 4+ 1. A derivada de g é ¢ (t) = 2t.

Vamos determinar os valores de a e 5. Sendo g (a) =a e g(f) =b vem
gl@=a e g(B)=>
a?+1=1 pE+1=5

a?=0 (% =4
donde vem aa =0 e £ =2

Na sequéncia determinaremos f (g (¢)). Como f (z) = ¥£-

—TVGII]
fla) ="~ ou  f(g(t) =YL~ donde vem
flg#) =YL ouseja  f(g(t) = =L

Finalmente, podemos determinar o valor da integral.

como [}/ f (x)dx = [/ f(g(t)) ' (1) dt

vem
f15 @dx = f02 (ﬁ) 2tdt
=2 f2 t2t42-1dt

- 2[f02 dt — 02 t;lfrl]

= 2[t]g — arctgt[g]

= 2[2 — (arctg2 — arctg0)]
= 2[2 —arctg2 — 0]

=4 —2arctg2

ii. Integracao por partes

Teorema 1.17. Sejam f, g : [a,b] — R fung¢bes que possuem derivadas integraveis entao

/f 2y = fg |t - /f (1.1)
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Na pratica, costumamos fazer
u= f(z) = du= f(x)dx

e

v=yg(r) = g(r)d

substituindo em 1.1, vem:

b b
/ udv = uv |° —/ vdu
a a

Exemplo 1.18. Determine o valor da integral fog sin® xdx

Solugao:
Nesse caso, fazemos:
u = sin?z = du = 2sinz cos xdx
dv = senzdr = v = [ senzdr = —cosx
Entao,
i3 2 3 3
T L _ oz .
o sin’ zdx = i x( cos z) |§ — [} —cosx(2sinz cosz)dx
= —sin®zcosx |§ +2|§ cos? zsinxdx

2

= (—sin®zcosx — 2%) ]§

2
— _(BY1_1,2_ 5
- 2 ) 2 12737 24

iii. Teorema do valor médio para integrais

O teorema do valor médio para integrais equivale a propriedade V para in-
tegrais, isto é:
Se f for continua existe ¢ € [a, b] tal que fab f(x)dx = f(c)[b—d

Exemplo 1.19. Uma vez que f(x) = 2 é continua no intervalo [1,4], o teorema do

Valor Médio para Integrais garante exisitir um nimero ¢ em {1,4], tal que

4
/ v’dr = f(c)(4—1)=c*(3) =3¢

1

Mas

4 e
/ v’dr = = |{= 21 logo

1 3

32 = 2louc=+V7

Portanto, ¢ = =++/7 é o nimero em [1,4], cuja existéncia estd garantida por ??

28



1.7. Integrais Impréprias

Definigao 1.20. Seja f : [a,00) — R uma funcao continua para todo = € [a,o0), entao

vale a igualdade

+o00 b
(x)dx = blim f(x)dx

a

se o limite lim [” f () dx existir.
b—oo ¢

Exemplo 1.21. Encontrar o valor numérico da integral f0+°°

fna??

1
1422

dx. Veja o grafico de

o d

Solucao: Pela defini¢ao 1.20 temos

oo 1 ERT b 1 IERT b
S5 phade = lim [} ade = lim arctgal;

= blirn larctgh — arctgO|
= blim arctgb

oy

Definigao 1.22. Seja f : (—o0,b] — R uma fungao continua para todo x € (—o0,b),

entao vale a igualdade

b b
/ f(x)de = QEIPOO f(x)dz

a

se o limite lim fab f (x) dx existir.

a——00
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Exemplo 1.23. Encontrar o valor numérico da integral ff —dx.

1+x2

Solucgao: Pela definicao 1.22 temos

fo L _dr = lim f

dr = lim arctgx|®
—oo 1+a? a——00 a——00 g |

1+:1:2

= lim [arctg0 — arctgal

a——00
= — lim arctga
a——00
— s _
=—(=3)=3

Definicao 1.24. Seja f : (—o0,00) — R uma fungao continua para todo x € (—00, 00),

entao vale a igualdade

/_C:f(x)dx:akmoo f(z da:+blir£10/f

a

se os limites lim [°f(z)dx e blim fcb f (x) dx existirem.

a——00

Exemplo 1.25. Encontrar o valor numérico da integral ff T ij dx.

Solucgao: Pela definicao 1.24 obtemos

[T Lidr = lim f T 2dglc—i—hm fo T de—hmarctgm\o

_ 2
oco l+z A — 00

= lim arctgx|® + lim arctgx|?
a——00 b—oo

= lim [arctg0 — arctga] + blim l[arctgb — arctg0)

a——00

= — lim arctga + hm arctgb

a——00

——(-D+3=n

[SIE
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1.8. Integral de uma Fungao Descontinua num ponto c € [a, ]

Definigao 1.26. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo |a,b|, exceto no

ponto ¢ € [a,b], entao

/abf( dr= tm [ fx dw+hm/f

a—Cc™ *>C
a

se os limites lim [ f (z)dz e hm fﬁ r) dz existirem.

a—Cc™

Exemplo 1.27. Encontrar o valor numérico da integral f_ll i—fg

Observe a representacao grafica da funcao f na figura 1.14

Figura 1.14: f(z) = &

Solugao: A fungao f(x) = :%2 ¢ continua em todo ponto pertencente ao

intervalo [—1, 1], exceto em x = 0. Logo, pela definigdo 1.26 temos

1 de _ 7 ad:r 1 dg
-1 22 _ali%lf “lz +51L%1+ B a?
= lim — 1% + lim — |}
a—0~ B—0Tt
= [ 1 (=1 i 1 (=
= Jim [~ = ()] + Jim [~4 - ()]

Consequentemente, a funcdo f (z) = = nao é integrdvel no intervalo [—1, 1].

31



Exercicios

1. Encontre, se existir, o valor de cada uma das integrais abaixo

4 . zdx

Oy (s rvE-gp) e it D Lerts m) [} i
7 (f+%+f) do D)} ) f e n) [ 4
¢) Jf tgxdx 9) J; # #= B A= o) ) &
fo V122 h) fo e dr fo V- p) 02%

2. Dadas as fungoes f,g : [1,3] — R definidas por f(z) =z +2e g(z) =22 +
encontre S (f, P) e S (g, P).

3. Dada a funcio f : [a,b] — R definidas por f (z) = 22 + 2 encontre S (f, P).

4. Seja f:[0,1) — R definida por f (z) = \/— Verifique se fo x) dx existe.

5. Seja f : (—00,400) — R definida por f(x) = 15z. Verifique se [ f (z)dw

existe.

1.9. Aplicagoes da Integral Definida

Calculo da area em coordenadas retangulares

Se a fungao f (x) for nao negativa, isto é, f () > 0 no intervalo [a, b, entdo a area da

figura limitada pelas curvas x = a, x = b, y =0 e y = f (z) é dada por

:/abf(:v)da:

Por outro lado, se a fungao f (z) for negativa, isto é, f (z) < 0 no intervalo

la, ], entdo a drea da figura limitada pelas curvas x = a, . = b, y = 0ey = f(x) é

_/abf(x)dx ouA:/baf(ar)dﬂf

Exemplo 1.28. Encontrar a drea sob o gréfico da fungao f (x) = 2x no intervalo [—2, 2].

dada por
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Figura 1.15: f(x) = 2x

Solugao: a representacao grafica de f pode ser observada na figura 1.15
Essa fungdo tem imagem negativa no intervalo [—2,0] e nao negativa no

intevalo [0,2]. Desse modo, devemos proceder como segue:
A = f_22 2zdx
= — fBQ 2xdx + f02 2xdx
= a0y + 270
= [0 - (=27 +2° - 07

—[—4] +4 = 8ua

Logo, a &rea sob o grafico da fungdo f(z) = 2x no intervalo [—-2,2] é 8

unidades de 4rea.

Exemplo 1.29. Achar a drea da regiao delimitada pelos gréficos de y + 2> = 6 e

y+2r=3

Solugao: Vamos inicialmente fazer uma representagao grafica da area de-

limitada, conforme ilustra a figura 1.16

=6 — 22
Encontrando a intersecao do sistema, 4 temos: 6—a2 = 3—2x =
y=3—2x
9 T, = 3 . ~ ~
¢ —2r—3=0= . e portanto os pontos de interse¢io sao P, = (—1,5)
To — —

e P, = (3,—3). Portanto a &rea é igual a area da parabola menos a drea da reta no

intervalo de [-1,3].
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Figura 1.16: area delimitada

3
:/ (3 — 2® + 22)dw

-1

.%'3

:330—?—1—302\?11

27 1 32
=33—-"49—(-34+=-+1)==nu.

3+ ( +3+) 7 u-a

Exemplo 1.30. Calcular a drea da regiao delimitada pelas curvas y = 22 e y = \/x.

Solucao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que estd situada
a regiao delimitada pelas curvas. Portanto, devemos determina-lo. O intervalo fica

determinado se conhecermos os pontos de intersecao das curvas. Encontramos tais

2
- =T 2ps ~
pontos resolvendo o sistema de equagcoes Y . E facil ver que a solucao vem da
y=vz
igualdade 22 = \/x e os valores de x que tornam a sentenca verdadeira sao x = 0 e
x = 1, desse modo a regiao delimitada pelas curvas y = 2% e y = /7 fica determinada
se © € [0,1]. Graficamente, podem ser observado na seqiiéncia de figuras, a érea sob

2

o grafico de y = z* no intervalo [0,1] (na figura 1.17), a drea sob o gréfico de y = \/x
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[0,1] (na figura 1.18), e a drea da regiao delimitada pelas curvas y = 2? e y = /7 no
intervalo [0, 1] (na figura 1.19). Como podemos observar a drea procurada ¢ igual a

diferenca entre as areas um e dois. Assim, temos

1 A

Figura 1.17: Area um

Figura 1.18: Area dois

Area procurada = (drea dois) — (4rea um)
A= fol Vrdr — fol 22dx

A:fol (Vxr —2%)dx
A=

W=

1

Logo, a drea procurada é A = 3.

Exemplo 1.31. Calcule a area da regiao hachurada
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Figura 1.19: Area procurada

y= Lix

——

12

Solucao:

Primeiro vamos identificar a lei que define as funcgoes lineares presente no

grafico:

Uma reta passa pelos pontos (0,0) e (1,1) e a outra passa pelos pontos (0, 0)

e (2, %), portanto as equacoes das retas sao, respectivamente:

Existem varias maneiras de calcular esta area, uma delas estd apresentanda
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na sequencia:

x
3 1
3 1 1
A = 24 @) -5 ()~ 7))
4 1

Portanto, a drea é igual a A = In(2) u.a

Area delimitada por curvas escritas em equagoes paramétricas

Seja y = f (z) uma funcdo continua no intervalo [a,b] que delimita uma regiao R. Se f
for escrita em equacoes paramétricas dadas por exemplo, por = = rcost e y = rsent,
t € [a, 8] e podemos escrever x = ¢ (t) e y = ¢ (), e, consequentemente, a = ¢ (a) e
b = ¥(B). Desse modo, obtemos dr = ¢'(t)dt e sendo y = f(x), temos f(z) = ().

Assim, pelo teorema 1.15 vem:

Conforme vimos, a area de uma regiao retangular é dada por :

A:/abf(x)dx:/abydx

Fazendo a substituicao z = 1(t) temos dx = ¢(t)dt obtendo em coordenadas

paramétricas a féormula para o calculo de area como:
b B
A= [ Fayan= [ wwo
22 2

Exemplo 1.32. Encontrar a drea da elipse — + 3;—2 = 1, definida pelas equacoes
a
paramétricas ¢ (t) = acost e ¢ (t) = bsent.

Solugao: As equagoes paramétricas da elipse sao
¢ (t) = acost e ) (t) = bsent

.Desse modo, temos
¢ (t) = —asentdt

Vamos determinar os valores de « e 3. Sendo ¢ (o) =0 e ¢ (f) = a vem
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acosa =0 acosf=a
cosa =0 cosff =1
0
donde vem a = 5 e 8=0

Portanto, desse modo, obteremos a quarta parte da drea da elipse. A area

total serd essa parcial multiplicada por quatro.

como f:f (z)dx = ff Y(t)'(t)dt vem
f:f (z) dx = 4f§ bsent(—asent)dt
= —4ab fg sen’tdt

= Zab fog (1 — cos 2t) dt

= 2ab (t — 3sen2t) |§
= 2ab (% — %senQ (g) — O)
= abm

Logo, a éarea da elipse é A = abr

r = 2cost
Exemplo 1.33. Calcular a area interior a elipse F, = e exterior a elipse
y =4sint
r = 2cost
Ey, =
Yy =sint

Figura 1.20:

0
A= 4/ [4sint(—2sint) — sint(—2sint)|dt
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0

=4 [ (—8sin’t + 2sin®t)dt

o

jus

2
= —4/ —6sin? tdt =
0

7]
= 24/2 —(1 — cos 2t)dt
0 2

1 z
=12(t — 3 sin 2t) |@

T
= 12— = 67u.
5 TU.Q

Area de um setor cuvilineo em coordenadas polares

Seja p = f(0) uma fungdo continua que descreve uma curva em coordenadas polares
no intervalo [«, 5]. Como nosso interesse é determinar a drea da regiao delimitada por

p = f(0) vamos tomar uma partigdo do intervalo [« 8], conforme ilustra a figura 1.21

Figura 1.21: Area de um setor

Seja
X ={60,01,05,05, ............... 0.}

uma particao de [a, §] em que
a="0p< b, <b0y<03< ... <0,=p
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Sejam,
Ay Ay Abs ... NG

os subarcos da particdo. Seja p; o comprimento do raio correspondente a um angulo

52‘ S A(g, isto é Hl-_l S 5@ S ‘91
A area do setor circular de raio p; e arco Af; é dada por

A = % (pi)* A6,

e a area aproximada drea da regido delimitada por p = f (#) é dada por

"1
A=Y 5 (pi)? AN

i=1
Seja |Af| o subintervalo da particdo X, de maior didmetro. Entao se n tende a infinito

segue que |Af| tende a zero. Desse modo podemos escrever

n

B
A= lim A, = lim Z%(pi)gAQi = %/ p>dh

n—00 |AO|—0

(1.2)

ou
1 [7,
A_E/a p2do

Exemplo 1.34. Ache a area exterior a cardioide p = 1—cos @ e interior ao circulo p = 1

Solucao: A figura 1.22 ilustra a drea procurada

Figura 1.22: Area delimitada

A area é dada por 1.2
[(1)* — (1 — cos 0)?]d0

Oy

[

N —

A=2
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= /(? (2cos — cos® §)df

—/.?[2c059—%(1+00829)}d9

1 1 x
:2sin9—§9—§sin29 K :2_%

Portanto, a drea é igual A=2— 7 u.a
Exemplo 1.35. Escreva, em coordenadas polares, a integral que calcula a area exterior

ao circulo p = 1 e interior a rosdacea p = 2 cos(26)

Solucao: a figura 1.23 ilustra a area delimitada

Figura 1.23: Area delimitada

Inicialmente, vamos determinar os pontos de intersecao das duas curvas:

p = 2cos(20)
, temos:
p=1
2cos(20) =1
cos 20 = %

0 =% (no I quad)

Vamos calcular a drea no intervalo de [0, Z] e multiplicar por 8, j4 que as

6

demais sao equivalentes. Utilizando a férmula 1.2
e verificando que a area total é igual a area da rosdcea menos a area do

circulo obtemos: .
A—glt / [(2.cos(20))? — (1)21d6
0
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Comprimento de um arco

Seja y = f (x) uma fungao continua no intervalo [a, b] cujo grafico descreve o arco AB ,

conforme ilustra a 1.24

M M
f(x !
( ) Mo M- s T
f(X—l ) Ax
a X . X, X b

Figura 1.24: Comprimento de arco

Vamos dividir o arco AB em subarcos por meio da partigao

em que
e abscissas sao

Tracemos as cordas

MMy, My M, ..., M, M, ..., M, M,

e designemos os seus comprimentos por

ao longo do arco AB cujo comprimento aproximado é:
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ln:A51+ASQ+ ...... +ASZ++AS,1

ou

=1

Mas AS; é a hipotenusa do triangulo de lados Ax; e Ay;. de modo que

podemos escrever

(AS:)? = (Az;)* + (Ags)?
dividindo tudo por Ax; vem
() - () (2
ou

ou seja

AS; = /1 + (ﬁ—gi)QAxi (11)

Como
Az, =z, —xii1 e Ay = f(z;) — f(zi1)

segue que

Ay f(xi) = [ (zio1)

Axi T; — Tj—q

e pelo teorema de Lagrange, existe &; € [x;_1, z;] tal que

f (i) = f(wi1)

Ty — Tj—1

= /(&)

Ay;
Portanto, obtemos Ay = f'(&) (III).
x.

Agora substituindo (IT) em (I) resulta

substuindo ( III ) em ( IV )resulta
b= \/1+ (7 (6) A
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Seja |Ax| o intervalo de maior didmetro de cada parti¢ao de AB. Entao, se

n — oo segue que |Az| — 0 e (§) — x. Assim:

L= liml, = lm 50 S 1+ (1 (€))*Az = [P \/1+ (f (2))da
Portanto, o comprimento do arco AB no intervalo [a,b] é dado por

- /ab J1+ (F (2))%dz (1.3)

Exemplo 1.36. Determinar o comprimento do arco na fungao y = \/x no intervalo
[0, 4].

Solugao: a figura 1.25 ilustra o comprimento de arco

20T

1.5

05T

0.0 F——A———t——

Xl

Figura 1.25: f(x) = /z

Sendo y = f (z) = v/ temos [’ (z) = ﬁ Assim, aplicando a férmula 1.3

vem

] = fb + (f" (x ))2dx tendo t* = x temos dx = 2tdt, t € [0,2].
2 =1 Jo AP Hotdt = [ VAP + 1dt
= fO < x) dx 2 ° 0
a primitiva de V4t? + 16 tabelada, logo
L= Jy 1+ deda = LV F 1+ n (2t + VAP +1) 2

[ = f04 2ty Cujo resultado é
=1 O”‘*“d [ = V17 + 1 (V17 +4)
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Comprimento de um arco em coordenadas paramétricas

Sejam x = ¢ (t) e y = ¢ (t) para t € [a, ] as equagbes paramétricas de y = f (z).
Entdo, como dx = ¢ (t)dt, dy =/ (t)dt e f' (v) = & podemos escrever:

1= [ \/ (¢ (1)) + <2w' (1)’
; ¢ (1)

P V@ 07 + @ ()
= Ja ¢f< )

L= [0 ) + (v (1)

Portanto, o comprimento de arco em coordenadas paramétricas é dado por

B
1= [ V@ OF + w0 (1.4)

Exemplo 1.37. Calcular o comprimento de arco da astroide dada por:

¢ (t) = 3cos’t

e
P(t) = 3sen’t.
Solucao: Podemos encontrar o comprimento do subarco no primeiro quad-
rante e multiplicar o resultado por quatro. Como ¢’ (t) = —9 cos? sent, 1’ (t) = 9sen?t cost

et e [O, %} substituindo na férmula 1.4 vem
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L= [23/ (0 (0) + (v (1))

[=4 fog \/(—9 cos? tsent)” + (9sen?t cost)’dt
l=4-9 fO% Vcost tsen2t + senit cos? tdt

[ =36 fog \/cos? tsen?t [cos? t + sen?]dt

[ =36 fog cos tsentdt

L= 3655

[ = 18uc

Portanto, o comprimento é [ = 18 u.c

Exemplo 1.38. As equacoes paramétricas do movimento de uma particula no plano é

r =3t

Qual a distancia percorrida pela particula entre os instantes t =0et =17

dada por :

Solugao:

Aplicando a férmula 1.4
W(t) = (312)
1
| = /\/32+ 3t7)2dt
i (3t2)
1
I = /\/9—|—9tdt
0
1
[ = 3/ V1+tdt
0

2
| = 35(1+t)% K

I = 2(2)7 —2(1)2 =4v2 -2 uc

¢'(t) =3
temos: logo, teremos:

Portanto, a distancia percorrida pela particula entre os instantes ¢t = 0 e
t=161=4v2-2uc
Comprimento de arco em coordenadas polares

Sejam ¢ (t) = pcosf e 1 (t) = psend as coordenadas polares da curva p = f(6),

0 € |o, B]. Entao, substituindo p por f (#) nas equagbes paramétricas vem
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¢(0)=f(0)cosberp(0)=f(0)send

donde vem

¢ (0) = f'(0)cosO — f(0) send ou ¢' (0) = p' cosd — psend
Y (0) = f'(0) senf + f (8) cosB ou ¢’ (0) = p'send + pcos b
Agora

(¢ (1)) 4+ (¢ () = (p' cos O — psenb)® + (p'send + pcosh)?
Resolvendo os produtos notaveis e simplificando obtemos

(¢ (1) + (W' ()" = () + p*

Substituindo na equagao 1.4 obtemos a férmula para o calculo do compri-

mento de arco em coordenadas polares dada por

= /j \ (0) + p2df (1.5)

Exemplo 1.39. Encontrar o comprimento de arco do cardidide p = a (1 + cos ).

Solucao: Podemos determinar o comprimento do arco no primeiro e se-
gundo quadrante e multipicar por dois. Como p = a (1 + cosf) tem-se p' = —asenb.

Substituindo na férmula 1.5 vem

L= [73\/(p)" + p2dd

=2/ \/ —asend)® + (a (1 + cos))*dd
| = 2af0 Vsen20 + 1+ 2 cos 6 + cos? 0d6
I =2a [ V2 +2cos0df

l=2a-2 [ cos4dd

| =4a-2sini0[7

[ = 8a uc

Logo, o comprimento de arco do cardidide p = a (1 4 cos @) é | = 8a uc.

Exemplo 1.40. Mostre, usando coordenadas paramétricas, que o comprimento de uma

circunferéncia de raio r é 2mr.
Solucgao:
Em paramétrica, a circunferéncia é representada por:
{ x(t) = rcost

y(t) = rsint
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O comprimento de arco em paramétrica é [ = fttf V(@ ()2 + (y'(t))2dt

Usando a simetria temos:

I = 4/2 V (=rsint)? 4 (r cost)2dt
0

| = 4/2 \/r2(sin2t—l—0052t)dt
0

l:4/7‘dt
0

[ = 4rt |0%: 27r

Logo o comprimento da circunferéncia é 27r.

1.10. Volume de um soélido de revolugao

Considere o sélido T' gerado pela rotacao da curva y = f(z) em torno do eixo = no

intervalo [a,b]. (ver figura 1.26)

‘I"
Eéream
>
cf E:'X
>+ b

Calewlo do elemento de wolume

Figura 1.26: Rotacao de uma curva em torno do eixo x

Demonstracao: Seja



os subintervalos da partigdo. Seja & € Auz;, entdo o volume do cilindro de raio f (&)

comprimento Ax; é dado por
2
= [f (&))" A
e o volume aproximado do sélido sera dado pela soma dos volumes dos n — cilindros,
isto é,

V, = Z T ALL‘,

Seja |Af| o subintervalo de maior didmetro, entao se n — oo segue que |Af| — 0, & —

e o volume V do sélido T sera dado por

n

V= limV, = lim WU@WA%ZW/[ﬂmFm

n—00 |AB|—0 4
1=

Portanto, o volume de um sélido de revolucao no intervalo [a, b] é dado pela

formula:

V:w/[ﬂ@fm (1.6)

Exemplo 1.41. A fim de que nao haja desperdicio de racao e seus animais estejam
bem nutridos, um fazendeiro construiu um recipiente (conforme figura 1.27 ) com uma
pequena abertura na parte inferior, que permite a reposicao automatica da alimentacao,
conforme mostra a figura abaixo. Determine, usando solido de revolucao, a capacidade

total de armazenagem do recipiente, em metros ctibicos.
Vamos encontrar o volume do cilindro e do cone
V=Vi+V

Vamos rotacionar a reta y = 2 em torno do eixo x

! "l
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Figura 1.27:

Vi
Vi

como temos um raio igual a r = 3 e h = 6 para o cone, obtemos a reta y =

para rotacionar em torno do eixo x

4
= 77/ 22 dx
0

= 474 = 167

1
3.1'

+ v=(1/31=x
V, =
_ 1 316__ 6° _
Vo = 57 10 lo= 277?—8%

portanto o V'

Exemplo 1.42. Calcule o volume do

no intervalo [1,2].

= 167 + 87 = 247 uv

sélido gerado pela rotagao da curva f(z) = 3,

Resolugao : Observe a figura 1.28
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¥ @3) @3)

il

> -

Elemento de V.nlume

Figura 1.28: fonte:Pilchowski (2004)

o
=T
27 1 127w
=y mgl= e
Portanto, o volume é V = 2y y

7

Exemplo 1.43. Determinar o volume do solido de revolu¢ao gerado pela regiao delim-

itada pelas curvas y = 2 e y = x + 2 em torno do eixo .

ver figura 1.29
Solucao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que estd situada
a regiao delimitada pelas curvas. Portanto, devemos determina-lo. O intervalo fica

determinado se conhecermos os pontos de intersecao das curvas. Encontramos tais
2
=x

. E f4cil ver que a solucao vem
y=x+2

pontos resolvendo o sistema de equacoes {
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=1 7 ed
(1,13 §

Figura 1.29: fonte:Pilchowski (2004)

da igualdade 22 = x + 2 e os valores de o que tornam a sentenca verdadeira sao x = —1
exr =2

Aplicado a férmula 1.6 vem:

Logo, o volume do sélido de revolucao gerado pela regiao delimitada pelas

curvas y = 2 e y = x + 2 em torno do eixo x é

72
V= Eﬂuv.

Exemplo 1.44. Encontre o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagao da curva

(x —2)2 +y* =1 em torno do eixo y.

Solugao:Observe a figura 1.30 que representa a circunferéncia deslocada da
origem.

Isolando a varidvel z em (z —2)? +¢y> =1, vem:

(x—2)?=1-y
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Figura 1.30: (z — 2)% + ¢?

=41 -2 +2

Observe que o volume do sélido de revolugao é formado pela rotacao da curva

=1

x = +/1—9y?+ 2 em torno do eixo y menos o volume formado pela rotacao da curva

—+/1 —y? + 2. Portanto, o volume é igual a V =V, — 1}

1%
v
onde V;

portanto temos V'

V
Fazendo y
V

b
™ / F@)Pdy
Vv,

w [ Ity evi= [ (—/T=i 427
[ V=727 = (v T=7 + 2%y

1
/ 8v/1 — y2dy
-1

senfl — dy = cosfdo

/2 81 — sen28 cos 0do

s

8 ’ cos2 0do

4(1 + cos 26)df
400+ Sm29

45 - <—>> = 4r

Portanto, o volume é dado por V' =41 u.v
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Area de um sdélido de revolugao

Considere o sélido T gerado pela rotagdo da curva y = f(z) em torno do eixo = no

intervalo [a,b]. Seja a particao

do arco AB em que
A=My< M; < My < ... <M,=B

e abscissas sao xg, r1, T, ....., T. designemos por AS; o comprimento das cordas M;_1 M;.
Cada AS;, rotacionando em torno do eixo x gera um tronco de cone cujo raio da base
menor é f(x;_1) da base maior é f(x;). A &rea em torno do cone é dada aproxi-
madamente pelo produto do comprimento da seccao mediana do tronco pela geratriz,

conforme ilustra a figura 1.31.

f(x)

f(xj-1

U X1 x

Figura 1.31: Area de um sélido de revolugao

Na figura 1.32 podemos observar a area lateral do tronco de cone aberta

sobre uma regiao plana.

Note que podemos formar um retangulo de comprimento r e altura AS;. A
area desse retangulo é A; = rAS;.

Porém,

. 2 f (x;) + 27 f (xi1)
2

=7 [f (2:) + f (zi1)].

Portanto, segue que
Ai = [f (z:) + f (zi-1)] AS;
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2*pi*f(x)

2*pi*f(x1 )

Figura 1.32: Area lateral do tronco de cone

Vimos anteriormente que

Assim, teremos

A= [f (1) + f (mi)] 1+ <§zi)2mi.

Como h& n-subdivisoes, ha n-tronco de cones inscritos no sélido 1", de modo

que a area total aproximada é dada por

A =S w () 4 F ()] )1+ (igz)Qmi.

i=1

Embora esta soma nao seja uma integral porque nao estd em funcao de um

Unico ponto &; é possivel mostrar que:

A:27r/abf(m)\/1+(f’ (2))%dx (1.7)

Exemplo 1.45. Determinar a area lateral da figura de revolucao gerada pela funcao
f (x) = 2x no intervalo [0, 4].

Solugao: Aplicando a férmula 1.7 vem
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A=2n [ f @)1+ (' (@) da
A=2r1 f04 221 + 22dx

A =215 f04 2xdx

A = 2m\/522|}

A = 32m/5ua

Portanto, a area lateral da figura de revolugao gerada pela funcao f (z) = 2z
no intervalo [0,4] é A = 327v/5ua.

Exemplo 1.46. O disco 2% + (y — 1)? < 1 rotaciona em torno do eixo x dando origem

a um solido. Calcule a drea deste solido.

Solugao: a figura 1.33 ilustra a rotacao do disco em torno do eixo z

:
<

e
]

Figura 1.33: Rotagao de um disco

Podemos visualizar a superficie como a resultante da rotagao de dois arcos

descritos a seguir, conforme ilustra a figura 1.34
A=A+ A,

1

A 2@/(1 I a:%ﬁdm + oo T
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¥ y=1+v1-=

an

N

Figura 1.34: rotagao dos dois arcos

AzQW[/(;(le\/l—:1:2+1—\/1—332)dx

V1—22

1 1

:2ﬂ/(\/%m2)dx:47r/(

fazendo x = cosf — dx = —senfdo
temos entao:

0 sin 6

A=A4r

_
= V1—cos?6

:47r/ df = 4x?
0

Portanto, a é4rea ¢ de 47u.a

o7

V1—22

)dx



1.11. Exercicios Gerais

1. Usando a definicao de integral definida encontre o valor numérico expressao f04 4
2?|dx

2. Determine o valor das seguintes integrais, se possivel.

—_

f V2 re " dx

1

f 2dx
-1 Vz349
™
fo“ tan? z sec? xdx

1.
fo x sin xdx

| Boo rerdx

SR

3 =z
I —\/md:c.

3. Interpretar graficamente (desenhar e sombrear) a area que a integral abaixo cal-

cula:

A= / (g +6) — (vVI— P)ldy

4. Encontre a area da regiao limitada pelas curvas:

1. y=sinz, y=cosz,z=0ex =% [R=2y2—2]

2. y—x=6,y—2>=0e2y+2=0. [R=22u.qd]
3.y=—-22+9ey=3—2z [R=2ugd|

4. zh 4y —ai. [R= 32

5. p=2(1+sinf) e p=2(1+ cos?h).

6. 28—y—dr=0,z2—y—2=0,y=2xey=0.

5. Calcular a drea comum aos seguintes pares de curvas:

1. p=3cosf e p=1+cosb;
2. p=1+cosb e p=2;R =]
3. p=senf e p=1—cost;[R = 3(m — 2)]

4. p* =cos20 e p* = sen20; [R=1-— g]
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6.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Encontrar a drea interior ao circulo p = 6 cos 6 e exterior a p = 2(1 + cosf).

p = sin 20

Escreva a integral que permite calcular a drea sombreada
p= V3 cos 20

Determinar o comprimento das curvas p = a cos 6

Encontre o comprimento das curvas que limitam a regiao formada pela intersecao

das curva p = v/3sent e p = 3cost no primeiro quadrante.

Mostre, em coordenadas paramétricas, que o comprimento de uma circunferéncia

de raior é 27r.

2 2

Determinar o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao da curva —2+b—2 =
a
47rab2}

1 em torno do eixo x.[R = :

Determinar o volume do toro gerado pela rotacao do circulo de equacdo 2 +

(y — b)? = a® em torno do eixo .

Encontre o volume delimitado pela rotacao das funcoes y = —22+9ey =3 —

em torno do eixo x

Determinar a area da superficie do toro gerado pela rotagao do circulo de equagao

22 + (y — b)* = a® em torno do eixo z. [R = 4m2ab]

. , 2
Mostre que o volume de um cone de raio r e altura h éV = %h
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2. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Funcoes de varias variaveis: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Definir fungoes de varias variaveis e dar exemplos praticos;

2. Encontrar o dominio e fazer o gréfico (esferas, cones, cilindros, parabolodides,
planos e intersecoes entre essas superficies) com fungoes de vérias varidveis com duas

variaveis independentes;

3. Usando a definicao mostrar que o limite de uma fungao de duas variaveis
existe;

4. Verificar se uma funcao de duas variaveis é continua num ponto;

D. Encontrar derivadas parciais e interpreta-las geometricamente quando

a funcao for de duas variaveis independentes;

6. Encontrar derivadas parciais de funcoes compostas;

7. Encontrar as derivadas parciais de funcoes implicitas;

8. Resolver problemas que envolvam derivadas parciais como taxa de
variacao;

9. Representar geometricamente as diferenciais parciais e totais;

10. Resolver problemas que envolvam diferenciais parciais e totais;

11. Encontrar derivadas parciais de ordem superior;

12. Encontrar os extremos de uma funcao de duas variaveis quando ex-
istem;

13. Resolver problemas que envolvam extremos de funcoes de duas variaveis.

14. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientacoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

2.1. Introdugao

Um fabricante pode constatar que o custo da producao C de um determinado
artigo depende da qualidade do material usado, do salario - hora dos operarios, do tipo
de maquinaria necessario, das despesas de manutencao e da supervisao. Dizemos entao

que C é funcao de cinco variaveis, porque depende de cinco quantidades diferentes.
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Neste Capitulo estudaremos as fungoes de varias varidveis, comegando com o caso de
funcoes de duas variaveis e entao a um numero arbitrario de varidveis. Como exemplo
de funcao de duas varidveis podemos utilizar a area de um retangulo, funcao esta muito
conhecida de voces.

Consideremos o retangulo de base a e altura b. A area desse retangulo é
A=ab

Por outro lado, se a for uma variavel x podemos escrever a area desse

retangulo em funcao de x, isto é,
A(x) =xb

Desse modo, temos a area como funcao de uma variavel.
Podemos também, fazer variar a base e a altura simultaneamente. Nesse

caso, tomando b = y teremos a area dada por

Az, y) =y

ou seja, a area expressa como funcao de duas variaveis.

A fungao A (z,y) é definida para todo par de pontos pertencentes ao plano
R? e a imagem é um nimero real. O convencional é escrever A : R? — R.

Um raciocinio analogo pode ser feito para o volume de um paralelepipedo.

Sejam a, b e ¢ as dimensoes de um paralelepipedo. O volume sera dado por
V = abc

Por outro lado, se a for uma variavel x podoemos escrever o volume desse

paralelepipedo expresso como funcao de uma variavel x, isto é,
V (x) = xbe

Podemos também, fazer variar as dimensoes a e b simultaneamente, isto é
tomando b = y teremos o volume do paralelepipedo expresso como uma funcao de duas
variaveis x e y, ou seja,

V(z,y) = zyc

Também, é possivel variar as trés dimensoes simultaneamente e, nesse caso
tomando z = ¢ o volume do paralelepipedo sera expresso como uma funcao de trés
variaveis z, y e z, isto é,

Viz,y,z) =xyz
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A fungao V (z,y,2) é definida para toda tripla de pontos pertencentes ao
espaco R? e a imagem é um ndmero real. O convencional é escrever V : R — R.

Vejamos um exemplo que envolve mais do que trés varidveis.

Exemplo 2.1. Suponhamos que uma pessoa va a um supermercado e a nota de compras

seja descrita conforme o modelo abaixo.

Nota da compras

Produtos | unidades | preco por unidade | total
Leite 2 pacotes 1,00 2,00
pao 10 0,10 1,00

Laranja 2kg 0,50 1,00
Maca 2kg 2,50 5,00

Agticar okg 0,60 3,00
Total a pagar 12,00

Suponhamos que as variaveis x, y, z, w e t representem, respectivamente,
leite, pao, laranja, maca e agicar, entao podemos escrever a funcao 7 total a pagar ”
por

T (z,y,z,w,t) =2+ 0,1y + 0,5z + 2, 5w + 0, 6

A funcao T é uma funcao de cinco varidveis. Para encontrar o total a pagar

referente a tabela anterior fazemos

T(2,10,2,2,5) =2+40,1(10)+0,5(2) +2,5(2) + 0,6 (5)
—24+14+1+5+3
=12

A fungao T (z,v, 2, w,t) é definida para todo ponto (z,y,z,w,t) € R5. O
convencional é escrever T : R5 — R.
Note que, em todos os exemplos examinados, a imagem da funcao é um

numero real. Com base nesses exemplos vamos definir fungoes de varias variaveis.

Definigao 2.2. Seja D C R™ um subconjunto e seja (x1, %2, T3, ...,x,) € D. Se a cada
n—upla ordenada pertencente a D corresponder um tinico niimero real f (xy, xa, T3, ..., Tp,)
dizemos que f é uma fungao de n— variaveis, definida em D com imagem em R. Con-

vencionalmente escreve-se f : D — R.
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Exemplo 2.3. Vejamos alguns exemplos de funcgoes de varias variaveis.

Para D C R? definida por
f:D—R
temos f(z,y)=20+3y+1
3 .
Para D C R fiD-R definida por
temos flzy,2)=2>+y+2+6
4 .
Para D C R FiDR definida por
temos fry,z,w)=22+y*+2+w+6
5 .
Para D C R fiDR definida por
temos flzy,z,wt) =22 +9y> + 24+ w+1t2+6

Nosso estudo vai ficar restrito as funcoes de duas e trés variaveis.

Grafico de uma Funcao de Varias Variaveis

Apenas podemos representar graficamente funcoes de uma e duas varidveis indepen-
dentes.
Por exemplo, o grifico de f (z,y) = 9 — 2® — y* é um paraboldide conforme

mostra a figura 2.1

,« \o W v'\\\\‘
,oA ’\‘ \\» ‘»\\(\\\\\
‘,,,’,,,,,., N
/, /1{”’ I " \‘ ‘\
W%ﬁlﬂii}'/" ”,-/\"“ N
iy '/0"’0’00%'6 \\\\“
i Inﬁm .-.vms"\.\ n
B A\AX e

i
1,

Figura 2.1: f(z,y) =9 — 2% — ¢?
A equagao de uma superficie pode ser escrita na forma implicita ou explicita,
em funcao de duas varidveis, isto é, F(x,y,z) =0 ou z = f(x,y)
Exemplo 2.4. A equacgao da esfera centrada na origem pode ser escrita como segue:
e Implicitamente 22 +y* + 22 — R> =0

e Explicitamente em fungao de (z,y) com z = £1/R? — 22 — 32
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Representacao Grafica de uma Superficie

Para representar graficamente uma superficie procede-se como segue:

1. Escolhe-se um plano coordenado.

2. Determina-se as intersecoes com os eixos cartesianos determinando os pontos

(x,0,0), (0,9,0) € (0,0, z).

3. Determina-se os tragos das superficies sobre os planos;

a)
b)

c)

xy fazendo z = 0 na equagao;
xz fazendo y = 0 na equacao;

yz fazendo x = 0 na equacgao.

4. Determina-se as simetrias:

a)

em relacao aos planos coordenados.

Uma superficie é simétrica em relagao ao plano zy se para qualquer ponto

P(x,y, z) existe um ponto P'(z,y, —=z).

Uma superficie é simétrica em relacao ao plano xz se para qualquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(z, —vy, 2).

Uma superficie é simétrica em relacao ao plano yz se para qualquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(—z,vy, 2).
em relacao aos eixos coordenados

Uma superficie é simétrica em relacao ao eixo x se para quaquer ponto

P(xz,y, z) existe um ponto P'(x, —y, —z).

Uma superficie é simétrica em relacao ao eixo y se para quaquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(—z,y, —2).

Uma superficie é simétrica em relacao ao eixo z se para quaquer ponto

P(z,y, z) existe um ponto P'(—z, —y, 2).
em relacao a origem:
Uma superficie é simétrica em relagao a origem se para quaquer ponto P(z,y, 2)

existe um ponto P'(—z, —y, —z).
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5. Secgoes e Extensao: Quando os tragos principais nao forem suficientes para carac-
terizacao da superficie, recorre-se a determinacgao de secgoes com planos paralelos

aos planos coordenados. Para isso fazemos:

e 2 = k sendo k uma constante na equagdo F(z,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F'(x,y, k) = 0 sobre o plano coordenado zy.

e y = k sendo k uma constante na equagao F(x,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F'(x,k,z) = 0 sobre o plano coordenado zz.

e © = k sendo k uma constante na equacao F'(x,y,z) = 0, isto é, teremos a

equagao F'(k,y, z) = 0 sobre o plano coordenado zy.
6. Traca-se o esbogo do grafico da superficie.

Exemplo 2.5. Tracar o esbogo do grafico da superficie de equagao

2 2 2
x
Ty Lz
52 42 32
Solucao:
1. Vamos tomar como plano coordenado o plano zz.

2. Intersegbes com os eixos coordenados : Os pontos (x,0,0) e (0,0, z) ndo sao reais

e o ponto (0,y,0) é duplo ou seja temos os pontos P(0,4,0) e P'(0,—4,0).

3. Tragos:

e Sobre o plano zy: Fazendo z = 0 tem-se a hipérbole —“5”—3 + Z—z =1.

™

Figura 2.2: Tracgos sobre xy
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. . R 2 2
e Sobre o plano rz: Fazendo y = 0 tem-se a elipse imagindria —% — % = 1.

e Com o plano zy: Fazendo x = 0 tem-se a hipérbole Z—z — g—z =1.

Figura 2.3: Tracos sobre yz

¥

. . .. - 2 2 .
4. Simetrias: Explicitamente a equagdo —& + % — 33 = 1 pode ser escrita como

segue:

y:4,/1+§—§—|—‘§—§ ou y:—4\/1+§—§—|—§—§

Logo, é simétrica em relagao aos planos coordenados, aos eixos coordenados e a

origem:

5. Seccgoes e extensoes: fazendo z = k, k € R, obtemos uma familia de hipérboles
sobre os planos z = k. Por outro, lado fazendo y = k, k£ € R, obtemos uma familia

de elipses sobre os planos z = k. (fazendo x = k as curvas sdo imaginarias).
e Por exemplo,fazendo z = k = 3 temos as equacoes
donde vem a equacao da hipérbole sobre o plano z = 3 dada por

y:\/2+‘g—§ ou y:—1/2+”5”—§

e Por exemplo, fazendo y = k = 48 temos a equacgao eliptica

N

2 2 2 2 2 2
o B 2= D2 =1 =3=0 15

w

sobre os planos y =8 e y = —8.

Construgao da superficie.
Os elementos fornecidos pela discussao acima permitem construir a superficie

hipebdlica de duas folhas conforme a figura 2.6.
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Figura 2.4: Tracos sobre o plano z=3

Figura 2.5: Tracgos sobre o plano y=8

L R

x

Figura 2.6:
Exercicios
Discutir e representar graficamente as superficies
1 22+ y2+22=25
2. 22 +y?—22=25
3. 9r + 4y + 122 = 36
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4. 2 —22 -2 =0

2+ 2% =16
d. z+y="7
y=0ey=4
6 2 =18 — 22 — 92
. 2z =22 + by?

Distancias e Bolas no Espaco

Sejam P (x1,22,....,x,) € A(y1, Y2, ...,ys) dois pontos de R", a distancia de P até A,
denotada por ||P — Al|, é dada por

1P = All = /(21— 92)* + (22 — 1) + - + (20 — 9)’

Definigao 2.6. Sejam A (y1, 99, ...,yn) um ponto de R™ e r > 0 um nidmero real. De-
nominamos bola aberta de centro A e raio € ao conjunto de todos os pontos P € R" tais

que ||P — A|| < r. Isto é, o conjunto
B(A,e) ={(z,y) € R" tais que ||P — A|| <1}
Sejam A (1,2) e r = 1 entdo a bola aberta
B((1,2),1) = {P € R? tais que ||(z,y) — (1,2)]| < 1}

¢é graficamente representada por 77?7
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Exemplo 2.7. Sejam A(1,1,2) er =1 entao a bola aberta

B(1,2,1) = {P € R’ tais que ||(z,y,2) — (1,1,2)]| < 1}

é graficamente representada pela figura 2.8

Figura 2.8:

2.2. Limite de uma Funcao de duas Variaveis

Vamos estudar a existéncia do limite de uma funcao de duas variaveis. O raciocinio

analogo é feito para funcoes de n— variaveis.

Definigcao 2.8. Seja f uma funcao de duas variaveis definida numa bola aberta cen-
trada em A (z9,vo), B (A (zo,v0),7), exceto possivelmente em A (g, o). Dizemos que o
nimero L é o limite de f (z,y) quando (x,y) tende para (xo, o) se dado € > 0 podemos
encontrar um 6 > 0 tal que |f (z,y) — L| < € sempre que 0 < ||(z,y) — (x0,y0)|| < 0.
Nesse caso, escrevemos

lim f(z,y)=1L

(a:7y)—>(a:0,yo)

Exemplo 2.9. Mostrar que lim , 20+ 3y =11

(z,y)—(1,

Demonstragao: Devemos mostrar que dado € > 0 existe § > 0 tal que

|f (x,y) — 11| < e sempre que 0 < ||(z,y) — (1,3)]| <. Assim,

\f (z,y) — 11| = |22+ 3y — 11|
=|(2z —2) + (3y — 9)|
=2(z—=1)+3(y—3)|

|flzy) =11 <2@-D[+BH-3)=2[x-1[+3|(y—3)| <e
donde obtemos 2 |(z — 1)|+3|(y —3)| <e (1)
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Por outro lado,

de 0 < ||(z,y) — (20, y0)|| < 0 obtemos 0 < \/(x— 1)+ (y—3)7 <o

Como podemos observar na figura acima, |z — 1| e |y — 3| s@o os lados do

triangulo e ||(z,y) — (zo, yo)|| = \/(x —1)* + (y — 3) é a hipotenusa. E claro que

=1 <o)+ (-3 <0

=3 <\ - 1+ -3 <o
de modo que teremos
lx—1]<de Jly—3| <o
Observe a figura 2.9

\
y 12 S
s
s =l
\ B
;
X
Figura 2.9:

Substituindo estes resultados no termo a esquerda do sinal em (I ) vem:
2/(x =1 +3(y —3)] <20+30
<by (1II)

Portanto, de (I ) e ( II ) podemos formar o sistema de inequagoes
2[(x = D[+3[(y—3)| <e
2[(z = 1) +3|(y = 3)| <56

Assim, podemos admitir 50 = ¢ donde vem § = %

Logo, ( l)m% 3)2x+3y = 11, pois dado € > 0 existe d = % tal que | f (z,y) — 11] <
m7y - 17

e sempre que 0 < ||(z,y) — (1,3)]| < 6.
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Definigao 2.10. Seja A (xg,yo) um ponto e D um subconjunto de R?. Dizemos que
A (z9,y0) é ponto de acumulagao de D se toda bola aberta centrada em A (xo, o) e raio

r tem uma infinidade de pontos de D.

Exemplo 2.11. Seja D o conjunto de todos os pontos (x,y) tais que x> +y* < 1. Entao
os pontos A (zo,y0) = (0,0) em B (x1,y1) = <%, §> sao pontos de acumulacao de D.

Porém o ponto (1,1) nao é.
Definigao 2.12. Seja f uma funcao de duas variaveis definida num conjunto aberto

D C R2. Seja B(xg,y0) um ponto de acumulacio de D. Entao o limite de f(x,v)

quando (z,y) tende para (xo,yo) é L se dado € > 0 podemos encontrar 6 > 0 tal que

’f(l‘,y)—L‘ <é€

sempre que
0 < [|(x,y) — (wo,90)[| <0

Nesse caso, escrevemnios

lim flz,y)=1L
(@,y) = (20, y0)
D

Teorema 2.13. Seja f uma funcao de duas variaveis definida numa bola aberta cen-
trada em A (z9,%0), B (A (z0,%0),7), exceto possivelmente em A (xo, o). Se f (x,y) tem

limites diferentes quando (x,y) tende para (zo,yo) por caminho diferentes entéo

lim f (z,y) nao existe
(@,y) — (%0, Y0)
D
. xy ~ .
Exemplo 2.14. Vamos mostrar que lim ——=—— nao existe.

(29)=(00) 22 + 32
Solugao. Seja S; = {(z,y) € D tal que x = 0}. Note que S; é exatamente o

eixo y e é um caminho que passa pelo ponto (0,0). Assim,

lim flz,y) = lim f(0,y)
(z,y) — (0,0) (0,y) — (0,0)
St S1
— lim Oy
0.4) ~ (0.0) " TV
S1
=0
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Seja Sy = {(z,y) € D tal que y = kx}. Note que Sy é o conjunto de retas

que passam pelo ponto (0,0). Assim,

lim flz,y) = lim f(z, kx)
(z,y) — (0,0) (z, kx) — (0,0)
Sg S2
= lim h
- o (L2
(. k) — (0,0) "+ (k)
Sa
— hm TR
(r.9) = (0,0) L H)
Sy
kK
1+ k2
Como lim f(zy) # lim f(z,y)
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0)
S1 Sy
. xry ~ .
segue que  lim ———— nao existe.

(@,9)—(0,0) T2 + 32

3 2
Exemplo 2.15. Vamos mostrar que lim Y existe.

(z,9)—(0,0) T2 + y?

Solucao: Primeiro vamos verificar se por caminhos diferentes o limite tem

0 mesmo valor numérico.

Seja S1 = {(z,y) € D tal que y = kx}. Note que S; é o conjunto de retas

que passam pelo ponto (0,0). Assim,
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lim flz,y) = lim f(z, kx)

(z,9) — (0,0) (&, kx) — (0,0)
Sl Sl
B lim 3x2kx
- S . /1 N\2
(2, k) — (0,0) ** T (ko)
s,
B i Pk
(2, k) — (0,0) ** (1 #2)
s,
= lim - mka =0
(w, kz) — (0,0) T
s,

Seja Sy = {(z,y) € D tal que y = kx*}. Note que Sy é um conjunto de

pardbolas que passam pelo ponto (0,0). Assim,

lim f(z,y) = lim [ (z, kx?)
(z,y) — (0,0) (z, kz?) — (0,0)
Sl SI
, 322 ka?
= lim —_—
(. k%) = (0,0) ** T (K?)
Sa
= lim —3$4k
(2. ha?) — (0,0) © (L HH)
Sa
= lim 32k
= TTma T
(r,ka?) — (0,0 1 HF
Sa
Como lim flz,y) = lim f (z,y) segue que hé prob-
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0)
S1 Sy
3xy

abilidades de que L = 0 seja o limite de f (x,y) = ol
rmTyY

Para confirmar, devemos verificar se a definicao 2.8 estd satisfeita. De-
vemos mostrar que dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |f (z,y) — 0| < e sempre que

0 < ||(xz,y) —(0,0)|| < d. Assim,
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322y
x? 4+ 92

_ 132y 31|yl
@2+ P 2Pty

|[f (z,y) = 0] = e (1)

De 0 < ||(z,y) — (0,0)|] < & obtemos 0 < y/22 + y2 < §. Sendo 22 < 22 + 32
e |yl < /2% + y? podemos escrever

322 |y 3(z®+y?) |yl
< — 2 2 5
21y S i 3lyl < 3va2+y2 <35 (1)

Comparando (I ) com ( II ) podemos admitir 36 = ¢ donde vem § = %
22 , , 32y
existe e llm ———— =

Portanto, lim =
(2,9)—(0,0) T2 + Y2

(@)= (0,0 7% + y?
2.3. Propriedades dos Limites

i) Sejam f : R — R definida por f(x,y) = ax+b, com a,b € R. Entéio( )lir(n )f (x,y) =
T,Y)—(To,Yo

ary, +b
ii) Se  lim f(z,y)e lim g (z,y) existem e, ¢ € R, entao:
(z,y)—(Zo,y0) (z,y)—(Zo,Yo)
a lim x,y) gz, y)| = lim x,y) lim x,
) (w7y)_’(x07yo)[f ( y) g( y)] (%y)_’(wmyo)f ( y) (Ivy)_’(xmyo)g ( y)
b lim c¢f(z,y)=c lim x,
) (z,y)—(20,Yo) f(@9) (:r,y)ﬁ(wmyo)f( 2
C lim x,y).9(x,y)| = lim r,y). lim x,
) (m,y)ﬂ(wmyo)[f( v)-9(.y) (fr,y)ﬂ(ftcuyo)f( 2 (Ly)ﬂ(ﬂco,yo)g( 2
lim f(z,y)

d) lim  [L&w)] = Guotovo) desde que  lim  g(z,y) #0

(@) =(zawe) IV ) B, 9EY) (2.4)= (@0 w0)
e) lim [f(z,y))"= [lim f(x,y)]" para todo n € Z*
(x,y)%(xo,yo) (l‘,y)-’(l'myo)

f) lim  {/f(z,y) = v lim f(z,y) para  lim f(x,y) >0en € Z ou
(z:y)—(z0,Y0) (z.y)—(w0,Y0) z,y)—(Zo,Yo)

lim f(z,y) <0en e Nimpar.
(@,y)—(w0,y0)

Proposicao 2.16. Se f é uma fungao de uma variavel, continua num ponto a, e g(x,y)

uma func¢ao tal que  lim g (x,y) =a, entdo  lim fog(x,y) = f(a) ou
z,y)—(z0,Yo0) (z,y)—(z0,Y0

im  f(g(z,y)=f( lim g(zy)

(z,y)—(To,y0) (z,y)—(Tosy0)

Exemplo 2.17. Calcular ( 1)111% )lm(x2 +ay —1)
z,y)—(1,2
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Consideramos as fungoes:
g9(z,y) = 2° + 2y — 1)
f(u) =Inu

temos que ( l)m% )g(:z:,y) =2e f(u) =In(u) é continua em 2.
z,y)—(1,2
Aplicando a proposicao acima vem:

lim og)(x, = lim In(2®+ay—1
wm (feg)wy) = lim In( y—1)
= In[ lim (2*+ay—1
[(W)H(m)( y—1)]
= In2
Proposigao 2.18. Se lim f(x,y) =0 e g(z,y) é uma fungao limitada numa

(z,y)—(20,Yo)
bola aberta de centro (x,,y, ) entao

lim  f(z,y).9(z,y) =0
(2,y)—(x0,Y0)

2
E lo 2.19. Most 1i =0
xemplo ostrar que (x,y)lg%o,o) Z21y?

Resolucao:

Consideremos que f(z,y) =z e g(z,y) = =17

Sabemos que i liino O)x = 0, basta mostrar que g¢(z,y) é limitada.

Escrevendo g((x,y;) (: xf—ny em coordenadas polares temos que (z = rcosf e
y =rsind)

xz”jny = Coig sind — ¢os 6 sin §

Evidentemente, |cos@sinf| < 1 e portanto, g(z,y) é limitada.

L li L/
OgO (:my)lE,I%O’O) x2+y2

Exercicios

Em cada exercicio abaixo verifique se  lim f (z,y) existe

) (z,9)—(0,0) ) \ ,

d ry 2 +y

a)f(x,y):m b)f(%y):m C)f(x’y):ﬁ——l—y?

Df )= 2L Oy =S () = 2t
r,y)=—-=  e)f(n,y) = z.y) =

Y $2+y2 Y $2+y2 Y $2+y2
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2.4. Continuidade de uma fungao de duas variaveis

Definigao 2.20. Seja f uma func¢ao de duas varidveis e (g, yo) um ponto de R2. Dize-

mos que [ é continua em (xg,yo) se, e somente se, satisfaz as condigoes:

i) f (o, yo0) existe;

it)  lim  f(x,y) existe;
(z,y)—(z0,30)

iii)  lim  f(z,y) = f (20, %)

(z,y)—(x0,Y0)

=iz se (z,y) #(0,0)

Exemplo 2.21. Vamos verificar se f (x,y) = { ity é continua em

0se (x,y) =(0,0)

(0,0).
Solucao: Devemos verificar se f satisfaz as condigoes da defini¢ao 2.20.
Condicao i) Como f (z,y) = 0 se (x,y) = (0,0) a primeira condi¢ao estd
satisfeita.
Condigao 7i) Vimos no exemplo 2.14 que  lim —"%5 ndo existe. Portanto,
(2.y)—(0,0) " Y

a condicao i7) da definigdo 2.20 nao ¢ satisfeita.

Logo, f (v,y) = { w1 s¢ (2,y) #(0,0)

nao ¢ continua em (0, 0).
0 se (z,y) = (0,0)

al—(y=1)* 0.1
Exemplo 2.22. A fungao definida por f(z,y) = { x2+(8_1)2(se ()x,y)(o#l() >
se (z,y) = (0,

é continua

em (0,1)7
Para ser continua deve ser verificado as trés condicoes:

i) f (0, y0) existe;

it)  lim  f(z,y) existe;
(z,y)—(z0,50)

i)  lim  f(z,y) = f(zo, %)

(I,y)—>(£€0,y0)

i. f(0,1) =0 e portanto existe.

ii. vamos verificar se lim  f(z,y) existe e é igual a zero (se for diferente a funcao
(z,y)—(zo,y0)

nao é continua no ponto)
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-1 (@P==D)H - _
(miﬁ?&UmlHyﬁV‘_(niﬁﬁan w2 +(y—1)? =0

voo . :174—( —1)4 .
111. (w’yl)il%o’l)m = f((), ].)

Portanto, a F'(x,y) é continua no ponto (0, 1)

32y 0.0
Exemplo 2.23. Vamos verificar se f (z,y) = 224y 5€ (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

é continua em
(0,0).

Solugao: Devemos verificar se f satisfaz as condigoes da definicao 2.20.
Condicao i) Como f (x,y) = 0 se (z,y) = (0,0), a primeira condigao estd

satisfeita.

32y

Condigao i7) Vimos no exemplo 2.15 que  lim existe,

2 2
(2,y)—(0,0)%" Y

. , . 2
isto é, lim ;;i% =0
(2,9)—(0,0)*" Y

Condicio #4) Send —0 I; 3%y
ondigao i7i) Sendo f (x,y) e (g;,y)lg%o,o) oy

( )1 0,0 :r?;zj52 = f(0,0). Assim, a terceira concigdo da defini¢ao 2.20 esta
x,y)—(U,

satisfeita.

0 segue que

Portanto, as trés condigoes da definicao 2.20 estao satisfeitas.

33y
Logo, f (z,y) = { e se (2,9) # (0,0)

¢ continua em (0,0).
0se (z,y) = (0,0)

Exercicios

Em cada exercicio verifique se as funges abaixo sao continuas em (0,0) .

_[ e @£ 00
) f( ,y)—{ 0 se (x,y) = (0,0)

13+y3

0 se (z,y) = (0,0)

' se (x,y) # (0,0)

OF (,y) = {

b)f (x,y) =

0 se (z,y) = (0,0)
24 se (x,y) # (0,0)

Df@wy) =9 "7 (z,y) = (0,0)
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2.5. Derivadas Parciais

As técnicas, regras e férmulas desenvolvidas para derivacao de fungoes de uma variavel

sao generalizadas para fungoes de duas ou mais variaveis.

Definigao 2.24. Seja f uma fungao de duas varidveis e (x,y) um ponto no dominio de

f entdo as derivadas parciais 2. (‘T’y) e (‘r’y de f em (x,y) sao dadas por

Of @y) _ . flzt+Axy)— flzy)
Ox Az—0 Ax

ay Ay—0 Ay

f(w,y) ( Y

Exemplo 2.25. Seja f (z,y) = r%y + xy? encontre oy

Solugao: Aplicando a defini¢ao 2.25 vem

of (z,y) lim {&+Azy)—f(zy)
—_ = 1i1m —-———
or Ar—0 Azx
— lim (:r+A:c)2y+(m+Ax)y2f(x2y+my2)
Axz—0 Az
. 12y+2xyAx+y(Ax)2+zy2+y2A:rfz2y7:cy2
= lim
Az—0 Az
— lim 2eyAc+y(Az)?+y2 Ax
Axz—0 Az
~ lim (2xy+yAx+y2)A:c
Axz—0 Az
:Algll 2zy + yAx + y? = 2wy + y?
9
Portanto, fé—”;’y) = 2xy + 12
Analogamente, encontra-se w = lim N
Y Ay—0 Y
0,
Note que para encontrar w
xr

flaytAy+fley) _ 2 4 21y.

basta considerar y como uma constante na

fungado f (z,y) e aplicar as regras de derivagao estudadas na derivacao de fungdes de

z,y)

., af(
uma variavel. Para encontrar 2% oy

Exemplo 2.26. Seja f (z,y) = 32y + 2senzy, encontrar 8f(z’y)

deriva-se em relacao a y mantendo x constante.

e 9wy
oy

Solugao: Tomando y constante no primeiro caso e  no segundo temos
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of (z,y)

.~ = 6xy+ 2ycosxy
e

Of(zy) _ 9.2

oy = 3x* + 2x cos xy

Observagao 4. No caso de f ter mais de duas variaveis sao consideradas constantes
todas a s variaveis em relacao a qual f nao esta sendo derivada.
Exemplo 2.27. Seja f (z,y, z,t) = 32%yz3t? + 2senx?y23t?, encontrar

Af(x,y,2,t)  Of (xy,2,t)  Of (x,y,2,t) e Of (z,y,2,t)
ox ’ oy ’ 0z ot :

Solucao: Tomando constante todas as varidaveis em relacao a qual f nao

estd sendo derivada temos

—af(%f:’z’t) = 6ay23t? + 4ayz3t? cos 22y 23t2
78“%’?;“’” = 3222312 + 2222342 cos 22y 2312
—af(xa’Z’z7t) = 922y 22 + 622y2t? cos a2y 232
—8f(ma’lt”z’t) = 622y23t + 4ayz3t cos 22y 23t

Interpretacao Geomeétrica das derivadas parciais

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como uma inclinagao. Consid-
eramos a secgao da superficie z = f(z,y) pelo plano vertical y = y, . Neste plano a

curva z = f(z,y,) tem uma tangente com inclinagdo em f,(x,,y,) em x,.

Seja f (z,y) uma fungao de duas varidveis. Seja y = vy,. Entdo, f(x,y,)
descreve uma curva sobre a superficie S. Marcamos um ponto P (z,y,) sobre a curva

f (z,y,)e tracemos uma reta tangente a curva no ponto P (z,y,) com coeficiente angular

% = tga, ou seja % é o coeficiente angular da reta tangente

a curva f(z,y,) no ponto P (z,y,) (veja a figura 2.10). Analogamente, —8fg;’y) é o

m = tga. Entao,

coeficiente angular da reta tangente a curva f (z,,y) no ponto P (z,,y), conforme ilustra

a figura 77.
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1 Eixo vertical no
planoy = y,

z=[f(x,y)
Acurva z =[x, yy)

no plano y = y,

F.eta tangente

(xo + Ay ¥g)

Eixo horizontal no plano ¥ = y,

Figura 2.10:

2.6. Derivada de uma Funcao Composta

Antes de discutir a derivada de uma funcao composta vamos falar sobre fungao composta
de duas variaveis.

Consideremos as fungoes ¢(x,y) = 2%y +y e ¥ (x,y) = x + y>. Podemos
definir uma fungao F (¢, 1)) por F (¢, ) = 2¢* + 3¢p. Escrevendo F em fungao de z e y

temos:

F(¢,1) = 2¢° + 34

F((z,y),¢ (2,9)) =2[0(@y)]" +3 [ ()]
= 2%y +y° + 3 [z + ¢
=2 [z + 22%y% + y?] + 37 + 3y?
= 22%y? + 42%y% + 2y + 3z + 3y?
= 20%y? + 42%y® + 52 + 3o

80



o

Fixo vertical no
plano x = x,

Reta tangente

P Yoo [(Xgr ¥o))

z = f(x,y)
I,D Fﬂ
I/
(I[}' J"g]

(Xge Yo+ K) \\
Acurva z =f{x, ¥y
no plano x = x,

Fixo honizontal no
plano x = x,

Figura 2.11:

Por exemplo,

F(6(1,2),1(1,2) =2(1)" (2 +4(1)* (2)* +5(2)* + 3 (1) = 47.

Como
o(z,y) =2y +ye(x,y) =z +y°
segue que
#(1,2) = (1)*2+2=4
€
P(1,2) =1+2%=5.
Logo,

F(6(1,2),1(1,2)) = F(4,5) = 2(4)* + 3(5) = 4T.
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: . OF(zy) . OF(x, <
Nosso interesse é encontrar (gz Y ¢ a(:; v A funcio

F(¢(z,y), ¢ (z,y)) = 22*y* + 42°y* + 5y + 3

pode ser escrita como uma funcao (z,y). Isto é,

F (x,y) = 22*y? + 42%y* + 5y + 32

e, nesse caso, temos

OF
7(:1;’ y) = 823y* + 8xy® + 3
ox
¢ OF
—a(z’ y) = 42ty + 82y + 10y

Como podemos observar, obter as derivadas parciais através desse processo
nao é muito animador. Isso é motivacao suficiente para estudar a regra da cadeia. Se
tivermos uma funcdo composta f (¢ (x)) sabemos que [f (g ()] = f (g (z)) ¢ (z). A
mesma teoria é aplicada para encontrar a derivada parcial de uma funcao composta de

varias variaveis.

Seja z (x,y) = F (¢(x,y), ¥ (2,y)) entao

0:(z,y) _ OF (6,4) 96 | OF (6.4) 00
Ox op  Ox oY Ox

0z(x,y) _ OF(9,4)0¢  OF (¢ ¢)0¢
oy op 0y oYy Jy

Exemplo 2.28. Consideremos as fungoes

o(z,y) =2’y +y

V(y) =z +y°

Podemos definir uma fungao F (¢, ) por

2 (2,y) = F(¢,9) = 20" + 3¢

, o 0
e depois encontrar Z2&¥) ¢ 22&y)
oz oy
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Solugao: Inicialmente, determinamos as derivadas parciais das fungdes ¢(z, y),
¥ (z,y) e F(¢,1) Temos, entao:

16) y 0 )
ng’/’) = 44, Flo) _ 3, 8(}5 =2xy e o 1

gi =22+1 % =2y
Substituindo em
0:(v,y) _ OF (6,6)00  OF (6,1)
ox op Oz oY Ox

0:(1,y) _ OF (6,6)00 _OF (6,1) 0
oy 9 Oy oy By

vem

0z (z,y) 4¢8¢ L3
ox

=4(x y+y) (2zy) +3(1)
= 823y% + 8xy? + 3

e
Oz(xy) 0 0P
o 4gz5 +38y
=4(w y+y)(w’ +1)+3(2y)

= 4a'y + 8z%y + 10y

Exemplo 2.29. Determine 2 e 4€ 5y £ da funcao F(z,y) = In ¢/(z* + 22y + y3) + (2zy + 322)

solugao: Podemos rescrever a F(z,y) como:

F(f,9) =In(f + g)3

onde

flz,y) = 2" + 22y + °

9(z,y) = 2zy + 32

usando a regra da cadeia, temos:

=In /(24 + 2zy + y3) + (22y + 322)
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OF 6x + 4y + 423
Or  20xy + 1522 + 5a4 + by

OF  10Fdf OFdg
9~ 5orar T ag o0
1.1 9of 1 0dg
= 5 vg0r  Trgor
1 1(42® + 2y) + (2y + 62)
= 3l 24 + 3 + day + 32
6z + 4y + 423
20zy + 1522 + bzt + 5y3

]

Exemplo 2.30. Variacao dos valores de uma fungao ao longo de uma hélice. Encontre

Cfi—lt” sew =xy+ 2z, x =cost, y =sint e z = t.Qual é o valor da derivada em t = 07

Solucgao:

o ouds  dwdy v
dt Ox dt  Oydt 0z dt
= y(—sint) + x(cost) + 1(1)

= sint(—sint) + (cost)(cost) + 1
= —sin?t+cos’t+1=1+cos2t

d
Logoem ¢t = 0 temos d_zf =1+ cos(2.0) =2

Exercicios

Escreva as fungoes abaixo na forma de funcoes composta e encontre as derivadas parciais

em relacao a x e y.

2
a) z = Inv/x2e2v + z2e~2 b) z=1In [(6”92) + 22 + y}

) z =r?cos®t + 2r2sent cost + r2sen’t d) z = \/x + 2 + (22~ 2)°

2.7. Derivadas de Funcoes Implicitas

Seja y uma funcao de z definida pela equagao F (z,y) = 0. Por exemplo, 22 +y*—9 =0
ouz?P + 232 +ay+a+y—9=0. A equacio 22 + 3> — 9 = 0 pode ser expressa

explicitamente em funcao de x ou de y. Porém, nao podemos fazer o mesmo com a
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equagao x%y® + 23y + vy + x +y — 9 = 0. Também, fazendo F (z,y) = 2% + y> — 9

. y dx = 2,3
facilmente encontramos 4 © g, © Tesmo nao ocorre se fizermos F'(z,y) = x*y° +
T Y
23y + 2y + 2+ 1y — 9. Nosso interesse estd em encontrar uma forma de determinar com

. . y dx
rapidez as derivadas — e —.
dr  dy

Inicialmente, vamos resover o problema usando o conhecimento adquirido em

Célculo I. Vamos derivar y implicitamente em relacao a x na equagao
2Py eyt r+y—9=0.

Temos

(22y° + 32%y?y’) + (32%y* + 22°yy) + (y +ay) + 1 +y =0
ou
(Ba?y*y +22°yy' + 2y’ + ) + 2wy’ + 32%y* +y +1) =0
Br*y?y + 2%y +x+ 1)y = — 2uy® +32%° +y + 1)

;20 3%ty + ]

32y + 203y +a+1
ou
3 2,2

@__ 20y° + 37y  +y+ 1
dr  3x2y2y+ 213y +x + 1

(1)

Sendo F (z,y) = 2%y + 23y + 2y + x + y — 9 obtemos as derivadas parciais
de F' dadas por

or
ﬂ =2zy° + 3%y  +y+ 1
ox
‘ oF
%y) =327y + 20%y + o + L.
Y

Observando estes resultados e comparando com ( I ), podemos podemos

escrever a formula

OF (z,y)
dy ___ Oz
dx OF (z,y)
dy
sempre que F (x,y), OF (x.y) e OF (x.y) forem continuas em (z,y) € D e OF (v,y) +#
ox dy y

0.
Se F' for uma funcao com mais de duas variaveis, usando o mesmo procedi-

mento determinam-se as derivadas parciais.
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0
Exemplo 2.31. Dada a funcao implicita x* + y? + 2> — 9 = 0, encontrar g

dy
ox’ Oz

Solugao: Escrevemos F (z,y,2) = 2% +3* + 22 — 9, entdo teremos

OF (z,y,2)

ox

OF (x,y, 2)

dy

= 2z

=2z

Agora, substituindo convenientemente na férmula acima vem:

0z

o

Oy

o

ox

0z

OF (z,y,2)

ox

COF (x,y,2)

0z

OF (z,y,2)

ox

COF (z,y,2)

dy

OF (x,y,2)

0z

© OF (z,y,2)

ox

2x
2z

2x
2y

2z
2z

T
90— (@2 +y7)

X

z

2.8. Derivada parcial como taxa de variacao

ox

eg.

0
Suponhamos que f é uma fungao de duas varidveis. Entao, a derivada parcial 6’_f (0, Yo)
x

dé a razao instantanea de variagdo de f no ponto P (xg,yo) por unidade de variagao de

x. Isto é a taxa de variagao de f por unidade de = no ponto P (g, yo).

Analogamente,

dy

Exemplo 2.32. Suponhamos que um volume de gas em certo recipiente seja

(x0,Y0) dé a taxa de variagao de f por unidade de y.

V = 100cm?, a temperatura seja T = 90°C' e a constante de proporcionalidade k = 8.

a) encontrar a taxa de variagao instantanea da pressao P por unidade de T';

b) encontrar a taxa de variagao instantanea de V' por unidade de P.

Solucao: De acordo com a lei do géas ideal para um gés comprimido vale a
relagao PV = kT.
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Na questao a) do exercicio estamos interessados na taxa de variagdo in-
stantanea da pressao P por unidade de T', de modo que devemos escrever P em func¢ao
de T e V. Isto é,

kT

P(T)V)=—

( ) ) V

A taxa de variagao instantanea da pressao P por unidade de T é dada pela derivada
parcial
P(T
%T’V) = é no ponto P (90°,100)

Asssim,

oP(90°,100) 8
oT 100 0,08

Na questao b) do exercicio estamos interessados na taxa de variagdo in-
stantanea de V' por unidade de P, de modo que devemos escrever V em funcao de T e

P. Isto é,

T
vrp) =1

A taxa de variagao instantanea da pressao P por unidade de T' é dada pela derivada
parcial

ov (T, P kT

% = —pzho ponto P (90°, P)

Para determinar P usamos a relacao

PV = kT
e obtemos
P= —90(8) =172
100
Portanto,

OV(90.72) _ 8(90) _ 4 aeo
or (127 T

Exemplo 2.33. A altura de um cone circular é de 100cm e decresce a razao de 10cm/s.
O raio da base é de 50cm e cresce a razao de 5cm/s. Destermine a velocidade da variagao

do volume.

Solucao:

Primeiro vamos escrever o volume do cone em funcao do tempo:



dv._ovdr ovdh
dt — Or dt  Oh dt

v _ 27”%(@) 4 W_ﬂ%
dt 3 ‘dt 3 dt

dV— 2m50.100 5) + 7(50)2
dt 3 3

(—10)

dV 500007 250007 250007

dt 3 3 3

2.9. Diferencias Parciais e Totais

Para entender o significado das diferenciais parciais e total vamos examinar os exemplos.

Exemplo 2.34. Consideremos um retangulo de lados x e y. Entao a area desse retangulo

é A(x,y) = xy.

Considere a figura 2.12

y+dy

X x+dx

Figura 2.12:

Se ao lado = for dado um acréscimo infinitesimal dz a drea do novo retangulo

sera
A(x+dx,y) = (x+dx)y
A'(x+dz,y) = vy + ydx
A (x +dx,y) = A(z,y) + ydx
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Az +dz,y) — A(z,y) = ydx

A variacao infinitesimal parcial

da area sera

dA, = ydx. Veja na figura 2.12.

A A
Sendo m = y podemos escrever dA, = mdm
Ox Ox
: : : . 0A (z,y)
Analogamente, a diferencial parcial em relagao a y é dada por dA, = a—ydy.

Se aos lados x e y forem dados acréscimos infinitesimais dz e dy a area do
novo retangulo serd

A (z+dx,y + dy) = (z + dx) (y + dy)

A (z + dx,y + dy) = xy + ydx + xdy + dxdy

A (z+dx,y +dy) = A(x,y) + ydz + xzdy + dzdy

A (z+dx,y) — A(x,y) = ydx + xdy + dxdy

A estimativa da variacao total dA, da area sera

dA = ydx + xdy + dxdy. Veja na figura 2.12

Sendo 04(z,y) =1y, 0A(,y) =z e o produto dos

ox dy

infinitesimais dx e dy é desprezivel, isto é dxdy ~ 0

A (z,y) A (z,y)
ox dr + Jy

podemos escrever dA = dy.

Exemplo 2.35. Consideremos um paralelepipedo de lados x, y e z. Entao o volume

deste paralelepipedo sera dado por V (z,y,2) = zyz.
Desenvolvendo um raciocinio andlogo ao do exemplo anterior obtemos
Vi(x+dx,y,z) = (x+dx)yz
V' (x+dx,y, 2z) = xyz + yzdx

V' (z+dz,y,z) =V (x,y,2) = yzdz

ou dV, = yzdr donde vem
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oV (x,y, 2)

dV, = dx
or oV oV
Analogamente, obtemos dV, = Mdm, av, = Mdy e
ox dy
av. = V@2,

z
Se aos lados x e y forem dados acréscimos infinitesimais dz e dy o volume

do novo paralelepipedo sera

V' (x +dr,y +dy,z) = (x + dx) (y + dy) 2

V' (x + dx,y + dy, 2) = zyz + yzdx + zrzdy + zdzdy

V' (x +de,y +dy,z) =V (2,y, 2) + yzdx + xzdy + zdxdy

AVyy = yzdzr + xzdy + zdxdy

O produto zdxdy tende a zero. Logo, é desprezivel e, portanto, a estimativa
da variacao infinitesimal parcial do volume do paralelepipedo apds dado um acréscimo

aos lados z e y serd dada por

oV (z,y, z)dx N oV (z,y, z)

AV, =
v ox dy

dy

Finalmente, se aos lados x, y e z forem dados acréscimos infinitesimais dz,

dy e dz o volume do novo paralelepipedo serda

V' (x+dx,y +dy,z + dz) = (x + dz) (y + dy) (2 + dz)

V' (x +dx,y + dy, z) = (zvy + ydz + zdy + dady) (z + dz)
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V' (x +dx,y + dy, z) = zyz + yzdr + v2dy + 2dxdy + vydz + ydrdz + xdydz + dedydz

V' (x +dx,y + dy, 2)—V (2,9, 2) = yzde+xzdy+zdedy+xydz+ydrdz+xdydz+drdydz

dV = yzdx + xzdy + zdxdy + rydz + ydxdz + xdydz 4+ drdydz

Nas figuras, a seguir, podemos ver, primeiro o parelelepipedo resultante dos
acréscimos atribuidos a cada uma das variaveis e na sequéncias cada um dos volumes

resultantes que compoe o DV,

dz

dx

Volumes resultantes em virtude dos acréscimos sao vistos na figura abaixo
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dz

d

dx Y

dz .
y
X
dx
7
Z Z
y
dx
X y = dy
dz
X dy

Os produtos zdzdy, ydxdz, xdydz e dxdydz tendem a zero. Logo, a soma
zdxdy + ydrxdz + xdydz + dxdydz é desprezivel e, portanto, a estimativa da

variacao infinitesimal total do volume do paralelepipedo apds dado um acréscimo aos

lados z, y e z serd dada por

AV = yzdx + xzdy + rydz

oV (z,y, Z)dx+ oV (z,y, Z)dy—i— oV (z,y,2)

v = ox dy 0z

dz

Geralmente, escreve-se

A% oV oV
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Seja f (x,y, z) uma fungao entao a diferencial total de f é dada por

_0f 4 90, 9
df = axdaﬁL aydy—l— é)Zolz

A diferencial total de uma funcao da uma estimativa da variacao da funcao

quando dados acréscimos as variaveis independentes.

Exemplo 2.36. Uma lata de metal fechada, na forma de um cilindro circular reto que
possui altura interna igual a 6¢cm, raio interno 2cm e espessura 0,1cm. Usando diferencial
total faca uma estimativa da quantidade de material necessario para fabricacao dessa

lata em cm?®.

Solugao: O volume exato de metal para fabricagao da lata é a diferenca
entre o volume interno e o volume total da lata. Sejam h a altura interna, H a altura
total o raio interno e R o raio total. Entao, teremos h = 6em, H = 6+2(0,1) = 6, 2cm,

r=2cme R=240,1=21cm. Seja v o volume interno e V' o volume total. Temos,

entao
Volume Interno Volume total
v ="1r’h V =7R*H
v=m(2)%6 V=7(21)%6,2
v = 24mem? V = 27,342rcm?
Portanto
AV =V —wv

AV = 3, 342rem?

Porém, a estimativa do volume de material necessario para fabricar a lata,

obtida através da diferencial total é:

ov ov
dV = ——dr + —dh
dV = 2nrhdr + mr2dh
dV =21 (2) (6) (0.1) + 7 (2)* (0.2) = 3. 2wem?.

Note que a estimativa é dV menor do que AV, pois

AV = 7(r +dr)? (h+ dh) — 7r?h
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Figura 2.13:

AV = nr2dh + 2rrdrh + 2nrdrdh + 7 (dr)? h + 7 (dr)? dh

ov

B Jv 2 2
AV = %dh + Edr + 2mrdrdh + m (dr)” h + m (dr)” dh

Em funcao de ter sido desprezada a combinagao

2rrdrdh 4 m (dr)® h 4 7 (dr)® dh tem-se dV < AV.

Exemplo 2.37. Usando diferencial, determine a variagao do volume, do recipiente (ver

figura 7?7 ) quando a altura aumenta de 3% e o raio decresce de 1%.

Solucgao:

V="i+V

Onde V; = cilindro e V, =Cone

dados do Cilindro: R=4e h =2;dR = fT% = —0.04; dh = 21—30 =0.06 —

V = 1Rk
dados do Cone: R=4e H="5,dR =% —0.04;dH = 0.15 — V, = =&

100 3
Portanto a diferencial de volume ¢é igual a
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AV +dvV;, = lg—;cm + g—‘gdhl + {%d]% + %dH
— [2rRhdR + nR2dh] + [27T3Rh dR + %Rth]
(274 4 2 % (—0, 04) + 716(0, 06)] + [ (0, 04) + %16(0, 15)]
= [—0,647 + 0,967] + [_15))67T + 2’;”] = 0,321 + Ofw >~ (), 597

Exemplo 2.38. Vamos considerar uma caixa com tampa, de forma cilindrica, com
dimensées: r = 2cm e h =5 cm. O custo do material usado em sua confec¢ao é de R$
0,81 por cm?.Se as dimensoes sofrerem um acréscimo de 10% no raio e 2% na altura,

pergunta-se:

a. Qual o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa?

b) Qual o valor exato do acréscimo no custo da caixa?

Solucgao
Podemos escrever a fungao custo como C(r, h) = 0.81(2nrh + 27r?)

2 a 4rea da base ou tampa.

onde 27rh representa a area lateral da caixa e 7r

Quando o raio de base sofre um acréscimo de 10%, passa de 2 para 2,2 cm,
portanto Ar = 0,2

Quando a altura sofre um acréscimo de 2%, passa de 5em para 5, lem,
portanto, Ah =0, 1

Vamos usar a diferencial para encontrar o valor aproximado do acréscimo do

custo. Portanto, temos:

oC oC
dC' = Wdr + %dh

dC = 0,81(2rh + 47r)dr + 0,81.27rdh

dC = 0,81(275 + 472)0.2 + 0,81.272.0,1 = 10, 17

Portanto, o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa quando as
dimensoes sao modificadas é de R$10,17, ou um acréscimo de 14, 28%.

Para saber o valor exato do acréscimo no custo da caixa, temos que calcular:
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AC = (C(2,2;5,1) — C(2,5)
AC = 0.81(272,2.5,1 + 2m(2,2)%) — 0.81(272.5 + 212%) & 10, 47

Assim, o valor exato é de R$10, 47, ou um acréscimo de 14, 7%. Observamos, assim, que

o erro do célculo aproximado foi de 0,42%.

Exemplo 2.39. Uma caixa em forma de paralelepipedo tem dimensoes internas iguais
a 6cm, 8cm e 12cm. Sendo a espessura das paredes 0,2cm, do fundo 0,3cm e da tampa
0,1cm, fazer uma estimativa aproximada em cm® da quantidade de material necessério

a ser usado na confeccao da caixa.

Solucao: Vamos usar a diferencial total para fazer a estimativa solicitada.
Sejam x = 6, y = 8 e z = 12. Como a espessura das paredes é 0,2cm tem-se dx = dy =
2(0,2) = 0,4 e sendo a espessura do fundo 0,3 e da tampa 0,1 tem-se dz = 0,3+0,1 =
0,4. Como V' = zyz segue que

A% A% oV

= yzdr + xvzdy + vydz

— 8(12)0,4 +6(12)0,4 + 6 (8) 0, 4
= 86, 4cm?

Portanto, uma estimativa da quantidade de material necessario a ser usado

na confeccao da caixa é dV = 86, 4cm3.
2.10. Derivadas Parciais de Ordem Superior

x
dessas derivadas parciais pode ser novamente derivadas em relacao a x e a y.

Seja z = f (z,y) que possui derivadas parciais s e 20 também derivaveis. Cada uma

Notacoes
o (0f 2f ‘ ‘ )
e — | —— | = = ¢ a segunda derivada parcial de f em relacao a z;
Ox \ Ox 0xz?
3
° (% (8%3 (%)) = % é a terceira derivada parcial de f em relacao

a x;
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o (0f 2f . . o
o — (=)= ¢ a segunda derivada parcial de f primeiro em em
Jy \ Ox Oyox

relacao a x e depois em relacao a y;

2
° g g = of ¢é a segunda derivada parcial de f primeiro
Oxr \ Oy 0y

em relacao a y e depois em relacao a x;

3
. (% ((% (%)) = g—y‘é ¢ a terceira derivada parcial de f em relacao a y;

No caso da funcao f ter mais de duas varidveis a notagao segue a mesma

légica. Por exemplo, se temos f (z,y, z,t) tem-se

o (0 (0 (Of o' .
* % <& (8_y <%)>> = Dt0:0u0n representa a quarta derivada de f,

primeiro em relagao a x depois em relagao a y e assim sucessivamente.

84
Exemplo 2.40. Seja f (z,y, z,t) = 23y*25t? encontrar Wgzat
- of o? 03 o
Solugao: Encontramos —f / / e / nessa ordem:

Ox’ 0xdy’ 0xdydz ~ Oxdydz0t’

° % (z,y, 2,t) = 32%y*2°t?

. % (z,y, 2, 1) = 12023212

° (9583353,2 (z,y, z,t) = 6022y 21>

° % (z,y, 2,t) = 1202%y° 2*¢.

Exemplo 2.41. A equacao % + giyé‘ = 0 é conhecida como a equagao de Laplace em
Rs.Mostre que a fungao
u(x,y) = e*seny + € cos x
satisfaz a equacao.
solugao:
Seja u = e”siny + €Y cos x temos as seguintes derivadas parciais:
9u — (cosx) e’ + (cosy) e

oy
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Pu _ (cosz)e? — (siny) e”

r =
% = (siny)e® — (sinx) e’
% = (siny)e® — (cosx)e?
g—z = (cosz)e’ + (cosy)e”
% = (cosz)e’ — (siny)e”

. . ~ 2 2
Vamos verificar se satisfaz a equagao % + g—?j; =0

% + gi;; = (siny) e” — (cosx) e’ + (cosx) e’ — (siny) e* = 0 (cqd)

Exercicios

1. Seja f (z,y, 2) = 23y*2® + wsenyz encontre todas as derivadas parciais de f até a

terceira ordem.

2. Seja f(x,y) = €”lny encontre todas as derivadas parciais de f até a segunda

ordem.

3. Use a lei do gas comprimido PV = kT com k = 10 para encontrar a taxa de
variacao instantanea da temperatura no instante em que o volume do gds é 120cm?
e estd sob uma pressao de 8din/cm?, a taxa de crescimento é 2cm3/s, a pressao
decresce a taxa de 0,1din/cm?. Sugestao: escreva P, V e T em fungao do tempo
t.

2.11. Extremos de uma Funcao de duas Variaveis

Seja f uma fungao de duas varidveis. Dizemos que f tem um maximo relativo no ponto
(a,b) se existir um bola aberta de centro (a,b) e raio r > 0 tal que para todo (z,y)
pertencente & bola tem-se f (x,y) < f (a,b). Por outro lado se f (z,y) > f (a,b) tal que

para todo (z,y) pertencente dizemos que f tem um ponto de minimo relativo no ponto
(a,b).

Definigao 2.42. Os valores maximos e minimos de f sao denominados pontos extremos
de f.

Teorema 2.43. A condi¢ao necessdria para que um ponto (a, b) seja um ponto extremo
Of (a,b) 9f(a,b)
.e
Ox dy

do dominio de f.

de f é que sejam nulas, ou nao existam ou (a, b) pertenca a fronteira
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Ponto Critico

~ . .. af (a,b
Definigao 2.44. Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Se %.e
x
0 b
% sdo nulas ou nao existirem entao (a,b) é denominado ponto critico de f.
Y

Ponto de Maximo e de Minimo

Teorema 2.45. Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Suponhamos que
ﬁ g Pf O*f 0*f . 0 f
ox’ Oy’ 0x2’ Oy2’ Oxdy  Oydx

(a,b). Suponhamos que (a,b) seja um ponto critico e sejam ainda:

existem e sdo continuas na bola aberta de centro

0 f 0*f
| gaen G
P70ty L (a,n)
Oxdy oy2
© 2
0= (a)
entao se:

i) A>0e© <0 afungdo f tem um mdximo relativo em (a,b);
ii) A>0e© >0 afungao f tem um minimo relativo relativo em (a,b);
iii) A = 0 nada podemos afirmar;

iv) A < 0 a fungao f tem um ponto de sela em (a,b).

Exemplo 2.46. Encontre os pontos criticos da fun¢ao f(xz,y) = 4ry—x*—2y? classificando-

0S.

1. Vamos encontrar os pontos criticos:
9 )
Alw) — 4y — 423 = 0

ofwy) g;m =4r—4y=0

dr —4y =0
S sr—22=0=z(1-2%)=0
4y —42° =0

r=0,r==1
Logo os pontos criticos sao:

P(0,0) Q(1,1) e R(—1,-1)
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2. Vamos analisar o delta

9zdy  0a2
A(x,y) = 482 — 16
A(0,0) =
A(1,1) =
A(—1,-1) =32
3. Vamos analisar o valor de % = h(z,y) = —1222
h(0,0) = 0
h(1,1) = —12

4. Conclusoes
A(0,0) <0 portanto o ponto (0,0) é de sela
A(1,1) > 0 e ££ < 0 portanto o ponto (1,1) é ponto de maximo
A(=1,-1)>0e g < 0 portanto o ponto (—1,—1) é ponto de maximo

Logo os pontos (1,1) e (—1,1) s@o pontos de maximos e o ponto (0,0) é

um ponto de sela.

Exemplo 2.47. Determine as dimensoes de uma caixa retangular sem tampa destinada
ao acondicionamento de 108cm? de volume se queremos usar a minima quantidade em

material para sua confecgao.

Solugao: Sejam x o comprimento da base, y a largura da base, 2z a altura,

S a superficie e V' o volume da caixa. Entao podemos escrever o sistema

S(x,y,z) = xy + 2z2 + 2yz

V (mﬂ% Z) = XYz donde z = K
Ty

A funcao S(z,y, z) pode ser escrita como uma func¢ao de duas varidveis, se z

for substituido por —. Desse modo temos
Ty

2V 2V
S(r,y) =y + — + —
Y x
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Aplicando o teorema 2.43, vamos determinar os pontos criticos.

Inicialmente, pelo teorema 2.43 devemos resolver o sistema de equagoes

of

g para determinar os pontos criticos.
L (z,y) =0

2y (z,y)

Temos entao,

donde

implica em
yr? —2V =0
{ xy? =2V =0

donde vem y2? = 2y?, ou seja v = y. Portanto, 2V = z3.

Sendo V' = 108, segue que z = /2(108) = 6, y = 6.

(a,b) = (6,6) é ponto critico da funcao S(z,y) = xy + % + 2L

T

Na sequéncia determinaremos os valores de

0*f 0*f
| ot g co=L1 0
= 2 4 = —=(a,b).
Lar) SLn) o
. 0xdy Oy?
emos,
f 4V Of . 4(108)
] (x,y) = = donde vem 9z (6,6) G 2
0*f 0*f
9205 (r,y) =1 donde vem 900y (6,6) =1
0?f 0*f
y0n (x,y) =1 donde vem y0n (6,6) =1
92 f AV 82 f 4(108)
B (x,y) = 7 donde vem a2 (6,6) = G 2
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Portanto,

2 1

Como A =3>0e 0O =2>0, pelo teorema 2.45, item ii) f tem um minimo
relativo no ponto (6,6). Logo, as dimensoes da base da caixa sdo = 6em e y = 6em.
108
Send = — = —=23.
endo que z = —- segue que z = ©)

Portanto, as dimensodes da caixa, para que o custo de fabricacao seja minimo,

sao x = 6cm e y = 6¢cm e z = 3cm

Exemplo 2.48. Um fabricante faz 2 modelos de um item, padrao e de luxo. Custa R$
40,00 para fabricar um modelo padrao e R$ 60,00 o de luxo. Uma firma de pesquisa
de mercado estima que se o modelo padrao for vendido por x reais e o de luxo por y
reais, entao o fabricante venderd 500(y — x) do item padrao e 45000+ 500(z —2y) do de

luxo a cada ano. Com que pregos os itens devem ser vendidos para maximizar o lucro?

Solucgao:

A Funcao lucro é dado por :

L(z,y) = 500(y — z)(z — 40) + (45000 + 500(z — 2y))(y — 60)

Para encontrar os pontos criticos devemos fazer

OL(x,y) OeaaLCuy)

= =0
ox dy
e portanto temos:
M = 1000y — 1000x — 10000 = 0
ox
L
Q—é%%gz::1000x——2000y+—85000::0
Resolvendo este sistema temos:
1000y — 10002 — 10000 = 0 —1000x + 1000y = 10000 xr =65
— :

10002 — 2000y + 85000 = 0 1000z — 2000y = —85000 y="75

Ponto Critico (65, 75)

Vamos analisar se este ponto critico ¢ um ponto de méximo

0*L(,y)
— 2 Jd
e 000
O*L(z,y)
e 1L
" 000
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O*L(x,y)

= 1000
0zxdy
O L(x,y)
—== =1000
Oyox
—1000 1000
A — =10°>0
1000 —2000
¢ O?L(z,y)
T,y

Portanto o ponto P(65,75) é um ponto de méximo.

Logo o item padrao serd vendido por R$ 65,00 e o de luxo por R$75, 00.
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2.12. Exercicios Gerais

1. Usando a definicao mostre que:

lim 3x+2y)=8 b lim 2z — 4y) = —10
(z,9)—(2,1) ( v) ) (z,y)—(1,3) ( v)

. . 2.2 .
2. verifique se 0 lim % +Zz existe.
(z,y)—(0,0)

3. Em cada fungao verifique se f é continua

—A se (x, 0,0 =y o (o
f<x7y) — x2+y2 ( y) 7é ( ) b) (LU, y) — { Tty ( 7y) % (0, 0)
0, se (x,y) = (0,0) —(0,0)

A)f (.y) = { wriye s (2,9) # (0,0)

_ s se (z,y) # (0,0)
f(z,y) { 0 se (2.4) = (0.0)

0 se (x,y)=(0,0)

4. Mostre que z = sen? + In(£) ¢ solucdo da equacao diferencial y& 5+ % = =0
5. Usando a regra da cadeia (funcdes compostas) encontre 2 e gz
a) f(2,y) = 25 ¥a b) f(2,y) = wi¥a
o)f (x,y) =In /(2% +y?) + (20 + y22?)
6. Se 1 ostre e82u+82u+82u 0
. Se u = ———— mostre qu = 0.
Ve T2 " 92 T 922
7. Sendo z = f(u) com u = z + ay?® prove que £ 2ay =0
0? 0?
8. Se z = In (22 + y*) mostre que a—; + a—; = 0.

9. Um pintor cobra R$12,00 por m? para pintar as 4 paredes e o teto de uma sala.
Se as medidas do teto sao 12m e 15m e altura 30m, com um erro de até 0,05m
em todas as dimensbes. Aproxime o erro, usando a diferencial, na estimativa do

custo do trabalho, a partir dessas medidas.

10. A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = V?fwatts. Se V =
120 volts e R = 12 ohms, calcular através da diferencial um valor aproximado para

a variacao de energia quando V' decresce de 0,001V e R aumenta de 0,020hms.

11. Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha conica,
Num dado instante, o raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm . Obter uma

aproximacao da variagao do volume, se o raio varia para 12,5 cm e a altura para
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

7,8 cm. Comparar o resultado com a variagao obtido com a variagao exata do

volume.

A areia é derramada num monte conico na velocidade de 4m? por minuto. Num
dado instante, o monte tem 6m de diametro e 5 m de altura. Qual a taxa de
aumento da altura nesse instante, se o diametro aumenta na velocidade de 2cm

por minuto?R ~ 0,39

A capidade vital V dos pulmoes é o maior volume de ar que pode ser exalado apds
uma inalacao de ar. Para um individuo do sexo masculino com x anos de idade e y
cm de altura, V pode ser aproximada pela féormula V = 27,63y — 0.112zy.Calcule

e interprete (a)2% (b)%—‘;

A resisténcia R, em ohms, de um circuito é dada por R = % onde [ é a corrente

em amperes e F/ é a forga eletromoriz em volts. Num instante, quando £ = 120V

e I = 15A, F aumenta numa de velocidade 0,1V/s e I diminui a velocidade de
1

0,05A4/s. Encontre a taxa de variacao instantanea de R. Res = 55

Um funil conico de dimensoes h = 4 m e r = 3 m sera construido para auxiliar
o armazenamento de graos. Sabendo que o material utilizado na construcao desse
funil custa R$ 150,00 por m?. Usando diferencial, responda qual serd o acréscimo

de custo na construcao desse funil se aumentarmos seu raio em 5% e sual altura

3%.

Uma caixa em forma de paralelepipedo tem dimensoes internas iguais a 7cm, 8cm
e 13cm. Sendo a espessura das paredes 0,2cm, do fundo 0,3cm e da tampa 0,1cm,
fazer uma estimativa aproximada em cm?® da quantidade de material necessério a

ser usado na confec¢ao da caixa.

Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepipedo para estocar
270m? de combustivel, gastando a menor quantidade de material em sua con-
strucao. Supondo que todas as paredes serao feitas com o mesmo material e terao

a mesma espessura, determinar as dimensoes do tanque.

Uma caixa retangular tem volume 20cm3. O material usado nas laterais custa

R$ 1,00 por metro quadrado, o material usado o fundo custa R$ 2,00 por metro
quadrado e o material usado na tampa custa R$ 3,00 por metro quadrado. Quais

as dimensoes da caixa para que o custo de confe¢ao seja minimo?R = (2,2, 5)
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sejam A(0,0), B(4,0) e C(3,3) os vértices de um triangulo. Encontre o ponto
P (z,y) tal que a soma dos quadrados das distancias do ponto P aos vértices seja

a menor possivel.

Determine as dimensoes relativas de uma caixa retangular sem tampa destinada

ao acondicionamento de o maximo possivel de volume.

Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 128cm? de
volume. Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado
para a tampa e para o fundo da caixa, determinar as dimensoes da caixa que

minimizam o custo.

Determinada empresa produz 2 produtos cujas quantidades sao indicadas por = e
y. Tais produtos sao oferecidos ao mercado consumidor a pregos unitarios p; e
po, respectivamente, que dependem de x e ¥y, conforme equacgoes p; = 120 — 2z e
p2 = 200 — y O custo total da empresa para produzir e vender quantidades x e y
dos produtos é dado por C = 22 + 2y? + 2zy.Admitindo que toda a producao seja

absorvida pelo mercado, determine a produgao que maximiza o lucro.R = (10, 30)

Uma loja vende dois tipos de casacos A e B. O casaco A custa $ 40,00 e O casaco
B custa $ 50,00. Seja sendo x o preco de venda do casaco A e y o preco de venda
do casaco B. O total de vendas feito pela loja foi (3200 — 50z + 25y) para o casaco
A e (25x — 2by) para o casaco B. Encontre os valores de = e y para que o lucro

seja maximo.R = (84, 89)

Uma loja vende dois tipos de produtos A e B. O produto tipo A custa $ 50,00 e
o produto tipo B custa $ 60,00. Seja sendo x o preco de venda do produto tipo
A e y o prego de venda do produto tipo B. O total de vendas feito pela loja foi
(—250x + 250y) para o produto tipo A e 32000 + 250 (x — 2y) para o produto B .

Encontre os valores de x e y para que o lucro seja maximo.R = (89, 94)

Alguns correios exigem que o perimetro da face superior de um pacote mais o
comprimento da altura nao exceda 84 cm, para que possa ser enviado. Determinar
as dimensoes do pacote retangular de maior volume que pode ser enviado. R =
(14,14, 28)
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3. INTEGRAIS MULTIPLAS

Integrais duplas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1. Encontrar o valor de uma integral dupla;
2. Interpretar geometricamente uma integral dupla;
3. Dada uma regiao delimitada por funcoes, encontrar os limitantes que

permitem calcular o valor da integral dupla;

4. Calcular integrais duplas em coordenadas polares;

D. Resolver exercicios usando o Maple

Integrais triplas: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1 Encontrar o valor de uma integral tripla;

2 Interpretar geométrica e fisicamente uma integral tripla;

3. Calcular integrais triplas em coordenadas retangulares;

4 Calcular integrais triplas em coordenadas cilindricas;

) Calcular integrais triplas em coordenadas esféricas;

6. Mudar os limitantes de uma integral em coordenadas retangulares para
cilindricas e de cilindricas para retangulares;

7. Mudar os limitantes de uma integral em coordenadas retangulares para
esféricas e de esféricas para retangulares;

8. Calcular a area de uma superficie;

9. Fazer a maquete de uma figura delimitada por superficies e encontrar
seu volume.

10. Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-
tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O
modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

3.1. Introducao

No estudo das funcoes de varias variaveis, ao calcularmos derivadas parciais escolhiamos
uma das varidaves independentes para derivar f em relacao a ela e admitiamos que as

demais eram constantes. O mesmo procedimento sera adotado para integracao multipla.
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Antes de estudarmos a integracao multipla propriamente dita vamos ver alguns exemp-

los.
Exemplo 3.1. Encontrar a primitiva da funcao f (x,y) = 122%y3 em relagao a .

Solugao: Como foi dito, vamos admitir y como constante e integrar em

relagao a x. Portanto,
/12:c2y3d:c =423y + O

Porém, nesse caso, a constante C' é uma funcao de y. Pode ser por exemplo,

C (y) = ay® + by? + cy + 3 e uma das primitivas de f (z,y) = 122%y3 serd

F(z,y) = 42°y" + ay® + by® + cy + 3

Note que

IF (z,y)

= 122%5.
ox vy

Exemplo 3.2. Encontrar a primitiva da funcao f (x,y) = 122%y3 em relagao a y.

Solucao: Agora vamos admitir  como constante e integrar em relacao a .

Portanto,
/ 120%3dy = 32%y* + K

Nesse caso, a constante K é uma funcao de x. Pode ser por exemplo,
K (x) = ax® + bz® + cx + 3 e uma outra primitiva de f (z,y) = 122%y® serd

F (z,y) = 32%y* + az® + ba?® + cx + 3. Note que

OF (z,y)

= 122%5.
Jy vy

Exemplo 3.3. Encontrar o valor da expressao f;“ 24xydy.

Solucao: Aplicando o teorema fundamental do calculo vem:
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fj“ 24zydy = 12zy?|>H
=12z (x +1)* — 12z (2)°
= 1223 + 2422 + 120 — 1223
= 2422 + 122

Como podemos observar fj“ 24xydy é uma funcao de x.
Isto 6, F (z) = [“*' 24zydy donde F (z) = 242° + 12

Exemplo 3.4. Encontrar o valor numérico de ff F (z) dx sendo
F(z)= f;“ 24xydy.

Solucao: No exemplo anterior vimos que

r+1
F(x) = / 24xydy = 242% + 127

Portanto, aplicando do teorema fundamental do célculo vem

f2 F(x)dx = fx:2 (242% + 122) dx

= (éc;" +627) |7
=8(2)° +6(2)" - (8(1)* +6(1)°)
=74

Os exemplo 3.3 e 3.4 podem ser escritos como segue:

/12F(a:) dr = /12 (/;H 24mydy) i

ou

2 2 z+1
/ F(z)dx = / / 24xydydz
1 1 T

Dessa forma, obtemos um exemplo de integral dupla. Note que a varidvel
dependente é a primeira a ser integrada e a varidvel independente a ltima. O processo

de solucao ¢ dado abaixo:
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S 2awydyde = [F ([0 240ydy ) do
= [ (12232=+1) dx
= [?(242® + 127) dx
= (823 + 62%) |2
=74

Vejamos outro exemplo.

Exemplo 3.5. Encontrar o valor da integral f04 f;x 3V16 — x2dydz.

Solucao: Aplicando o teorema fundamental do cdlculo primeiro integrando

em relagao a y e depois em relacao a x.

4 3x
/ / 3V 16 — 22dydx
0 T
4
= / (3\/ 16 — ny) 3% da
0
4
= / <3\/ 16 — (L’Q) (3x —x)dx
0
4
= / 6xV16 — x2dx
0

= —2y/(16 - )"

= —24/(16 — 42)° — <—2 (16 — 02)3) — 128
Portanto, o valor da integral f04 fjm 316 — x2dydx = 128

Exercicios

Nos problemas abaixo calcule a integral dupla
a) fol f;“l rydydr D) fol f;yH xy’dxdy

c) f04 fol re™dydx d) f02 flzz ye™dxdy

e) Jo ny2 sentdrdy  f) Oln2f0y zyPe v dudy
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Figura 3.1:

3.2. Interpretacao Geométrica da Integral Dupla

A definicao de integral dupla comporta uma interpretacao geométrica andloga a definigao
de integral definida simples, associando-a ao problema de cédlculo de volume (ver figura
3.1 ) da mesma forma que a integral definida é associada ao cdlculo de rea. Assim,
definicao formal da integral dupla envolve a soma de muitas areas elementares, isto é,
diferenciais de area , ou seja, , com a finalidade de obter-se uma quantidade total apds
esta operacao. Assim, pode usar-se a integral para resolver problemas concernentes a

volumes e a 4reas.

Ao tentar resolver-se “o problema do volume” , sabe-se que se trata area da
base vezes a altura é tal que para cada drea elementar o valor de fica univocamente
definido.

Consideremos uma funcdo z = f (z,y) > 0, definida numa regiao R do plano
xy. Nossa intensao é estimar o volume aproximado do sélido delimitado por z = f (z,y)
acima do plano z = 0 e pelo cilindro definido pela curva fechada que delimita a regiao
R. Para tanto, subdividimos R em n—subregides tracando linhas paralelas aos planos
coordenados, conforme na figura 3.2 e 3.3.Assim, a integral serd o volume obtido pela

soma de uma infinidade de volumes das colunas infinitesimais inscritas em forma de
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paralelepipedos, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.2:

Figura 3.3:

Entao {Ry, Ry, ..R;...R,}¢ uma parti¢do de R. Seja |P| o comprimento da
maior de todas as diagonais dos R,, subretangulos.
Seja A; a area da subregiao R; Para cada i escolhenos um ponto (z;,y;) € R;.

O produto V; = f (x;,y;) A; é o volume do i— ésimo paralelepipedo de area A; e altura
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f (zi,y;). Como h& n— subdivisoes, ha n—paralelepipedos. Assim, o volume aproximado

do sélido delimitado superiormente por f (x,y) e inferiormente pela regiao R é dado por

Vo= Ef(ﬂ%yi)A

A integral dupla de uma funcao f definida numa regiao R é dada por

/ f(z,y) dmdy— hmV = lim Zf(:z:i,yl-)A
-1

\P\HO

Observagao 5. Se f (x,y) =1 entao [[f(z,y)dxdy = [[dzdy é, geometricamente, a
R R

area da regiao R.

3.3. Calculo da Integral Dupla

Saber reconhecer o dominio de integracgao ou regiao de integragao é fundamental para o
calculo das integrais duplas. Outro ponto importante é o reconhecimento das curvas que
delimitam a regiao de integracao. Muitas vezes é conveniente ter essas curvas escritas
em funcao de z, isto é, y = f () e outras vezes é conveniente ter z como funcao de y,
isto é = f(y). Essa conveniéncia é devido ao maior ou menor trabalho exigido no

processo do célculo do valor numérico. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.6. Calcular o valor da integral [[24zydxdy sendo R a regiao delimitada
R
pelas curvas y = % e y = \/x.

Solugao: Primeiro vamos fazer o grafico da regiao e a tabela de limites dessa

regiao.

Ho L
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Curvas funcoes

curva a esquerda | x =0

curva a direita =1

. f . _ 2
curva inferior y==x
curva superior y =z

Agora podemos efetuar os caculos. A curvas a esquerda e a direita sao os
limites que integram o primeiro simbolo de integracao e as curvas inferior e superior o

segundo. Assim,

[ [ 24xydzdy :fmfl Y=VE 9y dyda

z=0 Jy=z2
= [ 120y d
= [l [(\/5)2 — (22)?] dz
= fj:ol (122% — 122°) dx
= (12 — 20%) 2}

=2

O calculo da integral no exemplo 3.6 foi feito tomando x como variavel inde-
pendente.

Vamos calcular a mesma integral tomando y como variavel independente.

Exemplo 3.7. Calcular o valor da integral [[24zydxdy sendo R a regiao delimitada
R

pelas curvas © = y* e x = /I

Solucao: Primeiro vamos fazer o grafico da regiao e a tabela de limites dessa

regiao.
Y10
0.5
Curvas funcoes
0.0 + } + } + | N
00 05 10 15 curva a esquerda |y =0
curva a direita y=1
curva inferior = 1?
curva superior =,y

Agora podemos efetuar os caculos. A curvas a esquerda e a direita sao os
limites do primeiro simbolo de integracao e as curvas inferior e superior do segundo.

Assim,
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L vy
/ / 24zxydrdy = / / 24xydzdy
R 0 Jy2?

1
= / 12yx2|;/2§dy
0

= (49 —2°) |15 = 2

Como podemos observar, o valor numérico é o mesmo nos dois casos.
Muitas vezes a regiao de integragao nao ¢ delimitada apenas por quatro cur-
vas. Nesse caso, a escolha da variavel independente adequada pode diminuir o trabalho

duante o processo de integracao. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.8. Encontrar o valor da integral / / dxdy sendo R a regiao delimitada
R
pelas curvas y = x?(internamente), y = 6 —x e y = 1.

a) Tomando x como variavel independente.

b) Tomando y como varidvel independente.

Solugao: Primeiro vamos fazer o gréfico da regiao (ver figura 3.4) e a tabela

de limites dessa regiao.

Os pontos de intersegao das curvas sao: (—3,9) e (2,4) para as curvas y = 12,
y=6—xe(—1,1)e (1,1) para as curvas y = 2% e y = 1.

a) Tomamdo = como varidvel independente. Vemos que a regiao de integragao
deve ser subdividida em trés sub-regioes para que o calculo possa ser efetivado. Portanto,

a tabela de limites é dada por

Tabela de limites referente a regiao R
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> L

Figura 3.4: 4rea delimitada

Limites R R, Rs

curva a esquerda | x = —3 r=—1 r=1
curva a direita r=-1 r=1 xr =2
curva inferior y = x? y=1 y = x?
curva superior y=6—x|ly=6—z|y=6—=

Assim, a integral dupla [ [, dzdy serd dada por :

//acdxdy:// dxdy+// dmdy+// dxdy
R Ry Ry R3
-1 6—x 1 6—x 2 6—x
= / / dydzr + / / dydzr + / / dydzx
—3 Ja2 -1J1 1 Jaz2?
~1 1 2
=/ y\i;xd:c+/ yl‘f‘xder/ yl% v de
-3 -1 1

:/_I(G_x_x2)dx+/l (6—z—1)dx+/12(6—x—x2)dx

3 -1

22 13 39
— 0+ =2 =22
3+ 0+6 5

b) Tomamdo y como variavel independente, os pontos de interse¢ao das curvas
sao: (9,—3) e (4,2) para as curvas * = £,/y, v = 6 —y e (1,—1) e (1,1) para as curvas
r=4,/y ey=1. A representacao grafica da regiao R é dada abaixo.
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Vemos que a regiao de integragao deve ser subdividida em duas sub-regioes

para que o calculo possa ser efetivado. Portanto, a tabela de limites é dada por

Tabela de limites referente a regiao R

Limites R; R,

curva a esquerda |y =1 y=4
curva a direita y=4 Yy =
curva inferior r=—ylr=—-y
curva superior r=\y |x=6—y

Assim, a integral dupla [ [, drdy serd dada por

/ / dxdy = / / dxdy + / / dxdy
R Ry Ra
4 ro=y 9 pb-y
= / / dzxdy + / / dxdy
1 Ja=—yy 4 J-yy

4 9
:/1 x!_fi’/ydy+/4 x| Fdy

Observacao 6. Note que a mudanca da variavel independente diminuiu o trabalho

dispensado ao calculo da integral.
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Exemplo 3.9. Escreva a integral que representa a area da regiao delimitada pelas

curvas v =1y%, y—x=1, y=1le y=—1
a. Tomando x como variavel independente

b. Tomando y como varidvel independente

Solugao: A area delimitada pelas curvas pode ser vista na figura 3.5

‘ el

; L <

Figura 3.5: 4rea delimitada

Inicialmente, vamos encontrar os pontos de intersecao

{1292 P(l,l){ r=y’ Q(l,—l){ y=1tT p o

y=1 y=-1 y=-1

a. tomando x como variavel independente

Tabela de limites referente a regiao R

Limites R; Rs
curva a esquerda |r = —2 z=0
curva a direita z=0 r=1
curva inferior y=-1 |y=+/x
curva superior y=1l4+z|y=1

Ps: Na R, vamos usar a semetria

0 1+x 1 1 8
A:/ / dydx—f—?// dydx = =
—2J-1 o Jyz 3

b. Tomando y como varidvel independente.
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Limites R

curva a esquerda |y = —1
curva a direita y=1
curva inferior r=y—1
curva, superior x =1y

1 y2 8
A= / / drdy = =
R 3

3.4. Integrais Duplas em Coordenada Polares

Frequentemente, a regiao R sobre a qual estd sendo calculada a integral dupla é mais
facilmente descrita por coordenadas polares do que por coordenadas retangulares. Va-
mos descrever o processo para o caculo de integrais duplas em coordenadas polares. Veja

a figura 77

Particao em coordenadas polares

Seja X = {a =0y, a + A0, + 20, + 3A0, ..., 0,, = [} uma partigao do arco
&B. Consideremos as curvas de raio p;_ie p; e a sub-regiao R; de R delimitada pelas
curvas de raio p;,_1, p;, 0;_1 e 0;. A forma de R; é aproximadamente um retangulo de
lados Ap;, ;-1 = pi_1A0; e I; = p;Af;. Podemos admitir que uma aproximacao da
area de R; é dada por A; = Ap;p;Af;. Tomando um ponto (py,, 0, ) no interior de R;
podemos formar um sélido cuja area da base é A; e altura f (py,, 0k, ), de modo que o

volume desse sélido serd dada por
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Assim, o volume sob a superficie f (p, ) serd aproximada pela soma

i=1
Seja |P| a diagonal da maior regidao R; da particao de R. Entao, se |P| — 0

segue que Ap, — 0, A0; — 0, pr, — p, Ok, — 0 e p; — p. Portanto, podemos escrever

V=1mV,= lim Zf(pkl,ﬁk)ApzpzAH ou

|P|—0 |P|—0,;=

_ /j/jf(pﬂ) pdpdd

Observacgao 7. Vimos anteriormente que a particao de uma regiao R por retas paralelas
aos eixos T e y geram sub-regioes retangulares cujos lados sao Ax; e Ay; e area A; =

Ax;Ay;. Pergunta-se: as dareas A; = Ax;Ay; e A; = Ap;p;Ab; sao iguais? E claro
lim Aux;Ay;
AzAy—0
lim  Ap;p; Ab;
Apoo PP
equivaléncia entre a integral dupla em coordenadas retangulares e a integral dupla em

= 1 e isso implica em dxdy = pdpdf. Assim, a

que nao. Porém,

coordenadas polares é dada por

/:2 /:2f($,y)dxdy=/j/plmf(p,g)pdpdg

Exemplo 3.10. Escreva a integral, em coordenadas polares, que calcula a area som-
breada 3.6

Solugao:
circulo 1: 22 + y? = 4 (em cartesianas) p = 2 (em polar)
circulo2: (x —2)? +y* =4 (em cartesianas) p =4cosf (em polar)

a interseccao dos dois: cosf = % —0=3
3 4cosf
A= / / pdpdf
0o J2

Exemplo 3.11. Encontre a drea delimitada pelas curvas p = 2 e p = 4senf exterior a

A 4rea é

em coordenadas polares

curva p = 2.

Solugao: O gréfico dessas curvas é dada pela figura 3.7
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Figura 3.6: area sombreada

Figura 3.7: 4rea delimitada

Agora, o primeiro passo é encontrar os pontos de intersegao das curvas. Por-

tanto, igualando as equacoes temos

4senf = 2

—1
senf = 5

assim obtemos

T — 5w
9—60u9— 5

A tabela de limites é dada por
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Limites Ry

arco inferior | a =%
arco superior | f = %“
raio menor p=2

raio maior p = 4senf

A area da regiao é dada por

5T
_6 f4sen0 pdpd@

2
2 ﬁ|4sen9d9

e
[T
?@'U@b

(4senf)?
0”2 g

(8sen?6 — 2) df
(8(1 cos 26) )d@

2
(4 —4cos20 —2)do
57
__osen20\ |6
20 — 22120) | ¢

2 (%’r) — 236712%’7 — (2 (%) — 236712%))

([
g T Sy
°|>: ®|>: c’|>a

e
3

I

(=]

[l
Wl —~ —~

N
_l’_

)
&

3.5. Exercicios Gerais

1. Nos items a e b, faga o grafico, a tabela de limites e escrva a integral que permite
calcular a area da regiao R delimitada pelas curvas primeiro tomando x como

variavel independente e apds tomando y como varidvel independente.

1. Sendo R a regiéo delimitada pelas curvas y =22 — 1,y =1 — 2, y = %”” +12
ey =12 -5

4z

2. Sendo R a regiao delimitada pelas curvas y = =3 + %, y=-2-wz,y=%5-2

__ 16 4z

2. Nos problemas a seguir faca o grafico e use coordenadas polares para carcular as

integrais
1. [ [\/14 — 2?2 — y2dzdy sendo R a regido dada por 4 < a? + y* < 9.
R
2. ff\/lél — 22 — y2dxdy sendo R a regido dada por 22 +y? < 4,z >0ey > 0.

3. % [ g e dyda
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4 f‘2 y=—V4—x? dydx
- J0 Jy=0 4+\/W

D. ff—( - 2)3da:dy sendo R dada por 4 < 22 + 42 < 9.
a?+y
R
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4. INTEGRAIS TRIPLAS

4.1. Introducao

As integrais triplas, aplicadas sobre sélidos no espaco zyz, sao definidas segundo uma
analogia com a definicao das integrais duplas aplicadas sobre uma regiao do plano
xy. Nao é nosso objetivo discutir os pormenores da definicao pois estes fazem parte do

contetdo de um texto de calculo avancado. Vamos esbocar apenas as idéias principais.

Definicao 4.1. Seja um sélido S no espaco tridimensional, por exemplo, um paralelepipedo,
um elipsoide, uma esfera etc, e f : S — R uma funcao de trés variaveis definida sobre

cada ponto de (x,y, z) € S definimos integral tripla (se existir) como sendo

///f (x,y, 2) dedydz

4.2. Interpretacao geométrica da integral tripla

Para fixar as idéias vamos supor que o sélido .S é um paralelepipedo. Uma particao desse
paralelepipedo é obtida seccionando-o com n—planos paralelos aos eixos coordenados,

conforme ilustra a figura 4.1

NI

|
LYV

Figura 4.1:

O fracionamento de S obtido pela particao é um conjunto de sub-parelelepipedos

chamados células da partigao. Suponhamos que uma i—célula tenha dimensoes Azx;, Ay;

e Az;, Entao, o volume dessa i—célula é V; = Ax;Ay;Ax;. Seja (xf,yr, zF) um ponto
qualquer da i—célula e seja f : S — R a fungao densidade em cada ponto de S, entao
uma estimativa da massa da i—célula é m; = f (xf,y’, 2F) Ax;Ay;Az; e, desse modo

uma estimativa da massa do sélido S serd
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n

=1

Seja |N| a célula de maior diametro da parti¢ado de S entdo a massa m do

solido S sera dada por

m = lim m, = lim Zf (xf,yf, 2]) Az Ay A
i=1

|[N|—0 |N|—0

ou

m = ///f (x,y, 2) dedydz

Observagao 8. Se f (r,y,z) = 1 entdo a massam e o volume V do sélido tem o mesmo

valor numérico. Portanto, o volume do solido em termos de integrais triplas é dado por

V:/Z/dxdydz

4.3. Calculo da integral tripla em coordenadas retangulares

Seja S um solido no espago delimitado pelas curvas x = a, z = b, y = y1(x) e y = ya(2)
e pelas superficies z = f(x,y) e z = g(x,y) em que f(z,y) < g(x,y) para todo par
(x,y)conforme tabela de limites abaixo sobre a qual desejamos encontrar a integral
tripla com respeito a fungao f (x,y, z) definida em todos os pontos de S. Entao podemos

enunciar as seguintes tabelas de limites

Tabela de limites
Curvas equagoes

Curva a esquerda |z =a

Curva a direita r=1b
Curva inferior y=1(2)
Curva superior y = ya(x)

Superficie inferior | z = f(x,y)

Superficie superior | z = g(z,y)

Assim, a integral tripa tem forma

b pya(z)  pg(zy)
///f (z,y,2) dedydz = / / / f(z,y,2) dzdydx
e a Jyi(z) Jf(zy)
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Exemplo 4.2. Determine o volume do sélido delimitado pelos planos z =0,y =0,z =

Dey+5+5=2

Solucao: vamos fazer um esboco do sélido, conforme figura 4.2

’
i
:
g
i
:
11
’
:
[
g
:
:
g
3
g
]
i
'
[

Figura 4.2: volume delimitado

Agora, vamos escolher o plano xy (ver figura 4.3) para fazer a projegao

(poderia ser outro)

Limites Ry
a esquerda x=0
a direita r=4
curva inf y=20
curva sup y=2-—3
sup inf z=0

supsup  z=4(2-35 —y)



Figura 4.3: projecao no plano xy

4 oz .
- / / 2 o dyde
o Jo
4 g2z
= / / 8 — 2z — 4y)dydx
o Jo

4
o_z
= /(Sy—%y—??f) lo 7 dv
0

I
O\
S
1
[\
)
VR
N | —
8
|
[\
N———
|
S
)
|
[\
/T\
8
|
DO
N—
no
+
—_
(@)
| E— |
I

32

logo, o volume V' = =

u.v

Exemplo 4.3. Calcular o volume do sélido delimitado pela intersecao dos cilindros

22+ 22 =9ey?+ 22 =9 no I octante.

Solucao: Vamos fazer o desenho do sélido e escolher um dos planos coorde-

nados para a projecao.
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volume delimitado
Como o solido faz parte do I octante, temos os planos 2 =0,y =0 e z=0

delimitando o sélido.

Limites R1
a esquerda =0
a direita r=3
curva inf y=20
curva sup y = 9 — a2
sup inf z2=0

sup sup 2z =+v9— 22

V9—z2? V9—z2?
V = // / dzdydx

V9—22
= / V9 — x2dydx
o Jo
_ /yﬂ/f_xz Vi

= /03(9 — %) dx

3
= 9r— = [3=27-9=18
3

Logo o volume do sélido é V' = 18uwv
Exemplo 4.4. Encontrar o volume do sélido delimitado pelas superficies z = 9 — 22,
z=5—y,y=0ey=>5.

Solugao: O primeiro passo é determinar as curvas que limitam a regiao de

z2=9—2?

integracao sobre o plano xy. Para isso resolvemos o sistema de equacoes
z2=5—y
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Igualando as duas equacoes obtemos a pardbola y = 22 — 4. Desse modo, no plano zy, a
regiao de integracao ¢ delimitada pelas curvas y = 22> — 4, y = 0 e y = 5. Para diminuir
o trabalho no processo de integragao é conveniente tomar y como variavel independente.

Desse modo a tabela de limites é dada por ( Veja o gréfico ?7)

Tabela de limites

Curvas equacoes

Curva a esquerda |y =0

Curva a direita Y=
Curva inferior r=—\y+4
Curva superior r=+\y+4

Superficie inferior | z=5—1y

Superficie superior | z =9 — x

o
R,
i

A
Sy

A
i

FF.;F
=:.1'JIJ' Ifﬁ‘l,

/
N

O volume ¢ dado por:
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\/_ 2
fo I \%T f dzdxdy

= fo f\/ijT mzdmdy

= Jo S (9 —a? = (5 —y)) dady

fo fvy+ —x2+y)dxdy
Como a superficie é simétrica em relagao ao eixo y podemos escrever
_ 5 \/y+4 2
=27/ —z* 4 y)dzdy
—2f0 <4x— —+yw> VIt dy
=2/ <4\/yT ) ) +y\/yT>
=2 (% (y+4) + %y\/(y+4)) dy

3 5 3

=2 (VD) +£ (VT D) - 8 (viF D)l

=25 (V)" + 3 (V9)' - (=5
=2[-3(27) + £ (243) — (-&(8)
= 1088 — 112. 53uv

Exemplo 4.5. Faca a tabela de limites e escreva a integral que permite calcular a massa
do sélido delimitado pelas superficies 22 +y—16 =0, v +y—4=0,y=2x+13 ,2 =0
e z = 10 sendo a densidade d (z,y, z) = zyz

Vamos inicialmente identificar as superficies:
(22 + y — 16 = 0 cilindro parabdlico

x+ 1y —4 =0 plano

y =2z + 13 plano

z = 0 plano

z = 10 plano
Agora vamos fazer uma projecao no plano zy, conforme figura 4.4
LImites R1 R2
a esquerda r=-3 r=1
a direita r=1 r=4

curva inf y=4—xr y=4—=x
curvasup y=2r+13 y =16 — 22
sup inf z=0 z2=0
sup sup z=10 z =10
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Figura 4.4: projecao no plano xy

logo a massa é dada por

M =my +mgy
1 p2z+13  ,2z=10 4 py=16—22 ,2=10
M:/ / / xyzdzdydx—i—/ / / xyzdzdydx
-3 Jy=4—z Jz=0 1 y=4—zx 2=0

4.4. Integrais triplas em coordenadas cilindricas

Uma integral tripla pode ser convertida em coordenadas cilindricas seguindo o processo
descrito a seguir.

Sejam 6, e 0; tais que 0 < 01 — 6y < 27 e suponhamos que p; e ps sao fungoes
continuas de 6 tais que 0 < p; (0) < po (0) seja verdadeiro para todos os valores 6 tais
que 0 € [01,05]. Sejam f (p,0) e g (p,0) fungbes continuas tais que f (p,0) < g (p,0) seja
verdadeiro para todo valor de p com 6 € [0;,05] e todo py (0) < ps (#). Seja S o sélido
contituido por todos os pontos cujas coordenadas cilindricas satisfacam as condigoes
0o < 01, p1(0) < p2(0) e f(p,0) <g(p,0). Entdo temos a tabela de limites

Tabela de limites

Curvas equagoes
Arco inferior 0,

Arco superior 65

Curva inferior p1(0)
Curva superior p2 ()
Superficie inferior |z = f (p,0)
Superficie superior | z = g (p, 0)

E a integral tripla

b pry2(z)  ro(zy)
/ / / f (2,9, 2) dedydz
Qa Y1 (CC) f(:c,y)
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I >

Figura 4.5:

¢é escrita em coordenadas cilindricas como segue

g(:r,y 02
/ / / (x,y, 2) dzdydx —/ / / f(p,0,2) pdzdpdd
f(p,9)

Exemplo 4.6. Determinar o volume do sélido delimitado superiormente pelo paraboldide
y? + 22 + 1 — 2z = 0 inferiormente pelo plano z = 0 , e lateralmente pelo cilindro
22+ y?—2y=0.

Solugao: Graficamente temos o seguinte sélido (ver figura 4.6)
A projecao no plano zy é a circunferéncia 22 + y? — 2y = 0 que é a circun-

feréncia 22 + (y — 1)? = 1(ver figura ?77)

projecao no plano xy
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SOLIDOD A SER
CALCULADO

Figura 4.6:

O solido esta limitado inferiormente pelo plano z = 0 e superiormente pelo
paraboléide z = y? + 22 + 1
Fazendo a tabela, podemos observar que em coordenadas cilindricas é muito

mais facil resolver esse problema

Tabela de limites em coordenadas retangulares Tabela de limites

em coord. cilindricas
Curvas equagoes Curvas equagoes
Curva a esquerda |z = —1 Arco inferior ;=0
Curva a direita r=1 Arco superior Oy =
Curva inferior y=—1-22+1 Curva inferior p1(0)=0
Curva superior y=—/1-22+1 Curva superior p2 (0) = 2se
Superficie inferior | z =0 Superficie inferior | z =0
Superficie superior | z = y? + 22 + 1 Superficie superior | z = p? + 1

logo o Volume em coordenadas cilindricas é dado por:

T 2sent 14-p2
V= / / / pdzdpdf
0 0 0
™ 2sent )
= / / pz |77 dpdb
0 0

s 2sent
= / / p(1+ p*)dpdd
0 0
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™ 2sent
=/ / (p + p*)dpdf
o Jo
s 2 4
_ p_ p_ 2senf
= /O (2 + 1o )do
:/ (2sen®0df + 4sen*d)do
0

1 — cos 20

R

:/ (1 — cos 26) + 4(

0

:/ (1 —cos20 + 1 — 2cos 26 + cos? 20)df
0

= / (1 —cos20 + 1 — 2cos 20)dl +/ cos® 26)df
0

0

=920 — do

3sen20 m _‘_/7r 1+ cos40
2 00 2

0  sendf
=2+ (5+—5— o)

T 5%
—9 L_2z
7T—|—2 5

Logo o volume desse sélido é V = %’ru.v

Exemplo 4.7. Represente graficamente o sélido cujo volume é dado pela integral:

27 2 4—p? cos? 6
/ / / pdzdpdf
0 0 0

Tabela de limites em coord. cilindricas
Curvas equagoes

Arco inferior 0, =0

Arco superior Oy = 27

Curva inferior p1=20

Curva superior po =2

Superficie inferior | z =0

Superficie superior | z = 4 — p? cos? 0
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Considerando os arcos inferior e superior concluimos que a base do sélido
estd projetada sobre todos os quadrantes, pois temos 0 < 6 < 27. Como 0 0 < p < 2
o raio varia fixamente, portanto, lateralmente temos um cilindro centrado na origem
2% 4 9% = 4. Inferiormente temos z = 0 e superiormente o cilindro parabdlico z = 4 — 22
(observe que p?cos? 6 = %)

Portanto, temos o sélido, conforme ilustra a figura 4.7

4_
\
3 W\
_ N
.
J H \
4B
H '\\\
ESNN
S
SN
EEN
SN
SN
| N
RN
7 SSS
SR
= 2
ES
¥
Figura 4.7: volume delimitado
Exemplo 4.8. Escreva em coordenadas retangulares a integral

3 2cos 6 9—p?
/ / / p2dzdpdf.
0 0 0

Solucao: Para melhor compreensao, primeiro devemos identificar a repre-

sentacao geométrica do sélido. Vamos estudar a tabela de limites

Tabela de limites em coord. cilindricas
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Curvas equagoes

Arco inferior 0, =

' _ =
Arco superior Oy = 5
Curva inferior p1=0
Curva superior po = 2cosf

Superficie inferior | z =

Superficie superior | z =9 — p

Considerando os arcos inferior e superior concluimos que a base do sélido
estd projetada sobre o primeiro quadrante, pois temos 0 < 6 < 7. Agora vamos escrever
a curva p = 2cosf em coordenadas retangulares. Sabemos que z = pcosf, de modo

que cosf = %, e que p? = 22 + 2. Assim,

p=2cosf donde vem
p=2 <%) ou
p? =2
2 +y? =2 ou
24y —22=0 ou

(z=1)"+y?=1

Vemos que em coordenadas retangulares a projecao do sélido sobre o plano
xy é delimitada pela circunferéncia de equagao (x — 1)2 + 12 = 1. Desse modo, a tabela

de limites, em coordenadas retangulares é dada por:

Tabela de limites em coordenadas retangulares

Curvas equacoes

Curva a esquerda | x =10

Curva a direita T =2

Curva inferior y=20

Curva superior Yy =+2x — 22

Superficie inferior |z =0

Superficie superior | z = 9 — (22 + y?)

Também devemos escrever de forma adequada a expressao p?dzdpdf. Como
drdydz = pdzdpdf temos

p*dzdpdd = p (pdzdpdf) = /22 + y2dxdydz.
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Assim, a integral

3 2 cos 0 9—p?
/ / / p*dzdpdf
0 0 0

serd dada por:

3 2cos 0 9—p? 2 V2r—2Z  p9—a2—y?
/ / / p*dzdpdf = / / V2 + y2dzdydz.
o Jo 0 o Jo 0

4.5. Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

As integrais triplas podem ser convertidas para coordenadas esféricas de acordo com o
processo descrito a seguir (veja a figura 4.8)

Sejam 0y, 01, ¢o, ¢1, po € p1 tais que 0 < 01 — 0y <27 e 0 < pg < pr.

il

Figura 4.8: coordenadas esféricas

Suponhamos que o sélido S seja constituido por todos os pontos cujas coor-

denadas esféricas (p, 0, ¢) tais que
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Lembrando que o ponto P (z,y,z), em coordenadas esféricas é dado por
P(p,0,¢) em que x = pcosBsend, y = psenfseng, z = pcos ¢ e p* = a2 + y* + 22.

Considerando os acréscimos atribuidos a cada varidvel obtemos os pontos:

P(p,0,9)
Q(p, 0,9+ do)
R(p,0+db, o)

T (p+ pd, 0+ db, o)

Também, podemos observar um paralelepipedo infinitesimal curvilineo com

dimensoes }WL {@| e |P_Q| cujo volume aproximado é
v = [PT| [2R|[73)

E f4cil ver que }ﬁ| ¢ a variagao do raio p entre os pontos P e T e, portanto
}ﬁ| = dp.
Como P e () pertencem ao circulo de raio ‘ﬁ| = ‘@| = p e o arco 166\2

subentende um angulo correspondente a variagao de ¢ segue que
!P_Q} = pdo.

Como @ e R pertencem ao circulo de raio {W| em que }W{ ¢ lado oposto
do trangulo O@U e @ = ¢ obtemos

}W| = ‘@‘ seng = pseng

e, desse modo obtemos
|@} = psenodl

Portanto,

av = |[PT||QR|[PQ]

= dp (pd¢) (psen¢dd)
psengdpdpdd
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Lembrando que em coordenadas retangulares tem-se dV = dzdydz e, por-
tanto, a equivaléncia

dedydz = p*senddpdpdd

Seja f (z,y,z) uma fungao definida em todos os pontos do sélido S e cada
ponto P (z,y,z) pode ser escrito em coordenadas esféricas f (p, 0, ¢). Entdo podemos

escrever

T1 YL L2 02 pd2  rp2
[ rewsdsyas= [ [ 7 .0.0)psencapaods
o Jyo =20 01 1 Jp1

Exemplo 4.9. Mostre, usando coordenadas esféricas, que o volume de uma esfera de

473

raior é V = 3

Vamos utilizar uma esfera centrada na origem de raio r : 2% + y? + 22 = r?

Portanto, a projecao no plano xy ¢ uma circunferéncia x%+y* = r? e portanto
00<0#<2mreo 0<op<m.

Vo= 27T [ g sin gdpdpdd = AnR?

Exercise ¢ao.1. Escreva em coordenadas retangulares e apos use coordenadas esféricas

para determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies 2> = x® + 12, 22 =

322 4+ 3y? e 2% + y? + 22 = 4 nos pontos em que z é positivo.

Solucao: Primeiro vamos interpretar cada superficie. A equacao 22 = x%+1?
representa o cone inferior na figura abaixo, a equacao z? = 322 + 3y? representa o cone

superior e a equacao x2 + y? + 22 = 4 representa a esfera. O problema pede para
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Figura 4.9: volume delimitado

determinar o volume do sélido dentro da esfera entre os dois cones. Veja a figura 4.9 no
primeiro octante.

Vamos determinar as curvas de intersecao e projetadas sobre o plano zy.
22 = g2 4 g2 e{ 22 = 322 4 3y

temos,

Resolvemos os sistemas de equagoes {

em ambos os casos, substituindo z? da primeira equacao na segunda equacao

4yt +yi=4 e 2>+ +322+ 3y =4
212 + 2% =4 4o + 42 =4
2?2 +y? =2 2y =1

O volume do sélido serd dado pela diferenga entre o volume do sélido delim-

2

itado pela esfera 22 + ¢ + 22 = 4 e 0 cone 22 = 22 + 2 e o volume do sélido delimitado

pela esfera 22 = 22 + y? e o cone 22 = 322 + 3y%. As tabelas de limtes sdo:

Tabela de limites para os sélidos

Curvas um - equagoes dois - equacoes

Curva a esquerda |z = —/2 rz=-—1

Curva a direita r =42 r=1

Curva inferior y=—2—22 y=—1—22

Curva superior y=+2—a12 y=+1—2a2
Y A v 2

Superficie superior | z = /4 — (22 +4?) 2z =/4 — (22 +?)

Superficie inferior
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Portanto, o volume sera dado por

$2 —I—y $2 +y
/ / / dzdydx — / / / dzdydx
V2—u2? z2 +y —/1—22 3x2 +3y

Como podemos perceber a resolugao da integral é trabalhosa. Vamos escreve-
la em coordenadas esféricas.

E facil ver que o arco f varia de zero a 2w. Vamos determinar a variagao
do arco ¢. O cone de equacdo z? = 22 + y? intercepta o plano zz na da reta z = x.
Sendo o coefiente angular dessa reta tga = 1 segue que a = 7 e assim, também tem-se
¢ = 7. Ja o cone de equagao 2% = 322 + 3y? intercepta o plano zz na da reta z = v/3z.
Sendo o coeficiente angular dessa reta tgo = /3, isto é o = %, entao, segue que ¢ = ¢

Portanto, a tabela de limites do sélido em coordenadas esféricas é dada por:

Tabela de limites em coordenadas esféricas

Curvas equacoes
Arco 6 inferior #, =0
Arco 6 superior 0y =27
Arco ¢ inferior o1=7%
Arco ¢ superior G2 =7
Superficie inferior | p; =0
Superficie superior | py = 2

Assim, o volume sera dado por

2 I 2
= / / / p?sengdpdpdd
o Jz Jo
0=2m =% p3
/ / —|2sengdodl
0 -z 3
0=27 d):% 8
/ / —senododf
0 -z 3

0=2m 8 x
:/ —=cos ¢|zdb
0 3 6

=0
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Exemplo 4.10. Escreva em coordenadas retangulares a integral

3 5 4
4 / / / psengdpdodo.
o Jz Jo

Solucao: O simbolo fog significa que a regiao de integracao estd situada no

primeiro quadrante.

O simbolo [7 indica que o sélido de integragao é delimitado pelos raios cujas
= ? etgy = V3.

6
retas tem coeficientes angulares tg%
E o simbolo f04 indica que o sélido é também delimitado pela esfera de raio

p =4, ou seja 22 + y? + 22 = 16.

V3 V3

Do coeficiente angular tg% @ obtemos as retas z = L2re z = %’y as quais
2

3

z? y :
5 1 % com os planos xz e yz, respectivamente.

pertencem a intersecao do cone z? =
Do coeficiente angular g3 = /3 obtemos as retas z = V3z e 2z = /3y as
quais pertencem a intersecao do cone 2% = 322 + 3y? com os planos zz e yz, respectiva-

mente.

Resolvendo os sistemas de equacoes ) 5 ) e ) ) )
=%+ % 2% =32 + 3y

obtemos as curvas que delimitam a regiao de integragao para o calculo da integral rela-
tiva a parte da esfera que estd localizada dentro de cada um dos cones.

Em ambos os casos, substituindo a segunda equagao na primeira temos

>+’ +22=16 2+ 2+ 22 =16

m2+y2+z—;+y—;:16 322 + 3y + 22 +y?* =16
2

%—k%:lﬁ 4y =4

m2+y2 = 12 dOIlde

donde y=+v4—a?
y=V12 — 12

A integral

2 35 4
4 / / / psengdpdpdd
o Jz Jo
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¢é dada pela diferenca entre a integral calculada sobre o sélido delimitado pelas superficies
2 +1y?+22 =16 e = % + % e o solido delimitado pelas superficies 22 + y? + 22 = 16
e 22 = 322 + 3y%. Como a integral estd multiplicada por quatro significa que devemos

considerar os quatro quadrantes. Assim, a tabela de limites para os sélidos de integracao

¢ dada por
limites sélido I sélido 11
Curva a esquerda | x = —/12 r= -2
Curva a direita r =412 T =2

Curva a inferior y=—v12 — 22 y=—V4—2x?
Curva a superior =12 — 22 y=v4—a?
Superficie inferior | z = \/ f“; + 7432 = /322 + 3y?

Superficie superior | z = /16 — (22 + ¢2) | z = /16 — (22 + 1?)

Também, sabemos que p = /22 + 32 + 22 e dzdydz = p*sengdpdpdf. Como
temos psenodpdpdf devemos fazer a equivaléncia como segue:

psengdpdodld = B) psengdpdodl
P
_ p*sengdpdedd

p
_ p*sengdpdedd

p
dxdydz

2+ y? 4+ 22

Agora podemos escrever a integral

0=2 po=
0=0 Jo==2

6

(E]

p=4
/ psenodpdodd
p=0

¢é escrita em coordenadas retangulares como segue:

I= / / Vi / ViE-G ) dzdydz / / / V16— (22 +y?) dzdydzx
SRACEERATE S vy’ 22 S v S ey 2?4 y? 4 22

3
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4.6. Exercicios Referente ao Trabalho

Trabalho valendo até 2 pontos na nota da terceira prova . Para fazer jus aos dois pontos

devem ser cumpridas as seguintes condigoes:

e Em cada problema construir um artefato que represente geometricamente o sélido

sobre o qual serd determinada a integral;

e Encontrar os limites do sélido de integragao, fazer a tabela, representd-los na

Integral;
e Apresentar a turma o artefato que representa o sélido descrito pelas superficies;

e Apresentar a turma a tabela de limites e a representacao da integral usando car-

tazes e/ou transparéncias (ndo serd permitido o uso do quadro para esse fim);

e Entregar uma copia de todos os exercicios resolvidos.

Observagao 9. O nao cumprimento de um dos itens acima acarreta a perda de um

ponto e o nao cumprimento de dois dos itens acarretara a perda dos dois pontos.

1. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

2. Calcular o volume do sélido delimitado superiomente por z =4 —x —y, x =0,

z:2,y:0,y:ix+%ez:0Resp:%

3. Calcular o volume do tetraedro delimitado pelos planos coordenados e pelo plano

x4+ 4+ z =4 Resp=%

4. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

y=0,y=1—-a2ca®+z2=1ez=0. Resp. 1

5. Calcular o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por z = 4—1?%, y = z,
x =0, 2=0 Resp=4

6. Calcular o volume do sélido , no primeiro octante, delimitado por y+x = 2 e

z =22 + y* Resp=3

7. Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
2 =16 —a% —y*, 2 =0, + 2% = 2\/y? + 2> + 2. Resp. 23"
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Determinar o volume do sélido limitado acima pelo cilindro z = 4—22, lateralmente

pelo cilindro 2% + y? = 4 e inferiormente por z = 0 Resp=127

Determinar o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por 22 +y?> =1 e

2? + 2% = 1.Resp.2

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
y? 4+ 124+ 2 =12 e 32% 4 5y> — 2 = 0. Resp.6v/6.

Determine o volume do sélido do primeiro octante, limitado inferiormente pelo
plano zy, superiormente pelo plano z = y e lateralmente pleo cilindro y?> =z e

pelo plano x =1 Resp:i

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies
z=4—12%e 2z =322+ 1% Resp. 47

Determine o volume da porcio da esfera 22 + y? + 22 = 42 que estd dentro do

1287

cilindro * 4 y? = 4y Resp=12~%

Calcular o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por y = 22, = />
ez+y=2 Resp:%

Determine o volume delimitado pelas superficies 22 +v? = 4 e 422 +4y> + 2% = 64
resp= 3 (64 — 241/3)

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies p = 4cosf, z =0 e
p? =16 — 2% resp=3L

Calcular o volume do sélido delimitado por z = 42 + 9% e 2 = 8 — 4a? — ¢/
Calcular o volume interno a esfera x2 + y? + 22 = 4 e externo ao paraboldide
2+ y? =3z

Encontre o volume acima do plano xy, limitado pelo paraboléide z = 22 + 492 e
pelo cilindro z? + 4y? = 4 Resp=4r

Determine o volume de x = 4%, 2 =2, 2=0e x = 1 resp= %

Determine o volume que estd dentro do cilindro 22 4+ 3? = 1 acima do plano z = 0
e abaixo do cone 2% = 42% + 4y

Encontre o volume delimitado por z?+z%+y? =4, 22—22—y? =0e zQ—I—; — % =0

nos pontos em que z > 0.
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2 2

23. Determine o volume do sélido delimitado pelas superficies z = 2%, z = 8 — 27,

320

y=0ez+y=09. Resp==5
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4.7. Exercicios Gerais

1.

10.

11.

Calcule a [ [.(z 4 3y)dA, sendo D a regido triangular de vértices (0,0),(1,1) e
D
(2,0) resp 2

Calcule L_dA, sendo D a regido do semiplano 2 > 0 interna a cardiéide
fo Vi g p

p =1=cosf e externa a circunferéncia p = 1

Determinar a area delimitada pelas curvas

($2 y? )2 2y ; a’b?
— + %) = —=. resposta = ——
a? b2 c? c?

O centro de uma esfera de raio r esta sobre a superficie de um cilindro reto cuja
base tem raio igual a 5. Encontre a drea da superficie cilindrica que fica no interior

da esfera. Resposta 4r2.

Encontrar a area da porcao da esfera 2 + y? 4+ 2° = 2ay que fica no interior do

paraboléide by = 2% + 22. Resposta 2mab.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

V(2% + %) + a?2% = a?b? e 2° + y* = ax. Resp —Qazb(g”_4).

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

?2+y*+22=8e 22 +y* =2z Resp —4”(8\3{5_7).

Calcular I = [ [ [(2 — 1)dv, sendo T a regiao do espago delimitada pelos planos
T

—144
15

y=0,2=0, y+2z=>5 e pelo cilindro parabdlico z = 4 — 22. Resp
Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

32a3
9

2=0, 22 =22 +9y% e 22 +y* = 2ax. Resp:

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

Z+4+2=12=0,y=0e2=0. Resp%bc.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

2+ +2y=0,2=0,2=4+y
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12.

13.

14.

15.

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

16a3

2?4+ y? = a* e 1° + 2° = a®. Resp 18-

Determinar o volume do sélido delimitado pelas superficies

— _ _ 3
p=4cost, z=0e p? =16 — 2°. Resp .

Encontrar a 4rea da superficie do paraboléide 2 = 4 — 2?2 — y? acima do plano

z=10. Resp @.

Nos itens abaixo escreva em coordenadas retangulares as integrais.
T 3 2
Lo [52[5 f5 /9 — pPpdzdpdd.

2. [T2[% [7\/9— pEsenddpdpds.
3. fog f; f04 4 — p?psengdpdpdo.
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5. SEQUENCIAS e SERIES

Seqiiéncias e séries: Objetivos:

Ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de:

1.

IS

A L

vergencia,

© »®» N>

10
11.
12.

Reconhecer uma seqiiéncia e verificar se:

é convergente ou divergente;

crescente ou decrescente;

Propriedades de uma seqiiéncia;

Definir séries numéricas de termos positivos;

Encontrar a soma de séries;

Identificar as séries especiais: geométrica, harmonica e p;

Verificar se é convergente ou divergente aplicando os critérios de con-

Analisar a convergéncia de séries alternadas e de sinal quaisquer;
Reconhecer séries absolutamente e condicionalmente convergentes;
Reconhecer séries de funcgoes;
Encontrar o raio e o intervalo de convergéncia das séries de poténcias;
Desenvolver fungoes em séries de Taylor e Maclaurin;
Desenvolver funcoes em séries binomiais;

Resolver exercicios usando o Maple.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os obje-

tivos foram atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O

modelo de formulacao das questoes é o modelo adotado na formulacao dos exercicios e

desenvolvimento tedrico desse capitulo, nessa apostila.

5.1. Sequéncias

Introducao

Neste capitulo estudaremos séries infinitas, as quais sao somas que envolvem um nimero

infinito de termos. As séries infinitas desempenham um papel fundamental tanto na

matematica quanto na ciéncia. elas sao usadas, por exemplo, para aproximar funcoes

trigonométricas e logaritmica, para resolver equacoes diferenciais, para efetuar integrais

complicadas, para criar novas funcoes e para construir modelos matematicos de leis

fisicas (Anton, 1999).
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Na linguagem cotidiana, o termo sequéncia significa uma sucessao de coisas
em uma ordem determinada - ordem cronolégica, de tamanho, ou légica, por exemplo.
Em matematica o termo sequéncia ¢é usado comumente para denotar uma sucessao de
nimeros cuja ordem é determinada por uma lei ou funcao.

Estudaremos um tipo especial de fungao definida nos niimeros naturais N =
{1,2,3,4...}, com imagem em R. Isto é, estudaremos a fungao f : N — R quanto

ao limite e suas propriedades quando n — oo. A funcao f : N — R definida por

o n .
fn) =5 7 ¢ um exemplo de seqiiéncia. O conjunto composto pelos pares ordenados

(n, f(n)) é dado por

I={(1, £(1), (2 £2)), (3, F(3)), ccrrrrr (1, F(1)), e }

o 1 2 3 n
I={(1,5),(2,2),(3,5); |

é denominado conjunto dos termos da sequéncia f(n). Geralmente, o conjunto I é
escrito de forma simplificada. Isto é, I é representado pelas imagens de n € N de forma
que a posicao que determinada imagem de f ocupa no conjunto dos termos da seqiiéncia

f(n) é determinada pelo elemento n € N, ou seja,

I =1{F(1), £2), F(3)s oo f(R)s oo S e LI 1.

Podemos observar que o termo 1—51 ¢ imagem de n = 5, pois ocupa a quinta posi¢cao no
conjunto dos termos. O termo f(n) =

_n__

5= ¢ denominado termo geral da seqiiéncia. A
n+1

a g __n
forma usual de representar o termo geral de uma seqiiéncia € a, = 345, ou @, = 35,
ou y, = 3,5 etc. Passaremos agora a definigao formal de seqiiéncia. Nesse caso, temos
o conjunto I = {x1, 9, T3, wceererenn I }.

Definigao 5.1. Sejam N = {1,2,3,4...} o conjunto dos naturais, R a reta real. Denom-

inamos seqiiéncia, a aplica¢ao x, : N — R.

Problema 5.2. Para melhor compreensao vamos supor que o crescimento diario de uma

linhagem de suinos é dada em fungao do crescimento total pela seqiiéncia u, =

onde n corresponde ao nimero de dias de vida do suino e nhn;lo U, o tamanho de um
.

suino adulto. Assim, o conjunto {+, 2 3 4 5 . -5 } representa o tamanho

diario do suino em relacao ao tamanho final.

Graficamente podemos observar a curva de crescimento, cujo limite é repre-

sentado pela assintota y =1
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Como podemos observar a assintota y = 1 representa o limite de crescimento
do suino. Isso significa que podemos levantar questoes como por exemplo, qual o nimero
minimo de dias que o suino deve ficar em tratamento para atingir, pelo menos, 80% de
seu tamanho final?

No grafico abaixo podemos observar uma estimativa em torno de 50 dias

1.0
y i /
0.8
0.6 T
04T
0.2 T4
0.0 ey
0 20 40 60 80 100 120
X

A questao agora é como fazer uma estimativa em termos matematicos? A
resposta sera dada pela definicao de limite de uma seqiiéncia.
Limite de uma Sequéncia

Definicao 5.3. Seja u, uma seqiiéncia, dizemos que o niimero a é limite de u,, quando
n tende para o infinito se dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todon > K

vale a desigualdade |u,, —a| < ¢.
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n

I3 vamos mostrar

Exemplo 5.4. Dada a seqiiéncia u,, : N — R é definida por u,, =

que limu,, = 1.

Demonstragao: Devemos mostrar que dado € > 0 podemos encontrar K >

0 tal que para todo n > K vale a desigualdade |u,, — a|] < . Agora,

_ _ |n—n=13| __ | _13
|un—1|_}nf13_1‘_}nn113 _‘n+13|<€

De modo que podemos escrever % < ¢ donde vem 13 < ne + 13¢ ou

13—-13¢ 13—-13¢
€ €

< n. Consequentemente, podemos tomar K = e a definicao 5.1 estard

satisfeita.

Comparando os dados do problema 5.2 com a definigao 5.3 concluimos que
e = 0,2 representa a diferenca entre o crescimento almejado e o crescimento total dos
suinos. Por outro lado, K é o niimero minimo de dias que os suinos devem permanecer

em tratamento para atingir, pelo menos, 80% de seu crescimento total.

Exemplo 5.5. Determine o niimero minimo de dias que um lote de suinos, cujo cresci-

_n__

n+13
respectivamente, 80%, 90%, 95% do seu tamanho final.

mento é dado pela seqiiéncia u,, = dever permanecer em tratamento para atingir,

Solugao: No exemplo 5.4 concluimos que dado € > 0 podemos tomar K =

13—-13¢
-

Como para 80%, 90%, 95% do tamanho final os valores de ¢ sao respectiva-

mente 0,2, 0,1, e 0,05 temos, respectivamente, o nimero minimo de dias dado por:

CL) K = 13—13e _ 13-13x0.2 _ 59 dias

€ 0.2
b) K = 13—al3a — 13—13*0.1 = 117 dias
C) K = 13;135 — 1375?()];0.05 — 247 dias

Outra conclusao que podemos tirar é que a partir de um determinado tempo,
a variagao do crescimento é muito pequena em relacao a quantidade de racao que o suino
consome. Portanto, o produtor deve estimar o tempo minimo de tratamento em dias
para obter o maximo de lucro.

Voltemos ao estudo das seqiiéncias.
Teorema 5.6. (unicidade)

Seja u,. N — R uma sequéncia em R tal que lim u, existe, entao o limite é
n—od

unico.
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Sequéncias Convergentes

Definicao 5.7. Seja u, uma seqiiéncia. Dizemos que u,, é convergente se, e somente

se, limu,, = a para algum a € R..

Se u,, nao for convergente diremos que u,, é divergente.

A __ 2n43 _ 2n43 __ 2
Exemplo 5.8. A seqiiéncia u, = 7% € convergente, pois nhIEO Up = nlglgo s = 3.
Exemplo 5.9. Determine se a sequéncia u,, = in2 — 1 converge ou diverge
a sequeéncia u, = }1 — 1 diverge, pois hm 0 Uy = lim( ; in?—1)=o00
n—oo

Como o limite de u,, nao existe , a sequéncia diverge. O grafico ?? ilustra a

maneira como esta sequéncia diverge

Subsequéncia

Defini¢ao 5.10. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R. Seja N = {ny,ng,ns, ........ }

um subconjuto de N, entao x, /x : N — R é uma subseqiiéncia em R.

Exemplo 5.11. Seja u, : N — R uma seqiiéncia dada por u, = n—12 Seja N
{1,3,5,7,9,........ } < N. Entao a seqiiéncia un/N : N — R é subseqiiéncia de u,,.

1 1 1

T 9, 16 55 367 49,. .} e os termos da subseqiiéncia sao

Os termos da seqiiéncia sao {1, 1
{1,555, 25 -}

Teorema 5.12. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R tal que lim u,, existe, entao o
n—oo

limite é tnico.
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Demonstragao: Suponhamos que u, : N — R é uma seqiiéncia em R tal
que lim u,, existe e suponhamos que a e b, com a # b, sdo limites dessa seqiiéncia. Entao
dadgzoo> 0 podemos encontrar K; > 0 e Ky > 0 tal que para todo n > K; tenhamos
|un, —a| < § e para todo n > Kjtenhamos |u, —b| < §. Agora seja K = max{Ki, K»}.

Entao podemos escrever, para todo n > K:
o —b| = |a — up +u, — |
ja = b = |=(n — @) + (un = )| < Jun —al + Jun — | <5+ 5 =e.

Como a e b sdo constantes, teremos |a — b| < € para todo € > 0 se, e somente

se la —b| =0, isto é se a = b. Logo, o limite de u,, se existe, é inico.

Sequéncia Limitada

Definicao 5.13. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R. Dizemos que u,, é limitada

quando o conjunto {uy, ug, Ug, ............ I T } for limitado.
Teorema 5.14. Seja u, : N — R uma seqiiéncia convergente R, entao u,, é limitada.

Demonstragao: Suponhamos que u, : N — R é uma seqiiéncia convergente
em R e suponhamos que a ¢ limite dessa seqiiéncia. Entao dado € = 1 podemos encontrar
K > 0 tal que para todo n > K tenhamos |a —b| < 1. Assim, para todo n > K

temos u, € B(a,1). Como o conjunto {uj,us, ug, .....c...... ,Un_, } € finito segue que

Observagao 10. A reciproca desse teorema nao é verdadeira. Por exemplo, u,, = (—1)"

é limitada, mas nao é convergente.

Teorema 5.15. Seja u, : N — R uma seqiiéncia em R. Se limu, = a entao toda

subseqiiéncia de u,, converge e tem limite igual a a.

Demonstracao: Suponhamos que existe uma subseqiiéncia z,, de u, e que
lim z,, = a, entdo para todo € > 0, existe K > 0 tal que |a — b| < € para todo n; > K.
Sendo N = {n; < ns < ng........ } um conjunto infinito, existe K > 0 tal que n; > K .

Logo, para v > i temos n, > n; > K donde vem |a — b| < ¢ e, assim, limz,, = a.
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Sequéncias Numéricas

Neste paragrafo analisaremos algumas propriedades das seqiiéncias em R.
Definigcao 5.16. Seja u,, uma seqiiéncia de valores reais. Entao:

e Dizemos que u,, é nao decrescente se u,+1; > u, para todo n € N.
e Dizemos que u,, ¢ crescente se u,.1 > u, para todon € N.
e Dizemos que u,, ¢ nao crescente se u,, > u,.1 para todo n € N.

e Dizemos que u,, é decrescente se u, > u,,; para todo n € N.

Definigao 5.17. Seja u, uma seqiiéncia de valores reais. FEntao u, é denominada
mondotona se pertencer a um dos tipos descritos na definicao 5.16.

n+1

wrrs © monotona.

Exemplo 5.18. Mostrar que a seqiiéncia u,, =

Solucao: Devemos mostrar que u, pertence a um dos tipos descritos na
defini¢ao 5.16.
_ ntl _ (n+1)+1

Temos u,, = = 2

nZr2 € Untl = (ui1)242 = nZ+2ni3

Verificaremos se que u, 1 < u,.Entao,

Un+1 S Unp,

n+2 < n+1
n242n+3 — n2+42

(n?+2)(n+2) < (n+1)(n*+2n+3)

w4202 +2n+4<n3+3n2+5m+3
1<n?+3n

n+1

s € decres-

A ultima desigualdade é verdadeira para todo n. Logo, u, =

cente e, assim, monodtona.

Definicao 5.19. Seja u,, uma seqiiéncia numérica C' e K dois niimeros reais. Dizemos
que C' é limitante inferior de u,, se C' < u, para todo n e que K é limitante superior de

u, se K > u, para todo n.

155



nt1 23 4 5
n242 3767117 187 """

e cujo limite é L = 0. Entao todo nimero real C' < 0 é limitante inferior de u,, e todo

Exemplo 5.20. Consideremos a seqiiéncia u, =

cujos termos sao

K > % é limitante superior de u,,.

Definicao 5.21. Seja u, uma seqiiéncia numérica que possui limitantes inferiores e

superiores entao u,, ¢ dita seqiiéncia limitada.

Observacgao 11. Note que uma seqiiéncia para ser limitada nao precisa ter o limite.

Por exemplo, u,, = (—1)" nao tem limite mas é limitada.
Teorema 5.22. Toda seqiiéncia monotona limitada em R é convergente.

Teorema 5.23. Sejam u,, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que limu, = a e

n—oo

lim y,, = b. Entao sao validas as afirmacoes:

n—oo

i) imec=c
n—oo

ii lim cu, = ca
n—oo

ii lim (u, £ y,) = a£b;

n—oo
ii) lim u,y, = ab;
n—oo

iii) Se b # 0 e y, # 0 entdo lim 22 =

n—oo Jn

SIS

vi lim 5 =0, se k£ é uma constante positiva
n—oo™

Demonstragao:

i) Sejam u, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que limu, = a e limy, = b, entdo
n—oo n—oo
dado € > 0 existem K; e K, maiores que zero tais que |u, —a| < § para todo

n > K e |y, —b| < 5 para todo n > Kj. Seja K = max{K,, K} entao para todo

n > K temos |u, —a| < 5 e |y, — b < 5. Assim,

‘un+yn| = ‘un+yn_(a+b)|

3

228.

€
[n + Ya| = [(tn — @) + (yn = )| < |un —a +[yn =0 < 5 +

Portanto,

lim (u, +y,) = a+b.

n—oo

Analogamente, mostra-se que lim (u, — y,) = a — b.
n—oo

156



ii) Sejam wu, e y, seqiiéncias numéricas em R tais que limu, = a e limy, = b, entéo
n—oo n—oo

dado € > 0 existe K > 0 tal que |u, — a| < 5% € |y, — b| < 55 para todo n > K.
Além disso, u, e y, sao seqiiéncias limitadas, de modo que existe N > 0 tal que

|un| < N e |y,| < N para todo n € N. Assim,

[unYn — abl = |upyn — unb + u,b — ab|

[tnyn = abl = [un(yn =) + b(un = a)| < fun(yn = )] + [b(un — a)|

[tnyn — abl < fun| [yn — 0] +[0] [(un — af < N'{yn =] + N'|(un — a

| b < Ne . Ne
UnYn — A0| > N N €.
Logo,
lim u,y, = ab.
5.2. SERIES

Definigcao 5.24. Seja w, uma seqiiéncia numérica. Denominanos série numérica a so-
mas dos primeiros k — termos dessa seqiiéncia numérica u,. Ja wu, sera denominado

termo geral da série.

A série gerada pela seqiiéncia serd denotada por:

n=k
Zun:u1+u2+u3+ ........... + up
n=1
[§
Zun:u1+uQ—|—u3—l— ........... + ug + ...
n=1

Para melhor entendimento vamos considerar e analisar um problema.
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Problema 5.25. Um estudante devera receber mesada de seu pai em unidades monetarias
UM, durante o tempo que permanecer na universidade, segundo a sequéncia

20000 . .
u, = ————, em que n corresponde ao niimero da parcela a ser recebida. Pergunta-se:

~n(n+1)
i - Qual o montante que o estudante devera receber até o final da faculdade supondo
que conclua o curso em 60 meses?
ii) No caso do estudante permanecer na universidade indefinidamente, como ficara o

montante?

Solucao: As parcelas mensais serao dada pela seqiiéncia que descreve o valor

da mesada sdo:

10000 5000 2000 10000 2500 2000 2000
10000, 10000 5000 j(qp, 2000 10000 2500 - 2000 2000

Para responder a pergunta vamos escrever o problema no formato de uma

série infinita. Isto é,

=, 2000 10000 5000 2000 10000 2500
e =10000 4 —— + S 1000 + —— 4 ——— 4
Zn(n+1) S e T A R

n=1

As somas parciais sao:

40000
5121’1:10000 S2:SI+332:T SgZSQ+I3:15OOO
54 = S3 + x4 = 16000 S5 = S4 + x5 = —50200
.................... Sn = Sn—l + Up

Agora vamos determinar uma férmula para o termo geral da soma. Escrever-

emos o termo geral da série em fragoes parciais. Temos entao,

20000 A B

nn+1)  n ntl
20000 = A(n+ 1)+ Bn
20000 = (A+ B)n+ A
A = 20000
{ A+B=0
Resolvendo o sistema obtemos A = 20000 e B = —20000

[e.e]
Desse modo a série n%%%??) pode ser reescrita como segue
n=1
i 20000 i"’: 20000 20000
n:ln(n+1)_n:1 n n+1
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J& a soma dos n — primeiros termos sera dada por:

S, = (20000 — 20000) . (20000 _ 20000) | | (20000 _ 20000)

Cuja simplificacao resulta em

20000

S,, = 20000 —
n —+

que simplificada resulta em
~20000n

 on+1

n

O leitor podera verificar que as somas parciais determinadas acima corre-

sponde as resultadas pela férmula.

A resposta da questao i) do problema corresponde a sexagésima soma, ou

seja

20000 * 60
Seo = 671* — 19672.

Desse modo, ap6s 60 meses o estudante terd recebido um montante de 19672U M

Passaremos a resposta da segunda questao. No grafico abaixo podemos ver

o crescimento da soma da série. Observe que a escala do eixo y ¢ 1 para 10000.
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Portanto, se o estudante ficar a indefinidamente na universidade, observando
o grafico, podemos afirmar que nao receberia mais do que 20000U M.
Isso significa que a soma da série tem limite 20000U M quando o tempo tende

para infinito. Ou seja,
. . 20000n
lim S,, = lim

n—00 n—oo M

= 20000

Em outras palavras a série converge para 20000.

O conjunto de somas parciais da série forma uma seqiiéncia de somas. Defin-
imos o limite de uma seqiiéncia de somas parciais do mesmo modo que foi definido limite

de uma seqiiéncia numeérica.

Limite de uma Série

Definicao 5.26. Seja S, uma seqiiéncia de somas parciais, dizemos que o niimero S é
limite de S,, quando n tende para o infinito se dado € > 0 podemos encontrar K > 0

tal que para todo n > K vale a desigualdade |S,, — S| <

Exemplo 5.27. Consideremos uma seqiiéncia de somas parciais, obtida no problema

2 2
5.25 dada por S, = 22000 ) fostrar que Tim 22200 — 90000,

+1 n—oo 1+

Solugao: Devemos mostrar que dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal

que para todo n > K vale a desigualdade |S,, — S| < e. De |S,, — S| < € temos

20000n 20000n — 200001 — 20000 —20000
Sp— 95| = —20000| = = <
| | ‘n+1 ‘ ' n+1 ‘ n+1‘ c
De modo que podemos escrever 2nL+010 < ¢ donde vem 20000 < ne 4 € ou

20000—¢ 20000—¢
€ €

< n. Consequentemente, podemos tomar K = e a definicao 5.24 estara

satisfeita.

Suponhamos que se deseja saber a partir de que parcela a diferenca entre o

montante e o limite é menor do que 300U M. Para obter a resposta tomamos ¢ = 300

e obteremos K = 20020’5 = 200%%6300 = 65.667. Isso significa que em todas as parcelas,

a partir da sexagésima sexta, a diferenca entre o montante e o limite é menor do que

300UM.

Suponhamos que se deseja saber a partir de que parcela a diferenca entre o

montante e o limite é menor do que 200U M. Para obter a resposta tomamos € = 200
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e obteremos K = 200050_6 = 200%%5200 = 99. Isso significa que em todas as parcelas, a

partir da parcela de niimero 99, a diferenca entre o montante e o limite é menor do que
100U M.

Observagao 12. Como no estudo de limite das fungoes, no estudo das séries apenas
temos interesse em € com valores proximos de zero, pois interessa apenas saber o com-

portamento da funcao préximo ao ponto de limite.

Séries Convergentes

o0
Definigao 5.28. Sejam u,, uma sequéncia numérica, » . u, a série cujo termo geral é
n=1

o0

Up, Sy a somas parciais dos termos dessa série. Dizemos que ) u, é convergente se
n=1

lim S,, existe. Caso contrario a série sera denominada divergente..

n—oo

Exemplo 5.29. A série f&oftl)), obtida no problema 5.25 é convergente pois lim S,, =
n=1 n—00
20000
im —— = 20000.
n—oo N + 1

n

Exemplo 5.30. Verifique se a série dada por P
n=1

é convergente.

Solucao: Devemos verificar se a soma da série tem limite. Todas as séries
que apresentam esse modelo podem ser resolvidas conforme o modelo que segue.
i) Escrevemos a soma dos n — primeiros termos.

2 23 24 on

2
Sp=24+—4+ =+ =+
t gttt +

i1) Multiplicamos S,, por % e obtemos

22 23 24 on 2n+1
Sn=—+=+=+ ... +
5 52 53

(S]]

i1) Fazemos a diferenga entre os resultados de i) e i)

22 93 2" 22 93 on  gnl
&ﬁ%%:@+g+§+mﬁknﬂ—<—+—+ ...... + =+ )w
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3¢ _
g —w_ 27 10 102,
1 3 35
e
: 10 1002\n
e
donde
_ 10
S=3
e 2
Consequentemente a série » ¢ convergente.

=l 5n—1

Propriedades

1. Uma das propriedades das séries infinitas é que a convergéncia ou divergéncia nao
¢ afetada se subtrairmos ou adicionarmos um numero finito de termos a elas. Por

exemplo, se no problema 5.25 o estudante s6 comegasse a receber a primeira parcela
o

20000
— n(n+1)’

apos b meses a série seria escrita com n = 6 no primeiro termo, ou seja,
n

e a soma seria S = 20000 — S5. Se por outro lado o seu pai decidisse nos primeiros

10 meses dar uma mesada fixa de 2000U M por meés e iniciar o pagamento con

20000
n = 1 no décimo primeiro més a soma seria S = 2000(10) + lim Tln Em
n—oo M,

ambos os casos a série continuara convergente. Nestes termos, podemos enunciar

o seguinte teorema.

o0 o0 oo
2. Seasérie > u, é convergente e a série Y y, é divergente, entao a série > (un+yy)
n=1 n=1 n=1
¢ divergente.

o0 oo o0
Observagao 13. Se as séries > u, e Y y, sao divergentes, a série . (u, + y,) pode
_ n=1 n=1 n=1
ou nao ser convergente.

o0
3. Se > u, é uma série convergente de termos positivos, seus termos podem ser
n=1
reagrupados de qualquer modo, e a série resultante também serd convergente e

tera a mesma soma que a série dada.

Teorema 5.31. Seja Y u, = ug + Ug + Uz + ceeeenenee + uy + ... uma série. Se a série
n=1

Z Up = Up—q T Un—(a+1) T Un—(a+2) T covvveeeee

n=oa
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for convergente, entao a série

Zun:u1+u2+u3—|— ........... + ug + ...

n=1

também sera convergente.

Demonstragao: Suponhamos que a série Y | u, é convergente, entao possui
n=o
soma. Seja S,_, o termo geral da sua soma, S; = lim S,_, e seja S, = 1 + 9 + 3 +
n—oo

........... + x). Desse modo, o termo geral da soma da série ) u, serd S, = S, + Sa_n
n=1
e, portanto, hm S, = lim S,_,, + lim S, donde vem S = S; + S,. Consequentemente,
n—oo n—oo
> u, é convergente.
n=1
5.3. Propriedades
Sejam
Zun:u1+u2+u3—|— ........... + ug + ...
n=1
e
Zyn:y1+y2+y3—|— ........... + Yk + ...
n=1

duas séries que convergem para S e S’, respectivamente, entao sao vélidas as seguintes

propriedades:

o o0 o0
i) > ku, =k > u, para todo k € R e a série ) ku,converge para kS.

n=1 n=1 n=1

o o o o0
i) > (un£yn) = > upEt > y, e asérie Y. (u, £ y,) converge para S + 5.
n=1 n=1

n=1 n=1
Exercicios

Em cada uma das séries abaixo encontre o termo geral da soma e verifique se a série é

convergente.
LS ! Resposta S,
. esposta :
Zon—1)@2nt1 P = T
S 2
2.
nz::l (4n —3) (4n+1)
S 2n + 1 2
Resposta S, = 2042
nzzjl 2(n+ 1) P ~ D)

163



4. i ln( -) Resposta S, (n%rl)
=1

o0 2n 1

5.
n;l 3n

6.3 ! Resposta S, = 1 —

: esposta S,, = .

=t y/n(n+1) (Vn+1+y/n) T
> 1

7. Resposta S, = 1 — —L__
123456....n(nt2) PO 2 T Y
& 3n+4

8. 223 —————, Resposta S5, = ——%H_%H,

343n2+2n’

Condicao necessaria para convergéncia.

Nao existe uma regra geral para verificar se uma série é convergente. Como veremos
nos préoximos itens ha critérios que dao respostas a tipos particulares de séries. Porém,
verificando se uma série nao possui a condi¢cao necessaria para convergencia saberemos

que ela nao é convergente. Essa condicao é dada pelo teorema que segue.

Teorema 5.32. Seja Z u, uma série convergente, entao lim u, = 0.
n—l n—oo
Demonstragao: Suponhamos que a série . u, converge para S, entao
n=1
podemos afirmar que lim S, = S, de modo que pela definicao 5.28 dado ¢ > 0

podemos encontrar K > 0 tal que para todo n > K vale a desigualdade |S, — S| < 5 e

|Sp—1 — S| < 5. Como |u,| =[S, — S,—1| podemos escrever

n — 0] =[S, — Sp_y — 0]

|| =S, — S+ 85— 51|

|ten = (50 = 5) + (= (Sp1 = 9))|
|tun] = |(Sn = 8) + (= (Sn1 = 9))
|tun < Sk = )+ |(Sn—1 — S|

[t | <s5+s5=¢

Assim, pela definicao 5.3 segue que lim u,, = 0.

Uma consequéncia muito importante desse teorema é o corolario a seguir:

Corolério 5.33. Seja > u, uma série tal que lim u,, # 0, entao »_ u, € divergente.

n=1 n—oo n=1
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[es)
2n+2

3In+5

Exemplo 5.34. A série é divergente ja que lim u, = lim gZﬁ = % # 0.
n—oo n—oo

oo
Porém, a série > L é tal que limu, = lim 1 =0, isto é, possui a condigao
n:ln n—00 n—oo™

necessaria para convergéncia, mas nao podemos, sem fazer um teste de convergéncia,

afimar se ela é convergente ou divergente.

Observagao 14. Portanto fiquem atentos, se o lim u,, # 0 prova-se que a série é diver-
n—oo
gente. Mas se o lim u,, = 0 a série pode convergir ou divergir, para issso necessitamos

n—oo

estudar critérios para fazer tal verificagao.

Veremos na sequéncia alguns resultados que permitem verificar se uma série

¢é convergente ou nao,

Teorema 5.35. Seja S, uma sequéncia de somas parciais convergente. Entao, dado

¢ > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo m,n > K vale a desigualdade
|Sp — Su| < e.

Demonstragao: Suponhamos 5, seja uma sequéncia de somas parciais con-
vergente. Entao, dado € > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo m,n > K

valem as desigualdades |S,, — S| < 5 e[S, — S| < 5. Agora

1S — Su| =[S — S+ S — S,
|Sm_Sn| :|(Sm_5)+(‘9—5n)‘
[Sim = Snl - < [(S = G)| + (S — )]
S — Sn| <5+5=c¢

Logo, o teorema é vélido.

Observagao 15. O teorema 5.35 pode ser ilustrado considerando o problema 5.25. La
nossa suposicao era saber a partir de que parcela a diferenca entre o montante e o
limite era menor do que 300U M. Para obter a resposta tomamos € = 300 e obteremos
K = 65, 667. Isso significa que em todas as parcelas, a partir da sexagésima sexta, a
diferenga entre o montante e o limite é menor do que 300UM. Agora tomando n =
70 e m = 80 obteremos S7y = %0*170 = 19718 e Sgg = %3_*180 = 19753..
Consequentemente, |S7o — Sso| = [19718 —19753| = 35.0 < 300. Caso tomassemos

m,n < 66 nao necessariamente a diferenca entre as somas sera menor do que 300.

165



5.4. SERIES ESPECIAIS

Série harmonica

o0
Definicao 5.36. Denominamos série harmonica a série ), —.
n=1"T

o0

A série harmoénica, > —, embora possua a condi¢do necessaria para con-
n=1T

vergéncia nao converge. Para provar vamos mostrar que ela contraria o teorema 5.35.

Vamos inicialmente escrever a soma dos n — primeiros termos e a soma dos 2n —

primeiros termos,

Sp=1l4+3+35+3+ .2
Spn=14+3+3+3+. i+t +5+.5

Na sequeéncia fazemos a diferenca entre as duas somas parciais

— 1 i, 1 4, 1 1 _ 1,1 1
Son =Sy =145 a5+ 75+ =—(1+3+3+...2)
_ 1 1 1
Son =Sy = g + i+ 5
Como 4——>2L1 L. > L 1 > L podemos escrever
n+1 2n’ n+2 2n’ n+3 2n "
-1 , 1 1 o1 4 1 1
Son —Sp =+ + . > L Ly L

n 1
Sgn—sn>%—2

Tomando m = 2" obtemos |S,, — S,| > % e isso contraria o teorema 5.35.
Logo, a série harmonica é divergente. Veja algumas somas de série harmonica obtidas

com auxilio do MAPLE 6

S10 = 2,9289 S100 = 5, 1873 S1000 = 7,485 Sy mithao = 14,392
Sum bilhao — 2]-7 300 Sum trlhao — 287 208

Como pode ser visto, lentamente a soma tende a infinito.
Série geométrica

(o @]
Definigao 5.37. Denominamos série geométrica a série escrita na forma Y a;q"*,
n=1

onde q é denominada razao.
Exemplo 5.38. Encontrar a soma da série geométrica e estudar sua convergéncia.

o0
Solugao: Consideremos a série geométrica > a1¢" ™ = a;+a1q+ag*+.....+
n=1

a1¢" ! e a soma dos n — primeiros termos dada por S, = a1 +a1q+aq® + ..... +a,q¢""

166



Multipicamos essa soma pela razao ¢ e obtemos ¢S, = a1q + a1¢> + a1q® + ..... + a1q"™.

Encontramos a diferenca entre as duas somas

qSp — Sp = a1q+ a1® + a1@® + ... + a1¢" — (a1 + a1q + ag® + ... + a;¢" )
an - Sn = alqn —ay
Sn(qg—1) = ai(¢" — 1)

ar(q" —1
donde vem S,, = M
(¢—1)
Para estudar a convergéncia dessa série devemos considerar trés casos a saber:
-~ . al(Qn_l) SNVST
I Se g =1 entao lim S, = lim ﬁ — 00 e a série é divergente. Se ¢ = —1
n—oo n—oo q —
entao .S, tem dois valores para o limite e, portanto, a série é divergente.
a(q" —1
IT Se|q| > 1 entao lim S, = lim % — 00 e a série é divergente.
n—oo n—oo q —
ar(q" —1 a1q" —a —a
III Se |g| < 1 entdo lim S, = limM = lim =L 4 lim L= e
nooo U n—oo (g 1) m—oog—1 (¢—1) (¢—1)
a série é convergente.
a
Desse modo, podemos escrever S = ! Conclusao:

a série geométrica é divergente se |¢| > 1 e convergente se |¢| < 1.

Observagao 16. A soma de uma série geométrica convergente (|q| < 1) converge para

a1
S =
l—g¢q

o0
Exemplo 5.39. A série ) (%)n é convergente pois tem razao q = % < 1. Ja a série
n=1

(%)n é divergente pois tem razao q = % > 1.

M8

n=1

5.5. Critérios para verificar a convergéncia de uma série

Quando conhecemos o termo geral da soma de uma série é facil fazer a verificagao da con-
vergéncia. Podemos verificar se uma série converge usando critérios para convergéncia

que passaremos ao estudo de alguns.

Critério da comparacgao.

o0 o0
Teorema 5.40. Seja »_ u, uma série e seja »_ y, uma série cuja convergéncia quere-
n=1 n=1

mos estudar, entao:
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o [oe)
i) Se > u, for uma série convergente e 0 < vy, < u, para todo n a série »_ vy, é
n=1 n=1
convergente.

o x
ii) Se > u, for uma série divergente e y, > u, > 0 para todo n a série »_ y, é
n=1 n=1
divergente.

o0 oo
Demonstragao: i) Sejam ) u, uma série convergente e » . y,, uma série tal
n=1 n=1

que 0 <y, < u, para todo n. Como i u, uma série convergente a sequéncia de somas
parciais .S, tem limite L, de modo quenZh—ug Uzt .eeeeann... +up+... < L. Como 0 <y, <
u, para todo n segue que a sequéncia de somas parciais 0 < y1+yo+ys+...eve... +yp+.... <
Uy +Us + Uz + e + ug + ... < L. Consequentemente, a sequéncia de somas parciais
Y1+ Yo+ Ys+ e + Yi + .... € limitada e, além disso, monétona. Logo, pelo teorema
5.22 é convergente e, assim, a série i Yn € convergente.

n=1

(o @] (0.0]
i1) Sejam Y wu, uma série divergente e y,, > u,, > 0 para todo n a série Y _ y,

n=1 n=1
o0

é divergente. Como » u, uma série divergente a sequéncia de somas parciais S,, nao
n=1

tem limite, de modo que dado um nimero L > 0 existe K > 0 tal que u; + us + us +

........... +uy+... > L para todon > K. Como y,, > u, para todo n segue que a sequéncia

de somas parciais y; + 4o + Y3 + vvevnnn Fyp+ ... Z U FusFus+ e +up +... > L.
Consequentemente, a sequéncia de somas parciais y; + Yo + Y3 + .vvv... + Yg + ... nao é

limitada e, assim, a série > y, é divergente.
n=1

Exemplo 5.41. Usando o teorema 5.40 estudar a convergéncia da
x, n

34 nZ4+n+1

série

Solugao: Conforme o teorma 5.40 devemos encontrar uma série que sabemos
ser convergente ou divergente e fazer a comparacao do termo geral dessa série com a
série em estudo. Um procedimento usado para encontrar um termo geral adequado é

majorar o termo geral da série proposta. Vamos descrever o processo.

i) Temos duas formas de majorar um quociente a saber: aumentando o denominador
ou diminuindo o denominador. No termo geral da série em estudo vamos diminuir

o denominador passo a passo

n n n 1

< < =
n4+n2+n+1 nd+n2+n nd4+n%2 nn+1)
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> 20000
No exemplo 5.25 vimos que a série > , ———

¢é convergente. Como podemos
=in(n+1) & p

S 20000 1
= 20000 1 dad _
escrever nz:l o o Z segue (pela propriedade i) que nz:l P

¢é convergente.

n
<
n+n2+n+1" nn+1)

ii) Vamos verificar se para todo n.

n 1
<
nP+n?+n+1" n(n+1)

nnn+1) <n*+n?+n+1
n+n?<nd+n?+n+1

0<n+1

Verdadeiro para todo n

n
1n3+n2+n+1

Logo, pelo teorema 5.40 a série Z é convergente.

Critério de D ’Alambert

Unp,
Teorema 5.42. Seja Z u, uma série tal que u, > 0 para todo n e lim L
n=1 n—00 Up,

Entao

o0
i) A série Y w, converge se L < 1;

n=1

ii) A série Y u, diverge se L > 1;

n=1

iii) Nada podemos afirmar se L = 1.

= L. Entao, dado

U,
Demonstracao: Seja Z u, uma série tal que lim
n—00 un

e > 0 podemos encontrar K > 0 tal que para todo n > K vale a desigualdade
Un+1
Unp,

— L' < e. Suponhamos que L < 1. Entao existe ¢ tal que L < ¢ < 1, e isso

Up,

o7
vem — (¢ — L) < Unt1 —L<qg—Lou—-(q—L)+L< Untl g. Da 1ltima relacao
u

Un,

implica em ¢ — L < 1. Tomando € = ¢ — L podemos escrever < q— L donde

n ~
concluimos que u, 1 < u,q. Dessa relagao vem:

169



Un+1 < Upq

: 2
Upt+2 < Un41q < Upqq ou seja  Upyz < Up(g
2 .
Upy2 < Un42q < Unq~q ou seja  Upy3 < unq3
k—1 : k
Untk < Unt(k—1) < Unq~ g ou seja  Uptk < Ung

e assim sucessivamente, de forma que

Up+1 + Upg2 + Upgg + ooeennns < Uunq + unq2 + unq3 + o

Note que u,q + unq* + Un@® + ...... ¢ uma série geométrica com razao |q| < 1
oo
e, portanto, convergente. Assim, pelo teorema 5.40 a série » | wu, converge se L < 1.
n=1

u .
"t — I, > 1, entdo obteremos w41 >

Por outro lado, suponhamos que lim
n—0o0 un

u, para todo n e, desse modo, limu, # 0. Consequentemente, a série nao possui a
n—oo
[e.e]

condigao necessdria para convergéncia. Logo, a série série > u, diverge se L > 1.
n=1

Exemplo 5.43. Usando o critério de D ’Alambert, estudar a convergéncia da série
[e%e] 271

PO

on 2n+1
Solucao: Temos u, = — € U, = . Logo,
n +1
2n+1
Unp1  p41  n2 22 2
u, 2" 2(n+1) 2»(n+1) (n+1)
n
e
n . 2
limu = hm—n:2>1
n—00 Uy, ngxm(n—+]J
Consequentemente, a série » . — é divergente.
n=1 TN

Exemplo 5.44. Usando o critério de D ’Alambert, estudar a convergéncia da série
oo

n=1 n!

Solucao:Temos u,, = I € Upy1 = m Logo,
U = ! 1
n . n ! . .
lim =L — Jim ( ng) =1 = lim =0<«1

n!

o0
portanto a série } — converge.
n=1 T

170



Critério de Cauchy

Teorema 5.45. Seja Y w, uma série tal que u, > 0 para todo n e lim {/u, = L.

n=1
Entao

oo
i) A série Y u, converge se L < 1;
n=1

ii) A série Y u, diverge se L > 1;

n=1

iii) Nada podemos afirmar se L = 1.

n—oo

Demonstracao: A demonstragao deste teorema é analoga a do teorema

5.42.

Exemplo 5.46. Usando o critério de Cauchy, estu

Solucao: Temos

o0
A . s . n
dar a convergéncia da série | (%"?) :

n=1

. n \" n
n uTL e —
2n+5 2n+5
Assim,
lim /iy = lim -~ = = <1
im {/u, = lim = — .
n—00 n—oo2n + H 2

i3
2n+5

(o @]
s n,
Logo, a sSerie E ( ) (§ Convergente.
n=1

Exemplo 5.47. Usando o critério de Cauchy, estu

Solucao: Temos

o (An—=5\"
Vi = (2n+1) -
Assim,
dn — 5
lim {/u,, = li
Jim = o (5

n—oo

4dn—>5
2n+1

o
Logo, a série ) ( )n ¢ divergente.
n=1
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2n+1

)"

o0
dar a convergéncia da série ., (
n=1

4dn — 5
2n+1

(z51)
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Critério da integral

Seja i u, uma série tal que u,1 < u, para todo n. Seja f(z) uma fungdo maior
do qgg 1Zero, continua e decrescente no intervalo [0,00) tal que f(1) = uy, f(2) =
UDeneeeanene ,f (n) = uy, ... Entdo, se [~ f (2) dz existe a série i uy, € convergente. Caso
contrario, divergente. i

A demonstracao deste teorema podera ser estudada em qualquer um dos

livros constantes na bibliografia.
Série p

x 1
Definicao 5.48. Denominamos série p a série escrita na forma v onde p é uma
n=1
constante positiva.
A denominacao p vem do fato dessa série também ser conhecida como série
hiper — harmonica. Vamos usar o teorema 5.5 para o estudo da série p. A série p é
bastante utilizada no critério da comparagcao.

Exemplo 5.49. Estudar a convergéncia da série » —.
n=1"T

Solucgao: Temos

[e.o]

Lo Ly by -
Y=ty gyt Rt

1
Seja f (z) = prt entdo f (x) satisfaz as condigoes do teorema 5.5, de modo que podemos

escrever

>~ 1 "1
/ —dx = lim —dzx.
1 xP n—oo [q xP

Temos trés casos a considerar:

i. Se p =1 teremos

oo n 1
/ —dzr = lim —dzr = lim Inz|! = lim [Inn —In1] = oo
1

X n—oo fq X n—oo n—oo
[ee] o 1
Consequentemente, se p = 1 a série ) — = E — ¢ divergente. Note que
n=1T n
=1

se p = 1 temos a série harmonica.
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Se p <1 teremos 1 —p >0
o0 1 n 1 17p
/ —dz = lim —dz = lim * |T = lim l
1 n—oo [q xP n—>oo]_—p 1—p ].—p

xP
Consequentemente, se p < 1 a série > — é divergente
n=1

Sep>1teremos1—p<0
o " 1=p 1=p 1 1
/ —dz = lim —dr = lim |T = lim " lm— =
1 TP n—oo Jq P n—ool —p n—oo | — p n—oo | — P 1 — p
o0

Consequentemente, se p > 1 a série ) . — ¢é convergente
n=1

Exemplo 5.50. As séries abaixo sao exemplos de séries p

x© 1
convergente pois p > 1

a) 3. o
divergente pois p < 1

0 n2

5.6. Exercicios
1. Usando o teste de comparacao verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao
o0
d
) 2 4n3 +1

SIS S IS~ a3

0
a) n=1 ngn n=1

n?+1

o 1
h -
)nZ::I vn3+5

! e) niojl \/n21+ 4n f) niojl |S€Z"(n)‘ );O:l (2 + n)
s nz::l (2n)!

N 1 s 1
Z — —
)gln\/n2+5 ])712::171—%\/7%—%5 712::147134‘”4‘1
2. Usando o teste de D ’Alambet verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao
oS 1
C> n;l (n + 1)2n+1

n!

© n+1 > n!
b -
a) ngl n22n >n;1 er
3" &
py 20 (2 4+ n)!

n=1

)n: \/n3+1 e)nz::l 2n(n? + 2)
© n+1 o n

h ) _—

)2 Z)Z4n+n—|—1

x 1
g>nZ::1n+5 —
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3. Usando o teste de Cauchy, verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao.

O (= I

n=1 n=1 n=1

4. Usando o teste da integral verifique se as séries abaixo sao convergente ou nao.
o

DS ne DS s o e

n=1 (n+1)4/In(n+1)

S 1 - arctgn = —n2
d) Z nlnn 6) n2+1 f) Z ne

S —n e earctgn . it 1
9) n; n’e h) > S i) nz::l (n+2)(n+4)

n=1

5.7. Séries de Termos Positivos e Negativos

Definigao 5.51. Seja u, > 0 para todo n. Denominamos série alternada a série
oo

Z (_1)n71 Up = UL — U2 + U — Ug + cenenenenn. + (_1)7171 Up-

n=1

| =
—_
—_
—_

Exemplo 5.52. A série S (—1)"" —
=1

s

n=
é um exemplo de série alternada.

Convergéncia de uma série alternada

Infelizmente todos os critérios de convegéncia de séries vistos até o momento nao sao
validos para séries alternadas. Por isso, passaremos a ver alguns resultados que sao

validos para esse caso.
Teorema 5.53. Teorema de Leibnitz.

Seja a série alternada

[e.o]

(_l)n_l Uy = Up — Ug T+ U — Ug + eeenennnnn. -+ (_1>n—1 Uy

n=1

tal que:
i)u1>U2>U3>U4> ........... ;

Teorema 5.54. ii) limu, =0

n—o0o
Entao sao validas as seguintes conclusoes:
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a) A série é convergente e

Demonstragao: a)Consideremos a soma dos 2n — primeiros termos da

(0. ]
- , [ -1
série alternada. Suponhamos que os termos de ordem fmpar da série > (—1)"" " u, =
n=1

U —Ug+U3—UgFoennennnn.. + (—l)n_1 Up....sejam positivos e os de ordem par negativos. Se
por acaso o primeiro termo for negativo iniciaremos a contagem em us, pois a retirada
um numero finito de termos nao afeta a convergéncia da série. Desse modo teremos
Uop,_1 POSitivo e usg, negativo e, portanto, obteremos 0 < Sy < Sy < covvvvvnnnn < So,.

Sopn = Uy — Uy + Uz — Ug + vvennnnnn. — Uy + Upsr1 — Upao + -..... — Uy,

Aplicando a propriedade associativa obtemos

Son = (w1 — ug) + (uz — ug) + cooveenene. + (Uy, — Upa1) + oo + (ugn_1 — Uap)-

Como uy > ug > ug > Uy > ... segue que

(ug —ug) >0, (ug — uyg) >0, (U — Ups1) >0, ...... , (Uugp—1 — ugn) >0

Consequentemente, S, é positiva

Podemos também associar os termos de outra forma como segue

Son = u1—(ug — ug)— (g — us) — ... — (Uy, — Upy1)— ... — (U9 — Ugp_1) —Usp-
Em virtude da condigao ii) cada termo entre parénteses ¢é positiva. Portanto, subtraindo
uma quantidade positiva de u; obteremos um resultado inferior a u;, de modo que
0< Sy, < u.

Demonstraremos o item b). Como 0 < Sy, < u; segue que Sy, é limitada
com 0 < S5 <854 < e < Sy,. Assim, a sequéncia de somas Ss, Sy, ............ ,Soy, €
mondtona e, pelo teorema 5.22; é convergente. Seja nh_)rgo Son = S. Pelo item a) segue
que s < uy. Sendo Sy,i1 = Sop + Ugp1 podemos escrever:

lim So,11 = lim Sy, + limug,y 1 =5 +0=25

n—00 n—oc0 n—00

Consequentemente as somas de ordem impar tem a mesma soma dos termos
de ordem par. Finalmente, mostraremos que lim S, = S.

n—oo
Como lim Sy, = S, dado ¢ > 0 podemos encontrar K; > 0 tal quem

|Son =S| < e sem;):eOOQn > K.

Como lim S5,,7 = S, dado € > 0 podemos encontrar Ky > 0 tal quem
|Son = S| < € semg?eoo2n +1> K.

Tomando K = max { K, K5}, paratodon > K vale a desigualdade |S,, = S| <

. ;. -1 ’
e. Logo, lim S, = S e a série Y (—1)""" u, ¢é convergente.
n—oo n=1

n+2
n(n+1)°

o
Exemplo 5.55. Usando o teorema de Leibnitz, estudar a convergéncia da série S (—1)"""
n=1
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Solugao: Vamos verificar se u,, satisfaz as condi¢oes do teorema 5.7.0 termo

Lo L _ _nt2 n+2
geral da série é u,, = 2t D € nier D 0 par todo n. Assim, Vamos verificar se u,, > 1
para todo n. Temos
Uy, > Up4+1
nt2 (n+1)+2
n(n+1) (n+1)(n+1)+1)
n+2 > n+3
n(n+1) (n+1)(n+2)

m+2)(n+1)(n+2)>n(n+1)(n+3)
n>+5n2+8n+4>n3+n*+3
4n? 4 8n > —1 Verdadeiro para todo n

Consequentemente a primeira condicao do teorem 5.7 Esta satisfeita.

Agora vamos verificar se lim u,, = 0
n—oo
lim -2 = (.
n—)oon(n+1)
Verificamos, portanto, que todas as exigéncias do teorema 5.7 estao satis-
o

n—1 n42 ,
1) wtni ¢ convergente.

feitas. Logo, a série > (—
n=1

5.8. Série de termos de sinais quaisquer

Definicao 5.56. Denominamos série de termos de sinais quaisquer a série formada por

termos positivos e negativos.

Exemplo 5.57. A série Z sen(%) = £+1+£+l+0—1—£—1—£—1+0
é um exemplo de série de termos de sinais quaisquer. As séries alternadas sao casos

particulares das séries de termos de sinais quaisquer.

Veremos na sequéncia um teorema que permite verificar se uma série de

termos de sinais quaisquer é convergente.

o0 o0
Teorema 5.58. Seja > u, uma série de termos de sinais quaisquer. Se a série Y . |u,|

n=1 n=1
00
for uma série convergente entao a série a Z Un serg convergente.
n=1

[e.9]
Se a série Y |u,| for uma série divergente nada podemos afirmar sobre a
n=1

convergéncia da série de sinais quaisquer » u,.
n=1
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(e, o]
. 4. n—1 n42 ,
Exemplo 5.59. Vimos no exemplo 5.55 que a série 21 (—1) minty € convergente.
n—=
0 1 o 00 4o
’ s n— n _ n ~ ’ . .
Porém, a série 21 (=D)" sl = 21 (oD nao é convergente. O leitor pode verificar
n= n=
essa afirmacao usando o critério da comparacao.
= 1
A . s_. n—
Exemplo 5.60. Usando o teorema 5.58 estudar a convergéncia da série Y (—1)""" 2.
n=1
- 11 o 1
~ e
Solugao: Podemos escrever 221 (-D)" %] = 221 ~3.  Como podemos
n= n—

o0
o 1 - ;o
observar, a série E1$ ¢ uma série p com p > 1 e, portanto, convergente. Logo,
n—
o

Zl (=)t - 6 convergente. A convergéncia desta série também pode ser estudada
n=
pelo teorema de Leibnitz.

e t
Exemplo 5.61. Usando o teorema 5.58 estudar a convergéncia da série ) &(j).
n=1 n

(e o]

Solugao: Podemos escrever )
n=1

= — Usando o teste de
n=1 n

sen(nt) x |sen(nt)|
n2
|sen(nt)|

comparagao, sabendo que [sen(nt)| < 1 para todo n, podemos concluir que 5

o

1
— para todo n. Portanto, o termo geral da série >
n n=1

sen(nt)| ,
————=| é menor que o termo

n2
P . [ : .. & sen(nt)
geral da série ) — que € uma série p convergente pois p > 1. Logo, a série > —
n=1"M n=1 n
é convergente.

5.9. Séries absolutamente convergente e condicionalmente convergentes.

Antes de definir séries absolutamente convergente e condicionalmente convergentes va-

mos considerar os exemplos abaixo.

Exemplo 5.62. Consideremos a série harmonica

I
I
—
+
I
_|_
I
+
I
_|_
S:I =

> 1 1 1
S [y -1)" =
Syt S R A
n=1
0 1 1
é convergente. Vamos mostrar que a série Y (—1)""" — converge sob condigdes, isto é,
n=1 n

podemos interferir na sua forma de convergir.
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o0

~ : o . 1
Solugdo: Para modificar o limite de convergéncia de 3 (—1)""" = basta
=1 n
reagrupar os termos como segue: "

a) Agrupamos a soma dos termos de ordem fmpar contra os de ordem par

I R — SR
= g tg T it staite 5
Como o leitor pode observar, poderemos escrever

=1 =1
Sn:Z2n—1_ n

n=1 n=1

e, cada uma das subsomas ¢é divergente. Logo, ocorre .S,, = oo — 00, isto é a soma

¢ indeterminada, siginificando que se escrevermos

1
B B
n:l( )
na forma
f:( 1)”*11— I SR
2 = g Tzt 51" st1 g o

nada podemos afirmar sobre a sua convergéncia. Isso ocorre porque a série

- ne1 1 =1
DTS =)
n=1 n=1

nao converge.

Com base no exemplo vamos definir séries absolutamente convergente e condi-

cionalmente convergente.

o
Definicao 5.63. Seja > u, uma série de termos de sinais quaisquer, entao:

n=1
oo
i) Se > |u,| converge a série é denominada absolutamente convergente;
n=1

o0 o0 o0
ii) Se Y w, converge e Y |u,| diverge, entao a série »  u, é condicionalmente con-
n=1 n=1 n=1
vergente.

oS 1

Exemplo 5.64. A série 3. (—1)""' = estudada no exemplo 5.62 é condicionalmente
n=1 n

> sen(nt)

convergente e a série y | 5— estudada no exemplo 5.61 é absolutamente convergente.
n=1 n
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5.10. Exercicios

Verifique se as séries abaixo sao absolutamente ou condicionalmente convergente.

c) ni_ojl (—1)”_1 n <§)n e) ni_o:l (—1)”_1 23_}_1 ) nio:l (— )n—l — —il_ o
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5.11. SERIES DE FUNCOES

Consideremos as seguintes fungoes f : R — R definidas por fy (z) =1, fi (z) = z,

fo(z) =22 fy(x) =23, fy(x) =2, ... , fn(x) = 2™... podemos escrever as soma,

Sn (@) = fo(x) + (@) + f2 (2) + fa (@) + fa () + .+ fu () = 2",

ou

Sp(x)=14+z+2>+a3 a2+ ... 2"

A essa soma denominamos série de fungoes e S, (x) é a soma dos n — primeiros termos

da série. Mais geralmente definimos série de fungoes como segue.

Definicao 5.65. Denominamos série de funcoes a toda série na qual o termo geral é

uma funcao da variavel x e denotaremos por

Convergéncia de séries de fungoes

Como no estudo das séries numéricas, estamos interessados na convergéncia da séries de
fungoes. Uma série de funcgoes se for convergente converge para uma funcdao. A imagem
de cada valor de x numa série de fungoes é uma série numérica que pode ser convergente

ou divergente. Por exemplo, a série

Zx“:1+x—|—x2+x3+x4+ ....... +z"....

n=0

para cada valor de x é uma série geométrica e, portanto, converge se |x| < 1 e diverge

. . 1 .
caso contrario. Ja sua soma serd a funcao S (z) = 7 se |z| < 1. Isso significa que
—x
uma série de funcoes convergente, converge para um conjunto de valores de x denomi-
nado dominio ou intervalo de convergéncia.

o0
Definicao 5.66. Seja > u, (r) uma série de fungées que converge. Denominamos
n=0
dominio ou intervalo de convergéncia da série ao conjunto de todos os valores de x
para os quais a série é convergente e denominamos raio de convergéncia a distancia

entre o centro e a extremidade do intervalo convergéncia.
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[e.°]
Exemplo 5.67. O raio e o intervalo de convergéncia da série ), x™ é R = 1 e o intervalo

n=0
de convergéncia é dado por (—1,1).
Séries de funcoes majoraveis num intervalo
o0 o0
Definicao 5.68. Seja > u, (x) uma série de fun¢ées. Dizemos que Y u, (v) é ma-

o
jordvel no intervalo [a, b] se existir uma série numérica convergente » , u, tal que |u,, (x)| <

n=0
Up.
[e.e]
Exemplo 5.69. Seja > ST uma série de fungoes. Entao essa série é majordvel para
n=0
todo x.

Prova: Pela definicao 5.68, devemos mostrar que existe uma série numérica

cos nx

o0
convergente »_ u, tal que ‘ < u,. Como |cosnz| < 1 para todo n e todo z

241
n=1 ner
podemos escrever
|cos nx |cos na| 1 < 1
n?2+41 1 — n?4+1 — n2+41 n?
1 o0
Portanto, tomando u,, = — segue que existe a série p, 21 5 convergente
n=
1 oo
tal que }%} < szpara todo n > 1. Logo, > %3 ¢ majordvel.
n=0

Teorema 5.70. Seja > u, (r) uma série de fungoes majordvel no intervalo [a, b], entao
n=0

> uy, (z) é absolutamente convergente em |[a, b)].
n=0

Demonstragao: Uma série que satisfaz a definigao 5.68, também satisfaz

as da defini¢ao 5.61 e, portanto, é absolutamente convergente.

Continuidade da soma de uma série de fungoes.

Sabemos do Célculo que a soma de um nimero finito de funcoes continuas é continua.

Porém, se a soma for infinita ela pode nao ser continua. Vejamos um exemplo.

1 1

o0

Exemplo 5.71. Considere a série y | x2n+1 — x2n—1 |, Essa série nao converge para
n=1

uma funcao continua.
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Prova: Escrevemos a soma dos n — primeiros termos

Sule) = (ah =) + (ah —af) + (2t —ad) 4t <— _;,;—)
Eliminando os parlénteses vem
Sp (z) = —x + x20+1
Agora,
. l—xsex>0
nll_}IEOSn(l’):Jl_)Igo <—$+$m) = Osex =0

—1—xsex <0

Portanto, nhrgo Sy, (z) existe para todo x € R. Porém, a soma da série nao é
=
uma funcao continua.
O teorema que segue permite identificar as séries de fungoes que convergem
para fungoes continuas.

o)

Teorema 5.72. Seja > u, () uma série de fungées majoravel no intervalo [a, b], entao
n=0
a soma S, (r) converge para uma fun¢ao continua S (x) no intervalo |a, b].

Exemplo 5.73. A série de funcées Y a™ converge para a fun¢do S (r) = — no inter-

-z
n=0
valo (—1,1).

Integracao de uma série de fungoes continuas

A integracao de uma série de fungoes também exige cuidados. No Célculo vimos que a
integral da soma finita de funcoes é igual a soma das integrais. Se a soma de fungoes
for infinita, isso pode nao ocorrer. As condigoes necessarias para integracao da soma
infinita de fungoes sao dadas pelo teorema abaixo.

o0
Teorema 5.74. Seja > u, (r) uma série de fun¢ées continuas majoravel no intervalo

la,b] e seja S (x) a soma. Entao, para [a, 5] C [a,b] vale a afirmagao
ffS(m)dz = fful (:r)dx—l—ffw(z)dm—l—ffug(z)dx—l— ..........

o0

Exemplo 5.75. A série de fungbes continuas . x" é majordavel no intervalo (—1,1).
n=0

Assim, para qualquer [a, ] C (—1,1) tem-se

JPide = [Pdo+ [Pwde + [0 ade + [T aPdy + ...

—x
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Derivadas de uma série de funcoes continuas

No Célculo vimos que a derivada da soma finita de fungoes é igual a soma das derivadas.
Se a soma de funcoes for infinita, isso pode nao ocorrer. As condigoes necessarias para
derivacao da soma infinita de funcoes sdo dadas pelo teorema a seguir.

Teorema 5.76. Seja »_ u, () uma série de fungdes continuas majoravel no intervalo
n=0
la, b] que converge para a funcao S (x) no intervalo [a,b]. Entdo S’ (x) = up (x)+u} (x)+

ub (x) + ..... +ul, (x) ... se as seguintes condi¢oes estiverem satisfeitas:
i) As fungées ug (), ui (x), ug (x), ....., u, (x) tem derivadas continuas;

i1) A soma uy (x) + v} (x) + ub (x) + ..... + u, (z) ..., é majordvel.

Exemplo 5.77. A série de fungées continuas » R magjoravel no intervalo (—1,1).
n=1 T
Assim, para qualquer intervalo [, 5] C (=1,1) :

. - z? z3 x" .
i) As fungoes uy () = x, ug (z) = - s () = e Un () = —... tem derivadas
n
continuas;
ii) Asomal+xz+a®+a3+zt+ ... + 2"...é majoravel no intervalo (—1,1).

Consequentemente, S’ (z) = 1+x+a?+ a3+ 2t + ... + 2. = (In|1 —x|).
A condigdo de que soma S’ (x) = uf (z) + u) (x) + ub (x) + ..... + ), () ..

*
seja majoravel é extremamente importante. Caso nao esteja satisfeita a derivacao termo

a termo pode se tornar impossivel. Vejamos um exemplo.

4
. .. X osen(ntx
Exemplo 5.78. Consideremos a série #
n=1 n

das derivadas é diferente da derivada da soma da série.

Nesse exemplo, a soma infinita

sen(ntz)

Prova: Como |sen(n?z)| < 1 paratodon etodo z real, segue que 5
n

1
L. XX sen(ntx
4. Portanto, a série Y sen(n’z)
n 1 n2

n=

¢ uma série de fungoes continuas majoravel para todo

x real. Agora,
senx  sen(2%x sen(3*x sen(4*x sen(n*x

S(w) = 12 92 32 42 N2

cosz  2%cos(2'xr)  3tcos(3r)  4*cos(4x) n* cos(nz)
= + + + SR L
12 22 32 42 n?
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ou

S’ (r) = 1% cosx + 2% cos 2*x + 3% cos 3*x + 4% cos 4w + ... + n? cos(n’z) + ..

Para = 0 temos

S’ () = 1%cos 0+ 22 cos 0 + 32 cos 0 + 4% cos 0 4 ... + n?cos 0 + ...

ou
S () =124+22+3+42+ ... +n’+ ...

que é uma seqiiéncia de somas divergente.

5.12. SERIE DE POTENCIAS

As séries de poténcias sao séries de fungoes que aparecem com mais freqiencia nos

problemas de engenharia. Por isso deve-se dar atencao especial ao seu estudo.

o0
Definigao 5.79. Denominamos série de poténcias a toda série escrita na forma » | c,x",
n=0
com coeficientes constantes c,,.

Observacao 17. Para que os resultados anteriores possam ser usados sem mudancgas

nas notacoes vamos admitir u, = c,x™ para o caso das séries de poténcias.

o0

Teorema 5.80. Se uma série de poténcias, » c,a", converge para um valor xy nao
n=0
nulo, entao converge para todo |x| < |zo|.

oo
Definicao 5.81. Seja uma série de poténcias, »_ c,x", que converge para um valor
n=0
2o nao nulo. Denominamos intervalo de convergéncia da série ao conjunto de todos os
pontos para os quais a série converge e raio de convergéncia R, a distancia entre o centro

e a extremidade do intervalo de convergéncia.

Processo para determinar o intervalo e o raio de convergéncia de uma série

de poténcias

un+1

Usam-se os critérios de convergéncia de D ’Alambert ou de Cauchy tomando lim
n—oo un

. n . . . o~ I
ou lim ‘ (1 /un) | em que u, = c,x". Caso o limite exista valem as condi¢oes dos critérios
n—oo

usados.
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Em qualquer caso teremos

. Up+1
lim = |z| L
n—oo | Uy
em que
L= lime,
n—oo

e, desse modo, o raio e o intervalo de convergéncia serao dados resolvendo a inequacao
lz| L <1
i. |z| L <1 donde vem |z| < T ou seja R = 1.

ii. Como pelo critério de D ’Alambert nada podemos afirmar se |z| L = 1, devemos

- - 1l 1
verlﬁcar S€e a serie converge para r = L exr = -

iii. Feita a verificagao pode-se estabelecer o intervalo de convergéncia.

e 3"
Exemplo 5.82. Determinar o intervalo e o raio de convergéncia para a série | m
n=0 n

Solugao: Vamos aplicar o critério de D ’Alambert. Assim devemos primeiro

encontrar lim |~
n—oo un
3n+1$n+1
N K . |5 (14 (n+ 1)2) , 5"3"3z"z (1 + n?)

lim =1 — = lim

n—oo | Uy, n—o0 3" n—oo | 55 (n? + 2n + 2) 3z
57 (1 + n?)

n 1 2 1 2
lim [ = im se(1+n) = lim |z| lim 31+ n7) = |z| -.

A série converge se |z| 2 < 1 ou |z < 2. Portanto, o raio de convergéncia ¢

_5
R=3
Na sequéncia devemos verificar se a série converge para xr = —g exr = g
e Sex = —% teremos a série
n . 2N Z( ) n 2N an Z(_ ) AN
—~5 (14 n2) —~ 57 (1+n?)3 — (14 n2?)



Pelo critério de Leibnitz a série

> |
2 )

n=0

¢é convergente.

& 3"
Logo, a série )

5
— 5 converge se r = —5 .
=0 5n (1+n2) g 3

e Ser = g teremos a série

Usando o critério de comparacao concluimos que a série

=1
2T+

n=0

é convergente.

o0 3nxn 5

Logo, a série ——————— converge se T = 3 .
’ ,;:0 57 (1 + n?) 3

Snxn

o)
Conclusao: O raio de convergéncia da série Y. —————— ¢ R =2 e inter-
—0 5" (1 + n? 3
n=0 (

valoé—ggxgg.

Série de poténcias em termos de (z — a)

o0
Definigao 5.83. Denominamos série de poténcias de (x — a) a série > u, (x — a)".
n=0

Para obter o raio e o intervalo de convergéncia das séries em (x — a) basta
o0

fazer z = (x — a) e encontrar o intervalo de convergéncia para a série y_ u,2". Apos
n=0
substitui z por (r — a) na inequagdo —R < z < R.
. . . . L. 2 2(x—5H)"
Exemplo 5.84. Determinar o raio e o intervalo de convergéncia da série i3
n=0 T

Solugao: Seja z = (v — 5). Entao podemos escrever
f:2(x—5)"_§: 22"
c—~ n’+3 B n?+3

Usando o teorema de D’Alambert vem

186



22n+1

2 2 n+1
lim |22 = lim —(n i 1)n +3 = lim (" + 2) 22
woso |y | moee| 22 woso | (n £ 172 1 3) 227
n?+3
N K , (n? + 3) 22"z , , n?+ 3
n1—>nc}o Uy, nl—>nolo YAk (n2 +2n + 4) nl—>nolo |Z| nl—>nolo n2+2n+14 | |

A série converge se |z| < 1. Portanto, o raio de convergéncia é R = 1

Na sequéncia devemos verificar se a série converge para v = —1 e v = 1.
e Se z = —1 teremos a série
o0 o0 n o0
22" 2(—1 2
I s Py
—n*+3 ‘= nt+3 (n?2+3)
. Y . . /7 . Rt n 2 /7
Pelo critério de Leibnitz a série ) (—1)" —5——= é convergente. Logo, a
n=0 (n + 3)
LR 22" 1
série converge se z = —1 .
n=0 TL2 + 3 &
e Se r =1 teremos a série
I M e R i
n=0 :0
Usando o critério de comparacao concluimos que a série Z m é con-
n
vergente. Logo, a série
n?+3
n—=
converge se z =1 .
o0 n
Conclusao: O raio de convergéncia da série ) ¢ R=1 eintervalo é
n=0 TL2 + 3

-1<z<1.
Substituindo z por (x —5) em —1 < z < 1 obtemos

-1<zr-5<1
donde vem
4<xr<6
que ¢ o intervalo de convergéncia da série #
n=0 T + 3
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5.13. Séries de Taylor

oo

Considere a fungao f (x). Pretende-se encontrar uma série de poténcias > u, (v — a)"
n=0

tal que

f(z) =3 u,(r—a)". Em outras palavras queremos
n=0

@) =uo+u (x—a)+uy(x—a)’ +us(x—a)’ +ug(z—a)* + ...

Assim, precisamos determinar os coeficientes ug, uy, us, .....

e Primeiro determinamos 1o tomando x = a na funcao Taylor. Obtemos

f(a) =ug+uy(a—a)+uy(a—a)+us(a—a) +uy(a—a)+.

donde vem

f(a) =ug

e Determinamos a derivada da fungao Taylor e, na sequéncia f’ (a) para obter u;.

Temos

F () = up 4 2uy (z — a) + 3uz (z — a)® + dug (. —a)® + ...

f(a) = uy + 2uy (a — a) + 3us (a — a)® + duy (a — a)® + ...
donde vem

f(a) =u.

e Determinamos a terceira derivada da fungao Taylor e, na seqiiéncia f” (a) para

obter u,. Temos

f(x) =2us+3-2us(x—a) +4-3ug(x—a)* +5-dus (x —a)’.......
f7(a) =2us+3-2us(a—a)+4-3us(a—a)’+5 4us (a—a)’ ...

donde vem

_[7(a)

17 (a) = 2uz0 ou ug = 5
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e Determinamos a segunda derivada da fungao Taylor e, na seqiiéncia f?(a) para

obter uz. Temos

fP(x)=3-2us+4-3-2us(x—a)+5-4-3us (x—a)’.....
fa)=32us+4-3-2us(a—a)+5-4-3us(a—a) ...

donde vem

3
f3(a) =3-2uz ou ug = fg(!a)‘

f(a)
n!

e Prosseguindo dessa forma encontraremos u,, = de modo que podemos escr-

ever a série de Taylor como segue

o)+ AC) f*(a)

f(z)=f(a)+f (a)(z— S (JU—CL)2—|—T (z —a)’+..+

ou

n

00
z: n
x—a .

n=0

Exemplo 5.85. Desenvolver em série de Taylor a funcao f (x) = senz.

Solucao: Primeiro vamos determinar as derivadas de todas as ordens de

f (z) = senx no ponto a. Temos

f (a) = sena f'(a) =cosa [ (a) = —sena

f3(a) =—cosa  f*(a) = sena f?(a) = cosa

Substituimos na féormula

7 (a 3(a "(a n
f(x)=f(a)+f (a)(x— a)+f27<|) (x — a)2+f3—(') (x — a)3—|—....—|—fT(') (x—a)" ...
senx = sena + cosa (r — a) — sezr'm (x —a)® — C(;S'a (x—a)® + Seﬁa (x—a)....

Esta série pode ser reescrita separando os termos em seno do termos em
coseno
senx = (sena e (z —a)® + seﬁa (z —a)* ....>+(cosa (x —a) — c%s'a (z —a)® + )

escrevendo em forma de somatdrio vem

[ee]
n sena 2n y cosa o1
— -1 _ _
senx nz:zo( ) o —i—Z @1l (x —a)
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5.14. Série de Maclaurin

Colin Maclaurin (1698 - 1746) foi um matematico escocés. Para obter o desenvolvimento
de uma funcao em série de Maclaurin basta tomar a = 0 na série de Taylor. Desse modo

temos
F@)=fFO) +f(0)z+ L2 L3y LOyn

Exemplo 5.86. Desenvolver em série de Maclaurin a fungao f (z) = sen.

Solugao: No exemplo 5.85 desenvolvemos f (z) = senz em série de Taylor.

Fazendo a = 0 vem

senx = (senO — 562—7?0 (z —0)* + 5647'10 (z —0)* ....)—I—(COSO (x—0)— C(?;O (z —0)* + >

e LA

senx:x—g—i—a—ﬁjLa....

e m?n—l—l
SenTr = 2; (—1) m

Uma aplicacao dessa série pode ser feita para determinar, por exemplo, o

valor do sen (%)

e

il
6 6 3 ! 7! 91

Exemplo 5.87. Desenvolver em série de fungoes [ EL .

Solugao: Usaremos os resultado do exemplo 5.86. Vimos no teorema 5.74

que uma série de fungoes continuas majoravel, a integral da soma é igual a soma das

A

integrais. A série senx = x — 37 + S + TR é majoravel para todo z.
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senx ¢
e Primeiro dividimos cada termo do exemplo 5.86 por x =1l-5 + E
x ! !
28
a .....

e Integramos a série termo a termo

senx x? x4 28 a8
/ da::/da:— gdaz%— adx— —dx + ada: .....

X

7!

donde vem
/SGTLJ}d 3 N x° 5x7 N x? i( )" x2ntl
T=T— ——=+——=—b——+ —...... = — .
x 313 515 7 919 rd 2n+ 1) (2n+1)
que é o resultado final.
Exemplo 5.88. Use séries para provar que o limite de glclgtl) Smﬂ}# = %1
Resolucao
g(a) = sin(a)
9'(a) = cos(a)
9*(a) = —sin(a)
g°(a) = — cos(a)
g*(a) = sin(a)
em Maclaurin temos:
. $3 £E5 £E7 LEQ n CE2"+1
SN =T — 3 =+ ) =+ or + ... —+ ( 1) o1
sinz—x sinz _ 1
3 3 3
Jm S = g g - = g

Exemplo 5.89. Desenvolver em série de Mclaurin a fungao f(x) =

191

sen2x
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Anteriormente, vimos que por série de Maclaurin,

‘ .7}3 N ZL’5 5137 N x9 N +( 1)n x2n—|—1
smr = X — — _— = = — T ..... —
3! 5! 7! 9! 2n+1
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Sll’l2.’,C = 2.',5 — 3' + 5' - 7' + 9' + ... + (—]_) 2/'1——’_1
231.3 25335 271.7 29339 22n+1x2n+1
sin2x = 2z — 3' 5' — 7' 9' =+ ..... +(— ) 27]——|—]_
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portanto para
sen2r oo n22n+1 2n+1 00 n22n+1( )
flo) = Z (2n + 1)! Z (2n 4 1)!
n= n=0

5.15. Férmula geral do binémio de Newton

Suponhamos que o interesse é o desenvolvimento do binémio (a + b)" para n inteiro

positivo. Do desenvolvimento geral do binomino de Newton vem:

(a+b)" = C%" + Cla™ b+ C2a™ 20 + ... + CFa™ bk + ... + C™b™.

ko n! _ nn=1)(n=2)...(n=(k=1)(n=k)! _ n(n-1)(n—2)....(n—(k-1))
Como Cn = Wk kl(n—k)! - k!

podemos escrever

(a+b) = q" 4+ na"1h + n(n 1] at 22 4+ .+ n(n—1)(n— 2)/;.”(n (k—1)) ankpk 4

Tomando a=1e b=z vem

1+z)"=1+nz+ "(" 1)56 + .. 4 e 2),;"'( —=D) gk 42

Porém, se n nao for um inteiro positivo ou zero, é conveniente desenvolver o

binémio (14 x)" em série de Maclaurin. Desse modo teremos

(14z)" = 1+nx+‘n(n2!_—1)w2+n(n_lg)!(n_2)w3+...+ (5.1)
n(n_l)(n_?! ..... (n—k+1) , (5.2)



Esta série é chamada série binomial e como o leitor podera verificar através do critério de

D ’Alambert é absolutamente convergente para todo x tal que |x| < 1. Pode ser provado

que esse desenvolvimento é verdadeiro para todo n. A prova pode ser encontrada nos

livros citados na bibliografia. Escrevendo em forma de somatério vem para todo n.
n X nn—1)(n-—2).... n—k+1
R | R I |

n=0

z¥ se |z| < 1.

k!
Exemplo 5.90. Desenvolver em série de fungées a fungao f (x) = 1%@«
Solugao: Temos
— - (1 -1
f0) === (1+0)
Portanto, basta substituir n = —1 na férmula??. Assim,
1 “1(=1-1) , -1(-1-1)(-1-2) ,
1+x_1+(_1>x+Tx+ o z° +
—1(-1-1D(-1=-2) (-1 =k+1) ,
+
k!
I 2 , -6, S1(=1 -1 (=1=2) (-1 —k+1) ,
1+x—1—x—|—ax +§x + ...+ T x
L 2 3, .4 _ - n_n
1+x—1—x+m —r” —nz:;(—l)

Exemplo 5.91. Expresse como uma série de poténcia em x a fungao f(z) = %

Vamos analisar inicialmente a fungao In(z+1). A derivada de In(z+1) é ==

1 1(-1-1) , —1(-1-1)(-1-2) ,
1+x—1+(—1)x+ 5 x(—i— » 3 " T —|—k. |
1 2, —6 , (-1 =1 (1= 2) (=1 —k+1) ,
Tro Tyttt g o
1 oo

T =1-—o+2? -2+t ... :nEZO (—1)" 2", portanto se queremos

In(x + 1) devemos integrar os membros da equagao:
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1 . -
fl+xd:{:—;/(—1) 2 dx

1 :L,n—i-l
dx = (—1)"
J 1+x v=(=1) n+1
Como queremos f(x) = % , temos:
n mn-&-l
In(z+1) D" 1) "
x T n+1

Exemplo 5.92. Desenvolver em série de fungoes a fungao f (r) =

Vitz®

Solugao: Temos

1 _1
x) = =142z 2
fo) =g = o)
Portanto, basta substituir n = —% na féormula??. Assim,

donde vem

Tt o 5 o + 3l

1 3 5 (1—2k)
5 5 5 ) 5 )
+ 7 x4 ..
resultando em
1 1 1-3 1-3-5 1-3-5-...... -(2n —1)
—1-Z= 2 3 _1”
T+ RS R T +(=1) 9]
1

Exemplo 5.93. Desenvolver em série de fungées a funcao f (x)
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Solucao: Podemos aproveitar o resultado do exemplo 5.92. Basta substituir

x no exemplo 5.92 por (—z?). Teremos entao

1-3 1-3-5

=1— = (—2?) 4+ == (=) = — 2 (—2?)’ + ...
1+ (—a2) 3 () gy (57 = g ()t
nl-3:5--(2n—1) o\ T
+(-1) S (—2?)" ...
11, 1.3, 1-3-5, 1-3:5-..-(2n—1) ,,
7*1_$2—1+§£C +222!£U + 533] x4+ ...+ ] ..

Exemplo 5.94. Desenvolver em séries de fungées a funcao f (x) = arcsenz.

Solugao: Vimos no teorema 5.74 que uma série de fungoes continuas ma-
joravel, a integral da soma ¢é igual a soma das integrais. Sendo a derivada da fungao

f(x) = arcsenz igual a f'(r) = ——= podemos aproveitar o resultado do exemplo

Vv1—2?
5.93, isto é

dx 1, 13 [ ., 1:3:57/[ ¢

1-3-5-...-(2n—1
+ (2n ) 2" dx...
AT

resultando em

arcsenr = x + 1 e 1'3x5+ﬂ$7+ + 1'3'5‘--"(2n_1)x2n+1
7 203 22215 23317 2nn! (2n + 1)

ou

o0

1-3~5-...~(2n—1) o1
arcsen:c:x—i-z o] (2n+1) X .
n=1
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5.16. Exercicios Gerais

-1

lim
24

1. Usando séries, determine o valor de
cos 2z + 212
x—0

2. Usando Maclaurin determine o valor de [ 2 In(x + 1)d
o0
4 : .
e verifique se ela é convergente

3. Encontre o termo geral da soma da série ) ;—
n=1

4. Encontre a soma da série
o0 o0
a) 21( )" b) Z 5n+2)(5n+7 c) Z \/ﬁ
n= n=1 n—=1
2
5. Encontre o raio e o dominio de convergéncia da série: E BF 3(”1 +7)l2)
n=0
6. Determine o intervalo de convergéncia que representa a série f(x) = xi;

7. Usando séries de Maclaurin, prove que a [ coxdr =sinz + k

) Z 2+cos n

8. Use o teste de compara(;éio para decidir se as séries abaixo sao convergentes
d) Z nta

)

)

)

oo
1
a) Y w5 b Z n2+1
n=1
b 1427 n+lnn
€) 1+37 f) 7341 Z Dot 1) 1 D n+1)
n=1 n=1
9. Use o teste da mtegral para de(:1d1r se as séries sao convergentes
a) Z b)Y iy
4n+7 ) n\/n2—+1 1 ni+l
n—= =
10. Use o teste de D ’alambert para decidir se as séries sao convergentes
0o - 00 gn 00 \ 00 gn—1
n n.
a) e D) s ) ) (n+2)° 57 (nt1)
n=1 n=1 n=1 =1
11. Determine se a série é absolutamente ou condicionalmente convergente
oo oo o0
n—1_1 n—1(n"+3)2" n—1nt
a) Y (=1)""=  0) X ()" mmm o X (=D)TE
3 (2n-5)
n=1 n n=1 n=1
O 1 - 1_n
1 n e
d) Z o n2+41 6) (_ ) 7343
n=1 n=1
12. Encontre o raio e o dominio de convergeéncia das séries
o0
n(z—5)" (n"43)(z+2)" nt(z—1)
a) Y. =z~ b Z BRI )Y =
OO oo
27 (z+1)" n(z—1)2" _ 1\nl35.7..2n—1z
e) . n3+3 €) 230( 1) 3.6.9....3n
n=

d e
) ZO n2+1 =
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13. Desenvolver em série de Taylor e Mclaurin as fungoes
3x 2

0)f(z) = sen2e )f(2) = a?sen2e ¢)f(x) =¥ d)f(x) =
O)f(2) =cos2e  g)f(a) = b)f(x) =

14. Desenvolver em série de Mclaurin as funcoes

—_

a)f(x) = 7 b)f (56) = \/11+_m f@) =5z  df@)=
Of(@) = [=dr g)f(x) = [e™ h)f(x) = [2EE i) f(x) =Init

J)f(x) = arcsenx l)f( ) = arccosx n)

\T

8

f
f(z) = arctagz o) f(x) = m
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