
Série de Leibnitz 

 = 4 - ସ
ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ସ

ଵଵ
 + 

ସ

ଵଷ
− ⋯ + ⋯  

Prova 

ସ
 = arc tg (1) = ∫

ௗ௫

ଵା௫²

ଵ

଴
 

Mas Sn = 1 - x² + x4 - x6 + ... + (-1)nx2n 

  x² Sn = x² - x4 + x6 - ... + (-1)nx2n+2 

(1+x²)Sn = 1 + (-1)nx2n+2   Sn = 
ଵ

ଵା௫²
 + 

(ିଵ)೙௫మ೙శమ

ଵା௫²
  

Assim, 
ଵ

ଵା௫²
 = Sn - 

(ିଵ)೙௫మ೙శమ

ଵା௫²
 = Sn + 

(ିଵ)೙శభ௫మ೙శమ

ଵା௫²
 

Então 

ସ
 = ∫

ௗ௫

ଵା௫²

ଵ

଴
 = ∫ 𝑆𝑛 + 

(ିଵ)೙శభ௫మ೙శమ

ଵା௫²
𝑑𝑥

ଵ

଴
 

Mas ∫  
(ିଵ)೙శభ௫మ೙శమ

ଵା௫²
𝑑𝑥

ଵ

଴
 < ∫  𝑥ଶ௡ାଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
 = 

ଵ

ଶ௡ାଷ
  0, com n   

Portanto, 

ସ
 = ∫

ௗ௫

ଵା௫²

ଵ

଴
 = ∫ 𝑆𝑛 𝑑𝑥

ଵ

଴
 = ∫ ∑ (−1)௡𝑥ଶ௡ஶ

௡ି଴  𝑑𝑥
ଵ

଴
 = ∑

(ିଵ)೙

ଶ௡ାଵ
ஶ
௡ି଴ , 

Ou seja 

ସ
 = 1-  

ଵ

ଷ
 + 

ଵ

ହ
 - 

ଵ

଻
 + 

ଵ

ଽ
 - 

ଵ

ଵଵ
 + 

ଵ

ଵଷ
 - 

ଵ

ଵହ
 + ... - ... c.q.d. 

Também pode ser determinada pela expansão em série de arc tg (x), com x = 1 

 

Também (Série de Nilakantha): 

 = 3 + 
ସ

ଶ.ଷ.ସ
 - 

ସ

ସ.ହ.଺
 + 

ସ

଺.଻.଼
 - 

ସ

଼.ଽ.ଵ଴
 + 

ସ

ଵ଴.ଵଵ.ଵଶ
 - 

ସ

ଵଶ.ଵଷ.ଵସ
 + ... - ... 

Prova: 

 = 3 + S, onde  

S = 
ସ

ଶ.ଷ.ସ
 - 

ସ

ସ.ହ.଺
 + 

ସ

଺.଻.଼
 - 

ସ

଼.ଽ.ଵ଴
 + 

ସ

ଵ଴.ଵଵ.ଵଶ
 - 

ସ

ଵଶ.ଵଷ.ଵସ
 + ... - ... 

Ou S = T1 - T2 + T3 -T4 + ... 

Onde Tk = 
ସ

ଶ௞(ଶ௞ାଵ)(ଶ௞ାଶ)
  

 



Usando frações Parciais. Ficamos com 

Tk = 
ଶ

ଶ௞
 - 

ସ

ଶ௞ାଵ
 + 

ଶ

ଶ௞ାଶ
  

e 

Tk+1 = 
ଶ

ଶ(௞ାଵ)
 - 

ସ

ଶ(௞ାଵ)ାଵ
 + 

ଶ

ଶ(௞ାଵ)ାଶ
 = 

ଶ

ଶ௞ାଶ
 - 

ସ

ଶ௞ାଷ
 + 

ଶ

ଶ௞ାସ
 

Então,  

Tk - Tk+1 = 
ଶ

ଶ௞
 - 

ସ

ଶ௞ାଵ
 + 

ଶ

ଶ௞ାଶ
 - 

ଶ

ଶ௞ାଶ
 + 

ସ

ଶ௞ାଷ
 - 

ଶ

ଶ௞ାସ
 = 

ଶ

ଶ௞
 - 

ସ

ଶ௞ାଵ
 + 

ସ

ଶ௞ାଷ
 - 

ଶ

ଶ௞ାସ
 

Então, S4 = T1 - T2 + T3 -T4  = 
ଶ

ଶ
 - 

ସ

ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ଶ

଺
+ 

ଶ

଺
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ଶ

ଵ଴
 

Ou seja, S4 = 
ଶ

ଶ
 - 

ସ

ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ଶ

ଵ଴
 

Continuando,  S = 
ଶ

ଶ
 - 

ସ

ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ସ

ଵଵ
 + 

ସ

ଵଷ
 - 

ସ

ଵହ
 + ... - ... 

Então,  = 3 + S = 3 + 
ଶ

ଶ
 - 

ସ

ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ସ

ଵଵ
 + 

ସ

ଵଷ
 - 

ସ

ଵହ
 + ... - ... 

Ou  = 4 - 
ସ

ଷ
 + 

ସ

ହ
 - 

ସ

଻
 + 

ସ

ଽ
 - 

ସ

ଵଵ
 + 

ସ

ଵଷ
 - 

ସ

ଵହ
 + ... - ... 

Ou, ainda,  
గ

ସ
 = 1-  

ଵ

ଷ
 + 

ଵ

ହ
 - 

ଵ

଻
 + 

ଵ

ଽ
 - 

ଵ

ଵଵ
 + 

ଵ

ଵଷ
 - 

ଵ

ଵହ
 + ... - ... (Leibnitz). c.q.d. 


