n
Segundo limite fundamental: lim (1 + %) =ex~2,781828

n—->0o

Como surgiu? ;
. , n (1+1/n)
Conta-se que veio de uma situagdo referente a uma conta (valor C) a ser paga em n 1 5
prestagdes e juros compostos de 100% em 6 anos (72 meses), por exemplo. 5 o5
Na hora (desistiu): 7 = 0 =» paga C 3 2,3703704
Em 1 parcela (fim dos 6 anos): n=1=>» paga C + C=2C 4 2,4414063
Em 2 parcelas (trianuais): n =2 =» deveem 3 a: C + C/2 = C(1+1/2) S 2,4883200
paga: C(1+1/2) + C(1+1/2)/2 10 | 2,5937425
Total (6 a): C(1+1/2) (1+1/2) = C(1+1/2)? 100 | 2,7048138
1.000 | 2,7169239
Em 3 parcelas (bianuais): 7 =3 = deveem 2 a: C + C/3 = C(1+1/3) 10.000 | 2,7181459
deveem 4 a: C(1+1/3)(1+1/3) 100.000 | 2,7182682
Total (6 a): C(1+1/3)* (1+1/3) = C(1+1/3)° 1.000.000 | 2,7182805
Em 1 parcelas (72/n meses) =» Total (6 a): = C(1+1/n)" 10.000.000 | 2,7182817

271 f(x)
X
Vamos mostrar que f{x) = (1 + i) 5]
25]
é crescente e limitada: 2 < f{x) < 3. -
(ver grafico ao lado e prova ABAIXO) 23]
1 22
Realmente, /(1) = (1 + —) =(1+1)' =2
1 21
U x
Usando Bindmio de Newton temos que 24 : ; . ; .
10 b} E | 40 50
n n-1 _ n-2 _ _ n-2 _ _ _ n-3 — — —
f(l’l) _ (1 + l) -1+ n.1 n(n-1).1 i n(n-1)(n-2).1 i n(n-1)(n-20)(n-3).1 + .+ n(n-1)(n-20(n-3)..2.1
- n (OHn (1.2)n? (1.2.3)n° (1.2.34)n* (1.2.34..n)n"
1, n-1 (n-1)(n-2) (n-1)(n-20)(n-3) (n-1)(n-20(n-3)...2.1
=l+-+—+ + + ...+
Oufin) =1+ 1 2n 6n? (4Hn3 (nhnm
Ouf(n): 1+1 +ln_—1+ln_—1n_—2+ ln_—lgn_—SJr +in_—1n_—2n_—331
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-k 1 1 1
Como nT <1, teremos que f(n) < 1+1 + STttt

1
2n—1’

Mas 3! =6=3.2.1>22=2%41=24=432.1>222=2%..;n!>2"" Entdo, % <

. 1 1 1 1 1 1 1 1 .
A55|m,f(n)<l+1+5+g +t o +'“+E<1+1+E+Z+§+_+ <1+ 2 =3 (portanto limitada entre 2 e 3).

1
16 2"-1

Também, lim (1 + %)n= e

pois -0 =(1-2) " =(5) = (&) - () -(E+2) - (1+5)"

n X
Entdo, com n = - x, teremos que lim (1 + %) = lim (1 + L) .
n——oo

X—00

Agora, fazendo z = x - 1, ficamos com lim (1 + i)x = lim (1 + i)ZH lim (1 + i)z (1 + i) =el=e

X—00 X—00

Ver mais ABAIXO




Vamos trovar que f(x) é crescente, quando x > 0.

1 1

1= (>0 =x(14 37 @ (143 (1) 0> rw=(1+) Tn (142 -2 (143 T

promando, = (142 Tn(1+3) = £ (2) '] =olin(1+3) - 2.

X x x+1

Para mostrar que f(x) é crescente, basta provar que /"(x) é positiva.

Ja que f(x) é positiva (2 < f{x) < 3), basta provar que o colchete [In (1 + i) - L] >0

x+1

Sejau = i egu)=[n(1+u)— ﬁ] serd o nosso colchete que queremos analisar sua positividade.

i 5 o'(u) = _ vyt @D-w 11 utl-1l o w
Asua derivada é g (1) = [In(1 +u) — —]"=— W)’ utl (uA1)? (uH1)? (ut1)?

Assim, G(x) = g(u(x)) sendo o nosso colchete original, G(x) = [In (1 + i) - i], temos que

u
(u+1)?

G'x) =g ). u'(x)=

-1 . . ~ .
-~ sera sempre negativo. Entdo, G(x) é decrescente.

. . 1 1
Mas lim G(x)= lim [In (1 +2)= —=] =0eG(1)=In(2) - 0.5> 0 (= 0,19).

Ora, se G é decrescente, G(1) > 0 e, no infinito positivo G(x) tende para zero, entdo G é POSITIVA.



