EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS

por

Mílton Procópio de Borba

1) Definições: 

1.a) Equação Diferencial  ( E(x, f, f', f") = k 

Equação que relaciona as variáveis independentes, com a função f e suas derivadas. 

1.b) Solução   (  y = f(x) tal que satisfaça a equação. 

	 1.c) Problema   (
        1ª Ordem
	 E(x, y, y’) = k

 y(x0) = y0
	( Equação diferencial de primeira ordem

( Dado inicial


	1.d) Problema   (
       2ª Ordem
	E(x, y, y’, y’’) = k

 y’(x0) = V0
 y(x0) = y0
	( Equação diferencial de segunda ordem

(Velocidade inicial

( Dado inicial


2) Origem: 

2.a) Massa radioativa em decomposição: m(t) = ? 

	Velocidade de decomposição proporcional à massa (
	m' = k.m 

m(0) = Mo 


2.b) Perfil de um pilar: R(h) = ? 

	Seção proporcional à carga do peso total (
	R' = k.p.R/2

R(H0) = R0 


2.c) Perfil do corte de uma tesoura: y(x) = ?

	Ângulo de corte constante (
	y' = (k.x + y)/( x - k.y)

y(d) = 0


2.d) Movimento massa / mola / amortecedor: h(t) = ? 

	Força da mola prop. ao deslocamento  (
Força do amortec. prop. à velocidade  (
	FM = k.h (
FA = c.h'
	m.h" + c.h' + k.h = -m.g 

  h'(0) = V0 

  h(0) = H0


3. Existência e unicidade
	y' = F(x, y)

y(x0) = y0
	Tem uma única solução se F e (F/(y forem contínuas


	|y'| + |y| = 0
y(0) = 1
	Não tem solução


	y' = (y-1)/x
y(0) = 1
	Tem várias soluções:  y = 1 + kx


	(y')2 - xy’ + y = 0
	y = x – 1 é uma solução particular

y = Cx – C2 é a solução geral

y = x2/4 é a solução singular


4. Resolução Analítica 

4.a) Primeira Ordem Explícita: y’ = F(x,y) / G(x,y). 

Com y' = dy/dx ( F(x,y) dx + G(x,y) dy = 0

(  Variáveis Separadas: f(x) dx = g(y) dy  
Integrando ambos os membros, obtemos a solução. 

(por exemplo, os problemas da Massa e da Pilastra) 

· Variáveis Separáveis: Mudança de variáveis para transformá-la em Separadas

· Homogênea: F(x,y)  e G(x,y) são homogêneas de  mesmo grau.

Com z = y/x, se transforma em Separadas.

(por exemplo, o problema da Tesoura) 

· Tipo (Ax + By + C) dx + (ax + by + c) dy = 0
Se  [A, B]  = m[a, b] então z = ax + by ( Ax + By  = mz  ( Separadas 

Caso contrário, a translação elimina os termos independentes ( Homogênea
· Exata: F(x,y) dx  + G(x,y) dy = 0, com F’y  =  G’x ( d(u(x,y)) = 0 ( u(x,y) = C
 u'x = F(x,y)   e   u'y = G(x,y)

· Fator Integrante: Se ((x) = ( F’y  -  G’x ) /G depender só de x, então com
 I(x) = e(((x)dx  ( I(x)F(x,y) dx  +  I(x)G(x,y) dy = 0  fica Exata.
· Linear: y´+ P(x) y = Q(x), ( [P(x) y - Q(x)] dx + dy, = 0 
Fator Integrante = 
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Característica: y´+ P(x) y = 0 ( yc = C
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Variação de Parâmetros: y = V(x)
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 ( V(x) = ?
· Bernoulli: y´+ P(x) y = Q(x)yn, ( com z = y1-n ( Linear
· Riccati: y´+ Q1(x) y = Q0(x) + Q2(x)y2, ( com y = yp + z ( Bernoulli
4.b) Primeira Ordem Implícita: i)  y = E(x, y’). Fazer y’ = p e derivar em rel. a x.

Em particular, Lagrange:  y = xg(y’) + f(y’)

 Clairaut:  y = xy’ + f(y’) 

ii) x = E(y, y’). Fazer y’ = p e derivar em rel. a y.

iii) E(x, y, y’)=0. ( fatorar em E1(x, y, y’).E2(x, y, y’)=0.
4.c) Ordem Superior: 

4.c.1) A Equação envolve apenas uma ordem de derivação (explícita): y(n) = F(x)
 Integrando n vezes, se obtém a solução y(x) com n constantes C1, ..., Cn.

4.c.2) A Equação envolve duas ordens consecutivas de derivação: E(x, y(n-1), y(n)) = k

Substituir  z = y(n-1) ( z’ = y(n) (  E(x, z, z’) = k ( Primeira Ordem
4.c.3) A Equação envolve três derivadas consecutivas: E(x, y(n-1) , y(n) , y(n+1)) = k

i) E é homogênea nas derivadas: Fazer z = y(n)/ y(n-1) ( y(n) = z. y(n-1) e derivar.

ii) Não aparece a variável independente x: Fazer z = y(n-1), v = z’ = y(n) 

    ( y(n+1) = v’ = dv/ dx = dv/dz . dz/dx = v.dv/dz ( Primeira Ordem
4.d) Linear homogênea de Coeficientes constantes : y(n) + A1.y(n-1)+ An-1.y' + An.y = 0
4.d.1) Primeira Ordem:  y' + A.y = 0 ( y(x) = C.e-Ax.

4.d.2) Segunda Ordem: y’’ + by' + c.y = 0

(por exemplo, o problema da massa / mola / amortecedor) 

( y(x) = C1.erx + C2.esx, se r ( s são as raízes da equ. característica: (2 + b( + c = 0.
( y(x) = C1.erx + C2.xerx, se r é a única raiz da equ.. característica: (2 + b( + c = 0.
( y(x) = e(x(C1.cos(x + C2.sen(x), se ( ( (i são as  raízes da equ.. característica.

4.e) Linear de Coeficientes constantes : y(n) + A1.y(n-1)+ ... + An-1.y' + An.y = ((x) 

(Dn + A1.Dn-1+ ... + An-1.D + An)y =((x) ou   P(D)y = ((x)
( y(x) = yh + yp, onde yh é a solução da homogênea correspondente

yp é uma solução particular, achada por:

Parâmetros a determinar, yp = m ekx, yp = p.cos kx + q sen kx, yp = polinômio, 

conforme ( seja exponencial, senoide/cossenoide ou polinômio 

Se (  já aparece na solução,  tentamos multiplicá-lo por x. 
Método Reduzido, P(D)y = ((x) = a ekx ( yp = a ekx/P(k)

P(D²)y = ((x) = a cos kx ( yp = a cos kx/P(-k²)

P(D)y = ((x) = p(x) ( yp = [1/P(D)]p(x) 
Integração Sucessiva, (D - a)...(D – b)(D – c)y = ((x).

(D – c)y = g ( (D - a)...(D – b)g = ((x).
Frações Parciais, (D - a)...(D – b)(D – c)y = ((x).

yp = ________1__________ ((x) = __A__((x)  + … + __B__((x)   + __C__((x) 

(D - a)...(D – b)(D – c)            (D - a)                     (D - b)             (D - c)

yp = u + ... + v + w,  (D - a) u = ((x), ... , (D - b) v = ((x) e (D - c) w = ((x)
	Variação de Parâmetros

yh = C1 F1 +  C2 F2 + ... +  Cn Fn

yh = V1 F1 +  V2 F2 + ... +  Vn Fn ,

onde Vi’ são soluções de:
	
	 F1           F2        ...        Fn

 F1’          F2’     ...        Fn’

 F1”         F2”    ...        Fn”

 … … … … … … … … … … 

 F1(n-1)     F2(n-1)    ...     Fn(n-1)
	
	V1’

V2’

V3’

 ... 

Vn’
	=
	0

0

0

...

(


4.f) Linear de Cauchy: Coef. variáveis xn.y(n) + A1. xn-1.y(n-1)+ An-1.x.y' + An.y = ((x)
 A mudança de variáveis: x = e t a transforma em coeficientes constantes.

 (Mais geralmente: Equação Linear de Legendre: Ax + B = e t ) 

5. Resolução por Séries 

5.a) Série de Potência: y = c0 + c1.x + c2.x2+ c3.x3 + ... + cn.xn + ... ,  com cn = y(n)(0) / n!
5.b) Potência de (x-a): y = c0 + c1.(x-a) + c2.(x-a)2 ...  cn.(x-a)n + ... , com cn = y(n)(a) / n!
5.c) Séries Ampliadas: y = c0.xr + c1.xr+1 + c2.xr+2+ ... + cn.xr+ n + ... , com c0 ( 0
6. Resolução de Picard

	y' = F(x, y)

y(x0) = y0
	Integrando entre x0 e x, ambos os lados:

y(x) = y0 + 
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Supondo y = y0 no integrando, acha-se y1(x)
Supondo y = y1(x) no integrando, acha-se y2(x)
Supondo y = y2(x) no integrando, acha-se y3(x),...


7. Transformadas de Laplace
Dada f(x), definimos F(t) = 
[image: image5.wmf]ò

¥

-

0

dx

x

f

e

tx

)

(

 e escrevemos F = L(f).

A função F é a transformada de Laplace de f.

Propriedades:  
L(kf + g) = kL(f) + L(g) = kF + G



Se f(x) = ekx.g(x) então F(t) = G(t-k)



Se f(x) = g’(x) então F(t) = t.G(t) - g(0) 




Se f(x) = g”(x) então F(t) = t².G(t) - t.g(0) - g’(0) 

Tabela:

	f(x)
	F(s)

	xk
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	ekx
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	sen(kx)
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	cos(kx)
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	Convolução


f*g 
	F(s) G(s)    

	Degrau unitário
u(x)=
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Uma tabela mais completa:

	Função
	T. de Laplace

	f(t)
	F(s)

	tp
	[image: image12.png]


(p+1)


sp+1


	[image: image13.png]



t

0
f(u) d u

	1


s
F(s)


	t f(t)

	-
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	f(t)
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F(r)dr


	u(t-a) f(t-a)
	e-asF(s)
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(t-a)
	e-as

	f
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