Equacdes Diferenciais - Aplicacdes na Engenharia

Dr. Milton Procépio de Borba

RESUMO:

Inimeros fenomenos fisicos que aparecem na engenharia sao
modelados por equacdes envolvendo uma funcio (desconhecida) e suas duas
primeiras derivadas - Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem.

Equacgdes
Algébricas: 5x+3 =38 =>x=7
£-2t -8 =t6=4, t,=-2
Exponenciais: 3 _3%-6 =e=1
Logaritmicas: log(b+5)-2-0 =b=95
Trigonométricas: 2.cos3a = 1 = a=2.knw3 + 19
DIFERENCIAIS
') =2t+1 >f)=C+t+C
dy+ 3%y dx =0 =yx) =Ce™ >VC.
2"(x) - 27'(x) = 8z(x)+x =z(x) =A™+ Be™ + 1/32 - x/8
oT — 48T = T(t,x)= e**"(Acos kx + Bsen kx),
ot o’ V k,A,B.

Problemas de Valor Inicial

f'®) =2t+1
S() =10
z"(x) - 27'(x) = 8z(x)+x

Z2'(0)=0
z(0)=1

dy +3x%ydx =0

y0) =4
or = 40T
ot ox?

T(0,x) = 10x(3-x)

2"'(x) - 2z'(x) =
8z(x)+x
20)=1

z(5) =10

Problemas de Valor de Contorno

oI = 40T
ot ox?
T(t,0)=0
oT (t,3) = 0 — Neumann
0x

— Dirichlet

Problema Misto

or = 49T

ot ox?

T(0,x) = 10x(3-x)

T(t,0) =0 — Dirichlet

oT (t,3) = 0 — Neumann
0x



Aplicagodes:

v Radioatividade

\ Esfriamento / Aquecimento
v Populagao

v Para - Quedas

v Despoluigao

v Coluna/ Pilar

v Tesoura
v Avido
v Misseis

v Langamento Espacial

v Massa / Mola / Amortecedor

v Circuito RLC

v Calor na Barra

v Corda Vibrante



Radioatividade
m = massa de material radioativo
t = tempo

t m
0,0 2
mr~m= | m' = -km 0,2 ?
| m(0)=2 0,4 ?
0,6 ?
0,8 ?
m
2 -4
t
Ay
7
Analiticamente:
m' = -km =m(t) = C.ekt
m(0) =2 =C=2 = m(t) = 2.kt
k depende das propriedades de cada material.
Conhecido outro ponto, p.ex: m(1) = 1,85, pode-se calcular k:
1,85 =2.¢ck = k=1In(2/1,85) ~0,078.
Esfriamento / Aquecimento
T = temperatura do corpo
a = temperatura ambiente
t =tempo t T
T T' ~(T-a)= | T' = -k(T-a) 0,0 To
| T(0) = To 0,2 ?
To | 0,4 ?
T \2 \2
EHH‘“H=_ﬂa___ o0 a
g F T e
t
N
7
Analiticamente:
T' = -k(T-a) =T(1) = a+C.ekt
T0) = To =C=To-a
= T(t)=a+(To-a).ekt

k depende das propriedades de cada corpo.
Conhecido, p.ex: T(1) = T1, pode-se calcular k:

T1 = a+(To-a).e’X =k = In[(To-a)/(T1-a)]




Populacao

Sem limite: =p'=kp t | p
p'~p p(0) = Po 0 | Po
P = populagao 1 ?
t =tempo 2 ?
L = limite maximo de habitantes Limitada: 3 ?
p'=p = p'=kp.(L-p) 41
p'~L-p p(0) = Po Il
p A
L
Po
t
=
12%) | L
Padra—-Quedas
v = velocidade do Para-Quedas
t = tempo
P=mg
R~v? =R =kV?
FR=m. a
P-R=myv'

Fl /T\
m.g - kv:=my'
m

k = depende da forma do
Para-Quedas

v'=g - (k/m).v?
v(0) = Vo




Despoluicédo
M = Massa de poluentes
V' =Volume de solugao
C = Concentracao de poluentes

t =tempo
| €: entra
— | solucao "limpa": L g/l
e ¢/ vazdo: V, l/min
S: sai
7777777777777777777 solugdo "swa": C g/l
————————————— ¢/ vazdo: Vg l/min
77777777777 __E S

V'=Ve -V N V() = Vo + (Ve Vi)t

M =LV, -C.V

C=M/V - M=CV

C'=VM-MV)/V? - C'=M"-CV)/V

C'= (L-C).V,
Vo+ (Ve -V )t
C) =Co
Coluna / Pilar
h = altura
S = Secado da coluna em cada £ P /\
Pt=P+ Pc .
Pt/S=r1 E 0 I--I
P+Pc =18 FH
“ g | h
h
0-pS=18
S'= - (p/D.S 0

S(H) = So




Tesoura

x y
8,00 0
8,25 ?
8,50 ?
8,75 ?
9,00 ?
y .
X
A
C
x
b = angulo "de corte" =>tgb=k
a = angulo "de fechamento" =tga=yk
(a+b) = inclinagdo da curva =tg (a+b) =)'
I-tga.tgh 1-O/x).k
Por exemplo:
b =26°33'54,2" V= 2y +x
—k=tgb=172 2x-y
lc=38 8= 0
Avido
Planta do Aeroporto: Pouso (0,0)
k = V/A = razao entre as velocidades V' ( do Vento) e 4 (do Avi&o).
A e rom = _
Y y'=tga=PQ =RQO-=

!

vy
RQ

OR = 0P = OR = (V/A).
OP

VA

= OR==kx*+y)1/2
= x-RO = k(x?+y3)1/2

X-Y'= k(x4 1/2

X - k.(x? +y2)1/2

y(xo) =yo




Misseils

o
¢

D

O Missel A persegue 0 B o= — ot b Xl
O Missel B persegue o C ga=-y'=coth —x(k)

y-x
O Missel C persegue o D -
O Missel D persegue o A y_ x+ty-k
X=y
y0) =k

Cada Missel segue uma trajetéria similar, solu¢do de Equacgdes Diferenciais.
As solugdes sdo: ESPIRAS que se encontram no Centro do quadrado.
Questao: Se um missel ndo funcionar?

Lancamento Espacial
h = altura do foguete R = raio do planeta

t = tempo V' = velocidadde langamento
r =raio

P =mg
g~ 1/ =g=Ikn’
r=R+h

Fr=m.a
-P=mh”

-mg=mh”
ki =h" ="

k = depende do planeta
Terra: g =k/R° = 9,8 m/s’

k=gR’
r =k
)=V
#(0) =R

Sistema Mecénico Simples




AN

Fr=Fm-Fa+F

Fr=mp"
mp" =-kp-cp'+F =

Sistema Elétrico Simples

/

—
| F

NNNNN

0l

Fm=~p =Fm=-kp
Fa~p'" =Fa=cp'

”n

mp" + cp'+kp=F

p'0)="ro

p(0)=Po = p)=7

<V

R
—_— \j L
I
Ve +V,+ Ve =V Ve =R.i L.q"+R.q'+q/C=V
Ri+Li'tqgC=V Vi=L.i' q'(0) =1
Rqg'+Lq"+q/C=V Ve=q/C q(0) = Oy =qt)="
Comparacdo L.g" + R.qg'+ (1/C). g = 14
1 1 1 1
. . . .
m.p"+ c.p'+ k.p = F
(Carga) <= (posicao)
(Corresnte) <= (Velocidade)
(Resistor) <= (Amortecedor)
(Indutor) <= (Massa)
(Capacitor) <= (Mola)

S AN -

(Voltagem) <<=

(Forga)

xS o e



Calor na Barra

Fina
( = Temperaura Inicial Homogénea

t =tempo x = posigao
T = T(tx) = temperatura

X no ponto x
em cada instante ¢

Em cada trecho [x/,x2], a quantidade de Calor é:

O =mcTl +mcT2 +mcT3 + ... + mclIn,

x2
ou seja, com m = p.s.dx , 0= cspJT(t,x)dx
x1
x2
A taxa de variagdo deste calor, no tempo ¢ Q'=csp I T"(t,x)dx
x1

Em cada ponto x, a transferéncia de calor ¢ Ag = k.s.AT.At = Ag = k.s. AT .
Ax At Ax
Isto implica que: ¢’ = k.s.T'x.

No trecho [x/,x2], em cada instante ¢, temos que:

0'=q'(x2)-q'(x1) =ks.Tx(t, x2) - ks.Tx(t, xI)

x2 X2
O'= c.s.pjT'z(t,x)dx =k.s IT"xx(t,X)dx

xl X1
Como o trecho [x/, x2] foi qualquer, temos que c.s.p.T't(t, x) = k.s.T"xx(t, x).
Com A? = k/(c.p), temos que

Tt — A’T"xx = Equacgao do Calor
T(0,x) = ¢(x) = Temperatura inicial

Tt0) =0 = Esquerda em gelo
Tx(tL) =0 = Direita isolada
Alguns valores de A?: | Material A% (cm?/s)
Prata 1,71
Cobre 1,14
Aluminio 0,86
Ferro fundido |0,12
Granito 0,011
Tijolo 0,0038
Agua 0,00144




Corda Vibrante

,-'MH
Homogénea
Deslocamento Vertival
Sem Gravidade
=
Y
0 L 7

H] = H2 =T
H; =T,.cos a;
H> = Ts.cos a;
V,=T.sen a,
V,=Tssen a;
p = dens. linear

FR=ma = V,-Vi=pA.F'tt = T2seng,-Tiseng, — _ p.Ax . F'it
T T
To.sena, Ti.sena; = pAx. F"tt
Ts.cos a; T;.cos a; T
tga, -tga = p. F'tt
Ax T
Fx(x2)-Fx(x]) = pF'tt
Ax T
Para Ax pequeno = T.F'xx = p. F"tt
ComA’=T/p = F'tt — A2 F"xx
F'tt — A2 F'xx = Equ. da Onda
F(0,x) = ¢x) = Posicéo inicial
Ft(0.x) = V(x) = Velocidade inicial
Ft0) =0 = Extremidade esquerda
FtL) =0 = Extremidade direita




