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Para Inicio de
Conversa...

A experiéncia adquirida nestes mais de 20 anos de docéncia da disciplina me motivou a
apresentar um trabalho, cuja €nfase € o aspecto didatico. Procurei organizar um texto que
permita ao estudante “prosseguir sozinho™, se assim o desejar, sem naturalmente prescindir
da orientag@o do professor.

E, para tanto, como este livro foi pensado? O texto esta estruturado sobre os
dois grandes assuntos, intimamente relacionados, de seu titulo. Os “personagens”
dos quatro primeiros Capitulos sdo os Vetores, cujo papel é de fundamental im-
porténcia, ndo apenas no ensino da Matemética, como na aplicacio em outras are-
as. No final dos Capitulos 2 e 3 encontram-se duas aplicacdes na Fisica. No
Capitulo 1, a no¢do de Vetor € apresentada de forma intuitiva, e seu estudo é rea-
lizado por meio dos Tratamentos Geométrico e Algébrico. Este capitulo mereceu -
uma aten¢do muito “carinhosa” e por isso mais delongada, porquanto seu contei-
do facilitard sobremaneira a compreensédo do que esté pela frente. Os tltimos cinco
capitulos sdo dedicados a Geometria Analitica. O estudo da Reta, do Plano e das
Distancias (Capitulos 5, 6 e 7), estruturado sobre vetores, pretende conduzir o
estudante a interpretagdes geométricas de fatos algébricos. No Capitulo 8, curio-
sidades em torno das Conicas emolduram o assunto, e, finalmente, no Capitulo 9,
pretende-se fazer entender a origem das equagdes das Superficies Quddricas, a
partir das correspondentes Superficies de Revolugio.

A par de uma seqiiéncia légica dos assuntos, sdo apresentados 111 problemas resol-
vidos, que no texto estdo identificados como Exemplos. Sua criteriosa selegdo objetivou,
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na maioria das vezes, ndo sé complementar a parte tedrica, COmo preparar para 0 passo
seguinte.

Como estes apaixonantes segmentos da Matematica, Vetores e Geometria Analitica,
permitem a visualiza¢do dos conceitos, sdo apresentadas 214 Figuras, que podem auxiliar
em muito sua compreensio.

Além de tudo, um nimero expressivo e variado de Problemas Propostos no final de
cada capitulo, ao todo 460, proporcionard uma aprendizagem mais consistente.

A elaboragdo de um livro-texto, com a explicita fungdo didética voltada ao desenvol-
vimento de um trabalho académico, tanto dentro quanto fora da sala de aula, propde-se a
atingir dois alvos: o aluno e o professor.

Ao aluno, razio primordial do processo de ensino-aprendizagem, gostaria de me diri-
gir de um modo todo especial. As vezes é bom lembrar: Vetores e Geometria Analitica sio
assuntos de vital importincia na compreensdo de disciplinas tais como Calculo, Algebra
Linear, Equagdes Diferenciais, e outras, uma vez que, além de relacionarem as represen-
tagdes algébricas com entes geométricos, visam a desenvolver habilidades como raciocinio
geométrico e visdo espacial. Sua aprendizagem, entretanto, serd tanto mais segura € con-
sistente, quanto maior for o tempo dedicado a atividades extraclasse, principalmente na
solu¢do de problemas. Ao tentar resolvé-los, sugere-se ndo fazé-lo de forma “corrida”, e
sim saltando de dois em dois, ou de trés em trés, até o final. Assim se terd passado por
todo o conteddo e experimentado os diversos niveis de dificuldade. E, no caso de ainda
sobrar tempo, recomenda-se retornar e resolver aqueles que ficaram de fora, para reforcar
o conhecimento do conteiido. Estes problemas sdo apresentados na ordem de desenvolvi-
mento do texto, € os tltimos oferecem maiores desafios. Finalmente, para permitir a auto-
avalia¢@o do trabalho, Respostas sio apresentadas logo a seguir.

Ao professor e colega desejo manifestar a satisfagio deste langamento, colocando em
suas maos um texto, assim espero, facilitador de sua tarefa docente. E claro que este tem a
“cara” do autor, e meus ex-alunos certamente nele me identificariam. Da mesma forma,
cada professor tem suas ‘“‘peculiaridades” (ainda bem!), razio por que ndo € possivel fazer
um livro do agrado de todos.

O texto foi planejado para ser desenvolvido num semestre letivo de quatro aulas se-
manais. Entretanto, varidveis tais como bagagem do aluno, proposta do curso € objetivos
da disciplina podem requerer adaptagdes. Por esta razdo, foi apresentado um nimero ele-
vado de exercicios, para tornar possivel ao professor um maior ou menor aprofundamento
da matéria, assim como atendimento diferenciado aos alunos frente a seus interesses e
potencialidades. Além disso, os tipos variados de exercicios permitem ao professor sugerir
aqueles que melhor se adaptem ao seu gosto, estilo e objetivos.
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Finalizando, ciente de que o sucesso de toda iniciativa de construgdo e difusio de
conhecimentos muito depende das contribui¢cSes daqueles a quem se destina, dirijo este
apelo a todo usudrio — aluno ou professor — deste texto: se gostou, diga, por gentileza; e
da mesma forma, se ndo gostou dele. Opinides, criticas e sugestdes serdo bem-vindas, pois,
com toda a certeza, contribuirao para o aperfeicoamento de futuras edicdes.

Para suas apreciagdes, dirija-se diretamente para winterle.voy@zaz.com.br, ou es-
creva para a Editora, que me repassara as manifesta¢des que receber.

Pado Wairnterle
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Vetores

Com o propésito de garantir uma maior clareza para o leitor, a abordagem do estudo de
vetores sera feita por meio de dois tratamentos que se completam: geométrico e algébri-
co. A grande vantagem da abordagem geométrica € de possibilitar predominantemente a
visualizacdo dos conceitos que sdo apresentados para estudo, o que favorece seu entendi-
mento. Posteriormente, os mesmos assuntos e ainda outros serdo abordados sob o ponto de
vista algébrico, mais formal e abstrato.

O TRATAMENTO GEOMETRICO

Nocao Intuitiva

Existern dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. As escalares sdo aquelas que
ficam completamente definidas por apenas um niimero real (acompanhado de uma unidade
adequada). Comprimento, drea, volume, massa, temperatura, densidade, sdo exemplos de
grandezas escalares. Assim, quando dizemos que uma mesa tem 3m de comprimento, que o
volume de uma caixa é de 10 dm’ ou que a temperatura ambiente é de 30°C, estamos de-
terminando perfeitamente estas grandezas.

Existem, no entanto, grandezas que ndo ficam completamente definidas apenas pelo
seu médulo, ou seja, pelo nimero com sua unidade correspondente. Falamos das grandezas
vetoriais, que para serem perfeitamente caracterizadas necessitamos conhecer seu mdédulo
(ou comprimento ou intensidade), sua dire¢do e seu sentido. Forga, velocidade, acelera-
¢do, sdo exemplos de grandezas vetoriais.

Antes de apresentar um exemplo mais palpavel de grandeza vetorial, precisamos ter
bem presente as idéias de diregdo e de sentido. A Figura 1.1(a) apresenta trés retas. A reta
r; determina, ou define, uma direcdo. A reta r, determina outra diregao, diferente da dire-
¢do de ry. J4 a reta r3, por ser paralela a ry, possui a mesma dire¢do de r). Assim a nogao
de diregdo € dada por uma reta e por todas as que lhe sdo paralelas. Quer dizer, retas pa-
ralelas tém a mesma dire¢do.
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Na Figura 1.1(b) a diregéo é definida pela reta que passa pelos pontos A e B. O des-
locamento de uma pessoa nessa mesma direcao pode ser feito de duas maneiras: no sentido
de A para B ou no sentido contrério, de B para A. Portanto, a cada direcao podemos asso-
ciar dois sentidos. Fica claro entdo que s6 podemos falar em “sentidos iguais” ou em “sen-
tidos contrarios” caso estejamos diante da mesma direcéo.

Lp)
n

*°>
[ Yos]

A
Y

I3

@ ®

Figura I.1

Agora vamos a um exemplo. Consideremos um avido com uma velocidade constante
de 400 km/h, deslocando-se para nordeste, sob um angulo de 40° (na navegagio aérea, as
direcdes sdo dadas pelo dngulo considerado a partir do norte (N), em sentido horario). Esta
grandeza (velocidade) seria representada por um segmento orientado (uma flecha — Figura
1.2), sendo o seu médulo dado pelo comprimento do segmento (no caso, 4cm, e cada lcm
corresponde a 100 km/h), com a diregdo e o sentido definidos pelo dngulo de 40°. O senti-
do sera indicado por uma seta na extremidade superior do segmento.

Observemos que no caso de o dngulo ser 220° (40° + 180°), a dire¢do continua sendo
a mesma, porém, o sentido € o oposto. Este exemplo de grandeza vetorial sugere a no¢éo
de vetor.

Abstendo-se da idéia de grandezas vetoriais, diriamos que o vetor € representado
por um segmento orientado (um segmento esta orientado quando nele se escolhe um senti-
do de percurso, considerado positivo).
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Dois ou mais segmentos orientados de mesmo comprimento, mesma dire¢do (sdo
paralelos ou colineares) e mesmo sentido sdo representantes de um mesmo vetor. Na Figu-
ra 1.3 todos os segmentos orientados paralelos, de mesmo sentido € mesmo comprimento
de AB, representam o mesmo vetor, que serd indicado por

e

AB ou B-A

onde A € a origem e B a extremidade do segmento. O vetor também costuma ser indicado
por uma letra mintiscula encimada por uma flecha, tal como v.
B

Figura I3

Quando escrevemos v = AB (Figura 1.4), estamos afirmando que o vetor v € de-
terminado pelo segmento orientado AB. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com-

primento, mesma direcdo e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor V.
Assim sendo, cada ponto do espaco pode ser considerado como origem de um segmento

orientado que € representante do vetor v. Esta € a razio de o vetor também ser chamado vetor
livre, no sentido de que o representante pode ter sua origem colocada em qualquer ponto.

B

—_
v

Figura 1 4

Ainda, dados um vetor v = AB e um ponto P,
existe um sé ponto Q (Figura 1.5) tal que o segmento
orientado PQ tem o mesmo comprimento, a mesma
direcdo € 0 mesmo sentido de AB. Portanto, temos

também v PQ o que vem reforgar o fato de que

um representante de v pode ter sua origem em qual-
quer ponto P do espaco.
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O médulo, a diregdo e o sentido de um vetor v € o médulo, a diregdo e o sentido de

qualquer um dos seus representantes. Indica-se o médulode v porlvioullvll.

Casos Partuculares de Vetores

a) Doxs vetores u e v sio paralelos, e indica-se por

D

u//v, se os seus representantes tiverem a mesma dire- °—i—>
¢do. Na Figura 1.6, tem-se wlivilw , onde uev ttm . - >
o mesmo sentido, enquanto ue ; tém sentido contra- < w
rio ao de w .

Figura 1.6

- - -

b) Dois vetores u € v sio iguais, e indica-se por u=v,
se tiverem.iguais o médulo, a direc@o e o sentido.

c) Qualquer ponto do espago é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que € indicado

por 0 ou AA (a origem coincide com a extremidade). Pelo fato deste vetor ndo pos-
suir direcao e sentido definidos, considera-se o vetor zero paralelo a qualquer vetor.

d) A cada vetor ndo-nulo v corresponde um vetor oposto
v - -;, de mesmo médulo e mesma direcio de;, porém, de
) sentido contririo (Figura 1.7). Se v=AB , 0 vetor BA ¢é

0 oposto de A_.B , 1sto €, EA; = -TB.

Figura 1.7
e) Um vetor u € unitdrio selul=1.

A cada vetor v, v # 0, é possivel associar dois

vetores unitdrios de mesma direcdo de viue-u ’ R { - >
(Figura 1.8). Nesta figura, tem-se vl =3 e E._“_’__>§
lul=lul=1. O vetor u que tem o mesmo sentido :, -u 1
de v é chamado versor dev . Na verdade o vetor u
Figura 1.8

nido € versor s6 dev, mas sim de todos os vetores

paralelos e de mesmo sentido de v e medidos com a mesma unidade.
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f) Dois vetores uev (Figura 1.9(a)) sdo

=1

\

ortogonais, e indica-se por u L v, se al-

gum representante de u formar angulo

<l

reto com algum representante de v.
A Figura 1.9(b) apresenta dois repre-

<}

>
=

@) ) sentantes de u e v, com origem no ponto
A, formando angulo reto.
Figura 1.9 Considera-se o vetor zero ortogonal a
qualquer vetor.

g) Dois ou mais vetores sdo coplanares se
existir algum plano onde estes vetores
estdo representados. E importante obser-

<y

var que dois vetores u e V quaisquer
sdo sempre coplanares, pois basta consi-
derar um ponto P no espago e, com ori-
gem nele, tragar os dois representantes de

=

u e v pertencendo ao plano m (Figura

Figura 1.10 1.10) que passa por aquele ponto.

No caso de u e v serem ndo paralelos como nesta figura, estes vetores determinam

a “dire¢do” do plano T, que € a mesma de todos os planos que lhe sdo paralelos.
Trés vetores poderao ser coplanares (Figura 1.11(a)) ou nio (Figura 1.11(b)).

™

r—=Fk-—

<|

—
v

.

-

/V—V:r
\;

@ ' (b

=i

Figura 1.11




6 Vetores e Geometria Analitica

Exemplos
1) A Figura 1.12 € constituida de nove quadrados congruentes (de mesmo tamanho). De-
cidir se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagdes:

A B C D

a) AB=OF h) AC/HI o) PNLAM
ul N b) AM=PH i) JO/LD  p) |ACI=IFPI
L E ) BC=OP ) AI/FG g I|IFl=IMF|
> o d BL=-MC k) AB LEG 1) IAJI=IACI
K F & DE=-ED 1) AM L BL s) |IAOI=2INPI
f) AO=MG m)PELEC t) |[AMI=IBLI
! I H G g) KN = FI n) PN L NB :
Figura 1.12
Respostas

a) v d VvV g) F DV m) F pV s) V
b) V eV h) V k) V n) V qQ Vv ) V
¢) F HVv i) F DV o V r) F

2) A Figura 1.13 representa um paralelepipedo retdngulo. Decidir se é verdadeira ou falsa
cada uma das afirmacdes:

G
!
E :
D,:----—————-—-—-f ----- C
A B
Figura .13
a) DH = BF ¢) IAC|=IHFI
b) AB =-HG f) IAG|=IDFI
¢) AB L CG g) BG // ED

d AF L BC h) AB , BC e CG sio coplanares




Cap.1 Vetores

7

—_—

1) TB , FG e EG séao coplanares

m) AB , DC e CF sio coplanares

b)) EG , CB e HF sio coplanares n) AE é ortogonal ao plano ABC
k) Xé, DB e FG sio coplanares 0) AB ¢ ortogonal ao plano BCG
) AB, BG e CF sio coplanares p) DC é paralelo ao plano HEF
Respostas

a Vv e) V 1) m) V

b) F )y vV v n) V

c) Vv g) F k) Vv o) V

d Vv h) F ) F pVv

Operacées com Vetores

Adicao de Vetores

Consideremos os vetores u e v, cuja soma u + v pre-
tendemos encontrar. Tomemos um ponto A qualquer (Fi-
gura 1.14) e, com origem nele, tracemos um segmento

orientado AB representante do vetor u. Utilizemos a ex-
tremidade B para tragar o segmento orientado BC repre-

-

sentante de v. O vetor representado pelo segmento
orientado de origem A e extremidade C &, por definico, o

-

vetor soma de u e v, isto é,
u+v=AC
ou
AB + BC = AC

A

Figura 1.14

<4

Sendo u // v, a maneira de se obter o vetor u + v € a mesma e esta ilustrada na

Figura 1.15(a) (G e v de mesmo sentido) e na Figura 1.15(b) (E e v de sentidos

contrarios).

=4

Figura .15
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D No caso de os vetores u € v ndo serem paralelos, hd uma

- -

outra maneira de se encontrar o vetor soma u+v. Repr'e-

sentam-se u = AB e v=AD por segmentos orientados de
mesma origem A. Completa-se o paralelogramo ABCD (Fi-
gura 1.16) e o segmento orientado de origem A que corres-
ponde & d1agona1 do paralelogramo éovetor u + V isto €,

u+v=AC
Figura 1.16 ou
A_.B + TD = Ké
Para o caso de se determinar a soma de trés vetores ou mais, o procedimento € anélo-
go (Figura 1.17(a)) e, em particular, se a extremidade do representante do dltimo vetor
coincidir com a orlgern do representante do primeiro (Figura 1.17(b)), a soma deles seréd o

vetorzero(u +V AW+ t O)

—

-
v v

)

e
|
=4

-

(@) ' ®
Figura 1.17
Sendo u, v e w vetores quaisquer, a adi¢do admite as seguintes propriedades:

I) Comutativa: u + v=v +u

£

I) Associativa; (G + ;)+ u+ (; + ;)

-

IS

III) Elemento neutro: u + 0 =

IV) Elemento oposto: u + (-u)=0

- -

O vetor u + (-v), escreve-se u - v, € chamado diferencga entre u ev .

~ = Observemos que no paralelogramo determinado
. u+y pelos vetores uev (Figura 1.18), verifica-se que
) .y asoma u+vé representada por uma das diago-
nais, enquanto a diferenga u-v pela outra dia-

T gonal.

Figura 1.18
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Exemplos
1) Com base na Figura 1.12, pagina 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com
origem no ponto A:

a) AC + CN e) AC + EO i) MO - NP

b) AB + BD fy AM + BL j) BC - CB

c) AC + DC g)ﬁ(+ﬁ k)fﬁ+ﬁ\i+ffl§

d AC + AK h) AO - OE ) BL + BN + PB

Solucao

a) AN ¢ AB e AM g AH i) AC k) AE
b)AD d A0 ) AK h) Al j) AC )

2) Com base na Figura 1.13, pagina 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com
origem no ponto A:

a) TB+& e)?d+ﬁi
b) BC + DE f) EF - FB
c) BF+§I g)?B+E+TE
d EG - BC h) EG + DA + FH
Solucao
a) AF c) ﬁ e) AH g)?d
b) AE d AB f) AF h) AD

3) Dados dois vetores u e v nado-paralelos, construir no mesmo gréafico os vetores u o+ v

- - -

u -V,Vv-1ue- ll - V todos com orlgem €m um mesmo ponto.

Solucao

Para os vetores u e v da figura, tem-se:
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4) Provar que as diagonais de um paralelogramo t€m o mesmo ponto médio.

Solucao
Consideremos o paralelogramo ABCD de dia-
c gonais AC e BD e seja M o ponto médio de AC

M (Figura 1.19), equivale dizer que AM = MC .
Vamos provar que M € também ponto médio de
BD. Pela ﬁgura tem-se

B BM = BC + CM (defini¢do de soma)

= AD + MA (igualdade de vetores)

= MA + AD (propriedade comutativa)
MD (deﬁmgao de soma)
Ora, como BM = MD conclui-se que M € ponto médio de BD.

D

Figura 1.19

Multiplicacao de Numero Real por Vetor
Dado um vetor v # 0 e um niimero real o # 0, chama-se produto do niimero real o. pelo
vetor v , 0 vetor av tal que
a) modulo: lov | = loll v I, isto é, o comprimento de av é igual ao comprimento de v
multiplicado por | . ;
b) direcdo: (x; € paralelo a ; ;
¢) sentido: oV e v tém o mesmo sentido se 0. > 0, e contrario se & < 0.
Sea=0o0uv= 0 entdo oLv = 0

A Figura 1.20 apresenta o vetor ve alguns de seus mult1plos

-
v
—_—
2V _
- 3V
1y
2
9

Figura 1.20
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Observacées
a) Considerando o ponto O como origem de v, v # 0, e de todos os vetores a.v que lhe
sdo paralelos (Figural.21), se fizermos o assumir todos os valores reais, teremos repre-

sentados em uma s6 reta todos os vetores paralelos a v .

—

v
- - — o
g e ——&
-
v

2V v O 2

.
-

Y
Y

- -
-3 v 4v

Figura 1.21

Por outro lado, supondo u // v, v # 0, sempre existe um nimero real o tal que

—

u=av.
Por exemplo, na Figura 1.22, onde D A
DC esta dividido em cinco segmentos \ o ' i, ;C
congruentes (de mesmo comprimento), em
relag@o ao vetor AB (IAB | = 2), tem-se Figura 1.22
AC=2AB
2
BD =-2AB
CD = _gA_]_’:

b) Vimos em Casos Particulares de Vetores, Figura 1.8, pagina 4, que a cada vetor v,

- o o - P
v # 0, € possivel associar dois vetores unitdrios paralelos a v. O vetor unitdrio — v
vl

-

v . -, -~
ou — de mesmo sentidode v é o versorde v .
[vi

Por exemplo,

selvli=35,0versorde v é

b

W<l

- 1 - -
selvl:;,ovcrsordev é 3v;

N -~ v
selvl=10, o versor de-v e-E.
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Exemplo
Seja o vetor v # 0. Determinar o vetor paralelo a v tal que
a) tenha o mesmo sentido de v e médulo 5;

b) tenha sentido contrario ao de v e médulo 10.

Solucao
T A partir de um vetor arbitrario v # 0 (Figura 1.23) é sempre
v p g p
- p . . .l v
3 possivel associar os dois vetores paralelos e unitarios: —-
-— - Ivi
vl -
v . - v . L. -
-~ —ﬁ (mesmo sentido de v) e -—— (sentido contrério ao de v ).
v vl
Logo, tem-se as solugdes:
Figura 1.23 g ¢ - -
Sv 10v
a) — € b) -—=
Ivl (vl

Se u e v sdo vetores quaisquer e ¢ e § nimeros reais, a multiplicagdo de mimero
real por vetor admite as propriedades:

D (oB)v =B V) ) (0 +B)V =av +Pv

2T+ V) M) a(u + v)=ou +av  IV) lv=v
2y

A Figura 1.24 ilustra a propriedade III para o. = 2, isto &,
. > 2(u + v)=2u +2v.
u 2u

Figura 1.24

Exemplos

A

1) Representados os vetores u, v €

<4

w como na Figura 1.25(a), obter

graficamente o vetor x tal que /&
% =20 -39 + ~w.
(@ (b)

Solugao: Figura 1.25(b) Figura 1.25
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2) Demonstrar que o segmento cujos extremos sdo os pontos médios de dois lados de um
tridngulo € paralelo ao terceiro lado e igual 4 sua metade.

Solucao
Seja o tridngulo ABC e M e N os pontos médios dos lados CA e CB, respectivamente (Fi-
gura 1.26).

Pela figura, tem-se ¢

—_—  — —

MN=MC+CN
_lac+lcs
2 2

:%(E+§)

1 — A B
=—AB
2 Figura 1.26

Portanto, M—N /! TB eIWI: %’E'

Angulo de Dois Vetores
O dngulo entre os vetores ndo-nulos tevéo angulo 0 for-
mado por duas semi-retas OA e OB de mesma origem O (Figu-

ra 1.27), onde u = &, v = OB e 0 £0 <1 (0 em radianos)
ou 0°<6<180°.

Seu//v eu e v tém o mesmo sentido, entdio 6 = 0. E o

que ocorre, por exemplo, com os vetores u e 2u que tém o
mesmo sentido (Figura 1.28(a)).

Figura 1.27

Seu//veu ev tém sentidos contrérios, entdo 8 = . E o caso de u e -3u (Figu-
ra 1.28(b)).

._uﬁ .—uﬁ
2u -3u
@ (b)

Figura 1.28
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Problemas Propostos

1)

2)

3)

A Figura 1.29 apresenta o losango EFGH ins- g Of G
crito no retangulo ABCD, sendo O o ponto de

interse¢do das diagonais desse losango. Decidir A F B
se € verdadeira ou falsa cada uma das seguintes

afirmacdes: Figura 1.29

a) EO = OG f) H-E=0-C k) AO // OC

b) AF = CH ) IACI=1BD| ) AB L OH

¢) DO = HG h) |0—A|=%|ﬁac m) EO L CB

d) IC-0l=10-BI iy AF // CD n) AO L HF

e) [H-Ol=H-Dl i) GF // HG o) OB =-FE

Decidir se € verdadeira ou falsa cada uma das afirmacdes:
a)Seu =v,entdolul=Ivl
b) Selul=lvl,entio u = v.

¢)Seu// v,entdo u =

P <

d) Se u = ;,entéo ullv.

e) Sew =u + v,entdolwl=lul+lvl.

f) I;I=IEI+ I;I, entao G, ; e \7 sdo paralelos.

g) Se AB = DC , entdo ABCD (vértices nesta ordem) é paralelogramo.
h) I5vI=5vi=5lvl.

i) Os vetores 3y e-4v sio paralelos e de mesmo sentido.

i) Seu//v,lul=2elvi=4,entdo v =2u ou v =-2u.

-

k) Se|;I=3, o versor de -10v é —%.

Com base na Figura 1.29, determinar os vetores abaixo, expressando-os com origem no
ponto A:

a) OC + CH ¢) EO + BG ) OG - HO

b) EH + FG f) 20E +20C i) AF + FO + AO

c) 2AE +2AF g)%B—C+Eﬁ

d) EH + EF h) FE + FG
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4) O paralelogramo ABCD (Figura 1.30) é determinado D M c
pelos vetores AB e AD , sendo M e N pontos médios )
dos lados DC e AB, respectivamente. Determinar:
a) AD + AB d) AN + BC . -
b) BA + DA e) MD + MB A N b
¢) AC - BC f) BM - %Eé Figura 1.30

5) Apresentar, graficamente, um representante do vetor u - v nos casos:

—
v -
u
- - ;;
—- -
u v u v
-
u

() () © @

6) Determinar o vetor x nas figuras:

-
— b v - g
. X u u X > -
u X u
- -
- -
= X oV v
v

(@ (b) © (d
7) Dados trés pontos A, B e C ndo-colineares, como na Figura 1.31, representar o vetor
X 1OS Casos:
a) x = BA +2BC ) x
b) x =2CA +2BA d x =

=3AB -2BC
lAB 2CB

Figura 1.31
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8)

9)

Dados os vetores u e v da Figura 1.32, mostrar, em um
grafico, um representante do vetor ~
ayu-v
b) v -u
u

) -v -2u
d) 2u -3V Figura 1.32

No triangulo ABC (Figura 1.33), seja AB =a e AC =b.
Construir um representante de cada um dos vetores

a) 210 Q) a+ib
2 2
p 20 ¢) 2a-1b
2 2
b-a 1-
c —a- 2b
) 7 D3

Figura 1.33

10) Dados os vetores ;, l-; ec (Figura 1.34), apresentar,

11)

12)

graficamente, um representante do vetor x tal que ay _

R - - - b
a) x =4a -2b-c¢ ‘//f
b) (a+b+c)+x=0

c) a+c+x—26

Figura 1.34
Na Figura 1.35 estdo representados os vetores coplanares W
u v e w . Indicar, na proprla ﬁgura 0s vetores
a) avebw talqueu_av +bw -
v
b) ou e Bw tal que v =ou +[3W
Teria sido possivel realizar este exercicio no caso de os
vetores u, v € w serem ndo-coplanares? u
Figura 1.35

Sabendo que o angulo entre os vetores u e v € de 60°, determinar o angulo formado
pelos vetores

a) ue-v b)-ue2v c)-ue-v d) 3ue5v
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13) Dados os vetores coplanares G, vew representados na x
Figura 1.36, determinar
a) um representante do vetor ; + S;, sendo
- - - - - = u
X=u+2vey=v-2u;
b) o angulo entre os vetores -3V € W ; 60
¢) o angulo entre os vetores 2ue-w. 45
14) Demonstrar que os pontos médios dos lados de um quadrildtero 7
qualquer sdo vértices de um paralelogramo.
15) Demonstrar que o segmento de extremos nos pontos médios dos Figura 1.36
lados nao-paralelos de um trapézio € paralelo as bases e
igual a sua semi-soma. y
16) No tridngulo ABC (Figura 1.37), temse BM = ~ BC e
2
== 1 — revie< B *—e C
BN= 3 BC. Expressar os vetores AM e AN em fun- N M
¢dode AB e AC. Figura 1.37
Respostas de Problemas Propostos
) ayVv e) F iy vV m) V
b) F f) F D F n) F
o)V gV k) VvV o)V
d Vv h) V ) Vv
2)a Vv d Vv g F DV
b) F e) F h) V k) V
c) F f) F i) F
3) a) AE d AB g) AH; ) AC
b) AC &) AO h) AD
) AC fy AD ) AO
4) a) AC _ c) AB e) MN
b) CA d)' AM fy BD
6) a) u-v b) -u -v ¢) v-u du+v
11) Nio
12) a) 120° b) 120° c) 60° d) 60°
13) b) 75° c) 60°

1—

16) m%(rmﬁ) e m=§E+EAC
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O TRATAMENTO ALGEBRICO

Vetores no Plano
Consideremos dois vetores ;1 e ;2 nao-paralelos, representados com a origem no mesmo

ponto O, sendo r; e r, retas contendo estes representantes, respectivamente, (Figura 1.38).

Figura 1.38

Os vetores u, v, w, t , X ey, representados na figura, sdo expressos em fungio

de v; e v por
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u=5vi+4v, t=3v;-2v,
vV =-2vi +3v; x=4v1+0vz
W =-4v]-vy y Ov1 +2V2

De modo geral, dados dois vetores qualsquer v1 e vz ndo-paralelos, para cada vetor

v representado no mesmo plano de V1 e V2 , existe uma s6 dupla de niimeros reais a; e

a, tal que

—_ -

Vi=a Vi+ a; vy o (D

A Flgura 1.39 ilustra esta situag3o,
onde v1 e vz 8ao0 vetores ndo-paralelos

quaisquer e v é um vetor arbitrério do
plano determinado por v; e v;

Quando o Vetor v € expresso como

em (1) dlz-se que v é combmagao linear

de v1 evz O conjunto B = {vl, V2 }é
chamado base no plano. Alids, qual-quer
conjunto de dois vetores ndo-paralelos
constitui uma base no plano. Embora estejamos simbolizando a base como um conjunto,
nés a pensamos como um conjunto ordenado. Entdo, dada uma base qualquer no plano,
todo vetor desse plano é combinagio linear dos vetores dessa base, de modo tinico.

Os nimeros a; e a, da igualdade (1) sdo chamados componentes ou coordenadas

Figura 1.39

de v na base B (a,€ a primeira componente e a, a segunda componente):

O vetor v da igualdade (1) pode ser representado também por v= (a;,a,)g ou
ve=(aj,a,).

Na pritica, as bases mais utilizadas sdo as ortonormais.

Uma base {él , 52 } € dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e unitarios,
istoé, se e L ey elejl=leyl=1.

Dentre as infinitas bases ortonormais no plano, uma delas é particularmente impor-
tante. Trata-se da base que determina o conhecido sistema cartesiano ortogonal xOy. Os
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vetores ortogonals e unitdrios, neste caso, sao simbolizados
por ie i ambos com origem em O e extremidades em
(1 O)e (O 1) respectivamente, (Figura 1.40), sendo a base
={1, ] } chamada candnica. Portanto, i= =(1,0)e
i=©.
Daqui por diante, trataremos somente da base canonica.

Figura 1.40

Dado um vetor v qualquer do plano (Figura 1.41), existe uma s6 dupla de nimeros
x e y tal que

v=xi+yj ‘ )

Os nlimeros x e y sdo as componentes de y
Vv na base canénica. A primeira componente € A
chamada abscissa de v ea segunda componente e
y é a ordenada de v.

~O vetor v em (2) sera também representa- i A
do por

4

o
i |
Y

-4

>

v =(XY) 3)

dispensando-se a referéncia a base candnica C. Figura 1.41
A igualdade (3) sugere a defini¢@o:

Vetor no plano é um par ordenado (x, y) de nimeros reais.

O par (x, y) é chamado expressdo analitica de v . Para exemplificar, veja a seguir
alguns vetores e suas correspondentes expressdes analiticas:

37 -5] =(3,-5) 47 =(-4,0)
37 =(0,3) 0 =(0,0)
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Observacao

—

A escotha proposital da base {_i., r } deve-se exclu-
sivamente a simplificacdo. A cada ponto P(x y) do
plano xOy corresponde o vetor v = =OP =xi + y _]

(Figura 1.42). Quer dizer, as coordenadas do ponto

X

extremo P sdo as proprias componentes do vetor OP o)
na base canomca Em geral, deixa-se de indicar nos

eixos os vetores l € _] como se V€ nessa ﬁgura Figura 1.42

De acordo com as consideragdes feitas, o plano pode ser encarado como um conjunto
de pontos ou um conjunto de vetores.

Igualdade de Vetores
Dois vetores u = (x1,yp)e v = (x3,¥,) sdo iguais se, e somente se, X;= X, € y;=Y,,

- -

escrevendo-se u =v .

Exemplo
Ovetoru—(x+1 4)elgualaovetorv—(5 2y 6)sex+1=5e2y-6=4oux=4e
y= 5ASS1mseu—v entiox =4,y = 5eu—v-(5 4).

Operagoes com Vetores

Sejamos vetores u =(Xx1,y;)e v =(X,,y,) ea e R. Define-se:
1) U+ v =(X1+X2,Y+Y,)

2) ou = (oxy, oy;)

Portanto, para somar dois vetores, somam-se as correspondentes coordenadas, e para
multiplicar um niimero real por um vetor, multiplica-se cada componente do vetor por este
nimero.

As Figuras 1.43(a) e 1.43(b) ilustram as definicdes das operacdes dadas acima.
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L
>

ay, f----------------r---Zz0U
- 1
u '
_____________ ]
h ! :
) 1
] [}
1 )
X 1 L > X
o X, ax,
(@ ®
Figura 1.43

Considerando estes mesmos vetores, tem-se ainda:

-u =(-Du =(-x4,-yp)

u-v=u+(-v)=(x,y)+(Xg,-Y2)=(X-X5,¥1-Y2)

As defini¢des anteriores e as operagGes algébricas dos mimeros reais permitem de-
monstrar as propriedades:

a) para qualsquer vetores U,V ew,temse

U+v=v+u (u+v)+w—u+(v+w)
u+0=u u+(u)-

b) para ¢ quaisquer vetores U e v e os nimeros reais o. B, tem-se
oc(Bv) (aB)v (+P)u =ou +Pu
oc(u+v)_ u+0cv 13:3

Sugerimos como exercicio ao leitor, demonstrar estas propriedades.

Exemplos

1) Dados os vetores u = 2,-3)e v = (-1, 4), determinar 3u+2ve3u-2v.

Solucao
30 +2v =32,-3) + 2(-1,4) = (6, 9) + (-2, 8) = (6- 2, -9 + 8) = (4, -1)
3u -2V =3(2,-3)-2(-1,4) = (6, -9) + (2, -8) = (6 + 2,9 - 8) = (8, -17)

2) Determinar o vetor X na igualdade 3x +2u = % ; + ;, sendo dados u = 3,-De

v = (-2, 4).
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Solugao
Esta equagdo, em vista das propriedades das operagdes com vetores expostas anterior-
mente, pode ser resolvida como uma equagio numérica:

6x +4u=v+2x
6x-2x=v - 4u
4x=v - 4u

- 1_._.

X==v-u
Substituindo u e v nesta equagio, vem

- 1
x=2(24)-G,-1)

=(—%, +(3, 1)

:(-% -3,1+1)
7
—(-5,2)

3) Encontrar os niimeros a, € a, tais que
V =a;vi+a,va,sendo v =(10,2), vi= (3, 5) e va = (-1, 2).
Solucao
Substituindo os vetores na igualdade acima, temos
(10,2) = a;(3,5) + a,(-1, 2)
(10,2)=(3a,5a;) + (-a,,2a,)
(10,2)=(3a;-a,,5a; +2a,)
Da condi¢do de igualdade de dois vetores, conclui-se que
3 al - az = 10
5 al + 232 = 2
sistema cuja solugio € dada por a; =2 e a, = -4. Logo, v = 2;1 - 4;2.
E conveniente observar que este sistema sempre terd solu¢do dnica no caso de ;1 e

v, formarem base do plano, o que realmente acontece.
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Vetor Definido por Dois Pontos

Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(X;,y;) e extremidade em B(x,,y;)
(Figural.44).
De acordo com o que foi visto em (3), os vetores a e —O_B’ tém expressdes analiticas:
OA =(X;,y1) € OB =(X5,¥2)

Yy

Por outro lado, do tridngulo OAB da figura, vem * A

OA + AB = OB
donde

AB = OB - OA 5
ou

AB:(XQ,Y2)'(X1aY1) [¢) X
e

AB =(X,-X, Y2 -Y)) Figura 1.44

isto é, as componentes de AB sdo obtidas subtraindo-se das coordenadas da extremidade
B as coordenadas da origem A, razdo pela qual também se escreve AB =B - A.

E importante lembrar que um vetor tem
infinitos representantes que s30 Os segmentos Al y)
orientados de mesmo comprimento, mesma dire-
¢do e mesmo sentido. E, dentre os infinitos repre-

sentantes do vetor AB, o que “melhor o B(x2, %,)

caracteriza” € aquele que tem origem em O(0, 0) e
extremidade em P(x,-Xx;,y, - y;) (Figura 1.45).

I

O vetor v=0P ¢ também chamado vetor

posicdo ou representante natural de AB.

P(X- %, ¥2- %)

Figura 1.45

Na Figura 1.46, os segmentos orientados OP, AB e CD representam o mesmo vetor

v=P-0=B-A=D-C=(3,1). ‘

Esta figura deixa claro que o fato de os segmentos orientados ocuparem posi¢des
diferentes, € irrelevante. O que importa, € que eles tenham o mesmo comprimento, a mes-
ma dire¢do e 0 mesmo sentido para representarem o mesmo vetor.
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y
A
...... B(1,4
4/,,: (1,4)
/ \
i ]
A(-2,3) SRR R - D(4,3)
| = a
: 2TTTRa :
] [} )
' || S—— Fommmmmm= P(3,1);
i v ) i
H ! H H - x
2 0 1 2 3 4 T
Figura 1.46

Por outro lado, sempre que tivermos

—_—

v=AB ou v=B-A
podemos também concluir que

B=A+v ou B=A+ AB
isto &, o vetor v “transporta” o ponto inicial A para o ponto extremo B.

Retornando a Figura 1.46, onde v = (3, 1), tem-se

B=A+v =(23)+@3 1=(,4

D=C+v=(,2+@3,1)=4,3)

P=0+v=00+@31)=03,1)

Ainda uma ilustra¢do: na Figura 1.47, os
vértices do tridngulo sio os pontos A(4 1),

B(5, 3) e C(3, 5) e os vetores u, v e w indi-
cados sdo

u= AB =B-A=(lL,2) -
v—BC C-B=(2,2)

w=CA=A-C= 1, -4
Observamos ainda que

u+v+w—0—(00)

[\ Ep———

Figura 1.47

Exemplos
1) Dados os pontos A(-1, 2), B(3, -1) e C(-2, 4), determmar o ponto D de modo que

] —

CD = - AB.
2
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Solucgao
Seja D(x, y). Entéo,
CD=D-C=x,y)-(-2,)=(x+2,y-4)

AB =B-A=(3,-1)-(-1,2) = (4, -3)
Logo,

(x+2,y-4)= 264, 3)
3
(x+2y-4)=(, -5)
Pela condigio de igualdade de dois vetores, tem-se
X+2=2
4 3
y-4=-—
2
. . < 5
sistema cuja solucdo éx=0ey =E .

Portanto, D(0, %).

Observacao
Este problema poderia, também, ter sido resolvido da seguinte maneira:

dacondic;ﬁoC_D. =%TB ouD—C=%TB,vem
D=C+%KB e

1 3 5
D=2 4+ (43 =29+ 2 -3)=02).

2) Sendo A(-2,4) e B(4 ,1) extremidades de um segmento, determinar os pontos F e G que
dividem AB em trés segmentos de mesmo comprimento.

Solucao
Pela Figura 1.48 tem-se
AF = FG = GB = ; AB
Mas e i ¢ 5

AB =B-A=(4,1)-(2,4)=(6,-3) Figura 1.48

1— 1
—AB == (6,-3)=(2, -1
3 3( )=(@2,-1
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Portanto,
F=A+ 3 AB =(-2,4)+(2,-1)=(0, 3)
G=F+ % AB =(0,3)+ (2,-1)= (2, 2)
3) Sendo A(2, 1) e B(5, 2) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e M(4, 3) o
ponto de intersecdo das diagonais, determinar os vértices C e D.

Solucao _

Em Adi¢do de Vetores, Exemplo 4, pagina 10, demonstrou-se que as diagonais de um
paralelogramo tém o mesmo ponto médio, isto &, AM = MC e BM = MD.

Entdo, pela Figura 1.49 tem-se

—_—

C=M+ MC =M+ AM

e
D=M+ MD =M + BM (ou: A + BC) D c
Mas,
AM =M-A=(2,2)
M
e
BM =M-B=(1,1) A B
Portanto.
’ Fi 1.49
C=(4.3)+2.2=@5) bt
e
D=4,3)+(-1,1)=(3,4)
Ponto Médio
Seja o segmento de extremos A(X,,y;) € B(x,,y5) y
(Figura 1.50). Sendo M(x, y) o ponto médio de AB, A A
podemos expressar de forma vetorial como
AM = ﬁ M
ou
(X-X1,¥-y)=(X3-X%, ¥,-Y) B
e dai _ , 0 X
X-X|=X2-X € Y-¥1=Y2-Y
Resolvendo em relagéo a x e y, temos Figura 1.50

X=X+ X, e 2y=y,+Y,
ou
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_XitXy y=y1+y2
2 2

Portanto,

X1+ X5 y1+y2 )

M
=5 2 2

Exemplo
O ponto médio do segmento de extremos A(-2, 3) e B(6, 2) é
-2+ 6 3 +2 5
M M 25 ~
( > ——)ou M( 2 )

Paralelismo de dois Vetores
Vimos que, se dois vetores u = (x1.y1)e v = (x,,Y,) sdo paralelos, existe um nimero

real o tal que u=ov , ou seja,
(X1, y1) =0(X5,Y7)
ou
(xp,y1) =(0x,, 0y;)

que pela condi¢io de igualdade resulta em
X1=0X; € Yy =0y;
donde

“L=d =g

X2 Y2

Esta é a condi¢@o de paralelismo de dois vetores, isto & dois vetores sdo paralelos
quando suas componentes forem proporcionais.
Exemplo
Os vetores u = (-2, 3) e v = (-4, 6) sdo paralelos pois
' -2 3
-4 6
Observacoes

a) Considera-se o vetor 0= (0,0) paralelo a qualquer vetor.




Cap.1 Vetores 29

b) Se uma das componentes de um vetor for nula, a componente correspondente de um

vetor paralelo também € nula.

Modulo de um vetor

Seja o vetor v= (x, y) (Figura 1.51). Pelo teorema de
Pitagoras, vem

|V|=\/X2 +y2

Exemplo
Se v = (2, -3), entiio

Wl=(2)> +(-3) =v4+9 =13 u.c. (unidades de comprimento)

Observacées
a) Distancia entre dois pontos
A distdncia entre dois pontos A(x;,y,) e

B(x,,y,) (Figural.52) é o comprimento (médulo) do
vetor X»B , 1sto €,
d(A,B)=I1ABI.

Como AB =B-A=(X;-X{,y,-Yy;), temos

d(A, B) = Vx4 (3,3

b) Vetor Unitario

y
A
v
y
s} " 2 X
Figura I.51
y
\
— B
| AB|
A
X
Figura 1.52

Vimos em Multiplicacdo de Niimero Real por Vetor, Figura 1.23, pagina 12, que a

- - Y . . . el - v .
cada vetorv, v# 0, é possivel associar dois vetores unitdrios paralelos a v: — (é o

<

versor de v ) e seu oposto - —=-.
vl

[vl
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Exemplo
O versor de v = (3,-4)é

SV (64 64 643 4

ulvl1/+(4) \/55_5_55

O versor &, na verdade, um vetor unitario, pois

(— -—) \/( )2+ \E \/7

E importante observar que este versor u é também versor de todos os vetores milti-

plos de v que tiverem o mesmo sentido dele.
Para exemplificar, o versor de 2v = 2(3, -4) = (6, -8) é ainda
v _ (68 _(638)_ 6 8 _3 4

u="== = (315 = (503
vi Jel+(g? 10 10710
Exemplos
1) Dados os pontos A(2, -1) e B(-1, 4) e os vetores u= (-1, 3) e v = (-2, -1), determinar
a) lul ¢) 12u -3vI
b) Il_i + ; | d) a distancia entre os pontos A ¢ B
Solugao

a) lul =/(-1)* +32 = [1+9 =10
b) Por ser u+v= (-1, 3) + (-2, -1) = (-3, 2), temos
u+vl = 1(:3,2) =4(3)>+2% =/9+4 =413
¢) Porser2u -3v =2(-1,3)-3(-2, -1) = (2, 6) + (6, 3) = (4, 9), temos
2u - 3vI = I(4, 9)l = /16 + 81 = /97
d) Por ser AB =B-A= (-1, 4) - 2, -1) = (-3, 5), temos
d(A,B) =1 ABI| = I(-3,5) =~+/9+25=+34
2) Determinar, no eixo Ox, um ponto P que seja eqiiidistante dos pontos A(-1,-2) e B(S,-4).
Solucao
O ponto procurado € do tipo P(x, 0). Deve-se ter

d(P, A) =d(P, B)
ou

IPA|=IPBI
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Mas,
PA =A-P=(1-x,-2) e PB=B-P=(5-x, -4), logo
I-1-x, -2l =15 - x, -4)l

ou

JE-02 422 =f5- %2 +(-4)2
ou

1+2x+ x> +4=25-10x+ x2 + 16
(]

x=3
Portanto o ponto é P(3, 0).
3) Dado o vetor v = (-2, 1), achar o vetor paralelo a v que tenha
a) o mesmo sentido de v e trés vezes o médulo de v ;
b) sentido contrério ao de v e a metade do médulo de v ;
¢) o mesmo sentido de v e médulo 4;

d) sentido contrario ao de v e médulo 2.

Solucao
a) Basta multiplicar o vetor por 3: 3 v= 3(-2, 1) = (-6, 3)

: 1 1- 1 1
b) Basta multiplicar o vetor por -—: -— v =-— (-2, ) =(1, -—
) p por-—: - > (-2, D) =( 2)

¢) Um vetor unitdrio obtido a partir de v é
v _(21) 2 1

ﬁ_ Ja+1 _(-ﬁ’ﬁ

) (€ o versor de v).

Uma vez que o vetor procurado deve ter médulo 4 e mesmo sentido de v , basta multi-

plicar o versor por 4:
2 1 8 4

C“FEETEE

d) Uma vez que o vetor procurado deve ter médulo 2 e sentido contrario ao de v, basta

multiplicar o versor por -2:

2 1 4 2
2= =) = (— o).
‘5 55
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Vetores no Espaco

Vimos em Vetores no Plano que a base candnica { i, j } no plano determina o sistema

cartesiano ortogonal xOy e que a um ponto P(x, y) qualquer desse plano corresponde o

vetor OP =x i + yj ,isto é, as préprias coordenadas x e y do ponto P sdo as componen-

tes do vetor OP na base candnica (Figura 1.42), pagina 21.

Figura .53

No espago, de forrna ana]oga considerare-
mos a base candnica { i, j, k} como aquela

que ird determinar o sistema cartesiano ortogo-
nal Oxyz (Figura 1.53), onde estes trés vetores
unitarios e dois a dois ortogonais estdo represen-
tados com origem no ponto O. Este ponto € a
direcio de cada um dos vetores da base
determinam os trés eixos cartesianos: o eixo Ox
ou eixo dos x (das abscissas) corresponde ao

vetor i , o eixo Oy ou eixo dos y (das ordenadas)

corresponde ao vetor j e o eixo Oz ou eixo dos z

(das cotas) corresponde ao vetork . As setas nessa figura indicam o sentido positivo de
cada eixo, chamado também de eixo coordenado.

Cada dupla de vetores da base, e, conseqiientemente, cada dupla de eixos, determina
um plano coordenado. Portanto, temos trés planos coordenados: o plano xOy ou Xy, o
plano xOz ou xz e o plano yOz ou yz. As Figuras 1.54(a) e 1.54(b) ddo uma idéia dos

planos xy e xz, respectivamente.

z

A

A

d
/

Y

(@

X

///

Figura 1.54
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Assun como no plano a cada ponto P (x, y, z) do espago ird corresponder o vetor
OP =xi+ y j + zk isto €, as préprias coordenadas x, y e z do ponto P sdo as compo-

nentes do vetor OP na base candnica. As coordenadas x, y e z sdo denominadas abscissa,
ordenada e cota, respectivamente. A Figura 1. 55(a) apresenta um ponto P(x, y, z) no espa-
¢o e a Figura 1.55(b) o correspondente vetor v= OP que representa a diagonal do para-

lelepipedo cujas arestas sdo definidas pelos vetores x 1 y _] ezk.

/
AR O,
N
\
<

ol
[}
I
|
|
1
[}
]
I
|
|
[}
[}
[}
}
]
I
1
"4

@ (®)
Figura 1.55
Ovetor v = xi +yj +zk também sera expresso por

v= (X, Y, 2)
que € a expressdo analitica de v. Para exemplificar
2i-3] +k=(2,3, 1)

i-j=(-10)
2j - k=(0,2 1)
k=(0,0,4)

e, em particular, i =(1,0,0), j =(0,1,0) e k = (0, 0, 1).
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Para algumas observagdes, tomemos o paralelepipedo da Figura 1.56 onde P(2, 4, 3).
Faremos considera¢des a pontos como também poderfamos referi-las aos correspondentes
vetores.

YA
A b
/
]
]
|
F ; P
'
1]
]
oL c
————————————————————— —
7 4 Y
//,
//
20/
/" ’

Figura 1.56

Com base nesta figura, e levando em-conta que um ponto (X,y,z) €std no
a) eixodos x quandoy=0ez=0, tem-se A (2, 0, 0);

b) eixo dos y quando x =0 e z =0, tem-se C (0, 4, 0);

c) eixodos zquandox =0ey=0, tem-se E (0, 0, 3);

d) plano xy quando z = 0, tem-se B(2, 4, 0);

e) plano xz quando y = 0, tem-se F(2, 0, 3);

f) plano yz quando x = 0, tem-se D (0, 4, 3).

O ponto B € a projegdo de P no plano xy, assim como D e F sdo as projegdes de P
nos planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2, 0, 0) € a projecdo de P(2, 4, 3) no eixo
dos x, assim como C(0, 4, 0) e E(0, 0, 3) sdo as projecdes de P nos eixos dos y e dos z,
respectivamente.

Como todos os pontos da face
a) PDEF distam 3 unidades do plano xy e estdo acima dele, sdo pontos de cota z = 3, isto

€, sdo pontos do tipo (%, y, 3);
b) PBCD distam 4 unidades do plano xz e estio a direita dele, sdo pontos de ordenada y = 4,
isto é, s@o pontos do tipo (x, 4, z);
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c) PFAB distam 2 unidades do plano yz e estdo 2 frente dele, sdo pontos de abscissa x =2,
isto €, sdo pontos do tipo (2, y, z). x=0

, Mo

E muito importante que o leitor
tenha presente os casos especiais dos b (0,0,2)
pontos pertencentes aos eixos e aos
planos coordenados, ilustrados na Fi- *0y.2)
gura 1.57. Esta figura mostra que o y=0
eixo dos x pode ser descrito como o * (x,0.2) ~0
conjunto dos pontos do tipo (x, 0, 0), . — >{x;0
ou seja, daqueles que ttmy =0ez =0, 0.0
enquanto que o plano xy como o con- * (x,y,0)
junto dos pontos do tipo (x, y, 0), ou (x,0,0) z
seja, daqueles que tém z = 0. y=0

Comentarios andlogos fariamos {Z=0

para os outros eixos e planos coorde- Figura 1.57
nados indicados nessa figura.

1
[l

Ao desejarmos marcar um ponto no espago, digamos A(3, -2, 4), procedemos assim
(Figura 1.58):
12) marca-se o ponto A'(3, -2, 0) no plano xy;
29 desloca-se A' paralelamente ao eixo dos z, 4
unidades para cima (se fosse -4 seriam 4 uni- -
dades para baixo) para obter o ponto A. -

Os trés planos coordenados se interceptam
segundo os trés eixos dividindo o espaco em oito
regides denominadas octantes (Figura 1.59). A
cada octante correspondem pontos cujas coordena-
das tém sinais de acordo com o sentido positivo p#==---- 3
adotado para os eixos. O primeiro octante € cons-
tituido dos pontos de coordenadas todas positivas. x
Os demais octantes acima do plano xy se sucedem Figura 1.58
em ordem numérica, a partir do primeiro, no senti-
do positivo. Os octantes abaixo do plano xy se sucedem na mesma ordem a partir do
quinto que, por convengio, se situa sob o primeiro.

-2
_—,\——'——:
’ -

4 - O

¢-——-------—-a
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Figura 1.59

A Figura 1.60 apresenta os pontos A, B, C e D situados acima do plano xy e todos
de cota igual a 2, enquanto os pontos A', B', C' e D' estdo abaixo desse plano e tém cota -2:

ponto A(6, 4, 2), situado no 12 octante

ponto B(-5, 3, 2), situado no 2° octante

ponto C(-6, -5, 2), situado no 32 octante

ponto D(5, -3, 2), situado no 4° octante

ponto A'(6, 4, -2), situado no 5° octante

ponto B'(-5, 3, -2), situado no 62 octante

ponto C'(-6, -5, -2), situado no 72 octante

ponto D'(5, -3, -2), situado no 8°2 octante
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>——T—e

Xy

Figura 1.60

Igualdade — Operacées — Vetor Definido por Dois
Pontos — Ponto Médio — Paralelismo — Médulo de

um Vetor
As definiges e conclusdes no espago, relativas aos titulos acima, sdo analogas as do plano:
D) Dois vetores u = (x1,¥1, 2D e V= (X2,Y,, Z,) sdo iguais se, e somente se,
X=X Y1=Y2€21=2,.
1) Dados os vetores u =(X,yY, Z1) e v =(X;,,Y,, 2y) e 0 € R, define-se:
u+ v =(X1+X,,Y1+Y2,21+2)
ou =(0x, 0y, 00zZ))
II) SeA(xy,y,, 2;)eB(X,,y,,2,) sdo dois pontos quaisquer no espaco, entio
AB =B-A=(Xy-X,¥2-¥1,25-2))
Ja vimos que: se ; =B - A, entdo
B=A+v.
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B(x,+a, y;+b, z;+c)

A(Xl!yl le) ‘_;=(a)byc)

y

Figura 1.61

VI) O mdédulo do vetor v = x,y,

Ivi =\/x2 +y2 +22.

A Figura 1.61 indica que para encontrar as coor-
denadas do ponto extremo B, somam-se ordenadamente
as coordenadas do ponto inicial A com as componentes

do vetor v.
IV) Se A(X;,Y;, z;) e B(x,,y,,2,) sdo pontos ex-
tremos de um segmento, o ponto médio M de AB é

M(x]+x2’y1+y2,zl+zz).
2 2 2

V) Se os vetores u= (X,y1,2;) € v=(X5,Y¥,, Zy)

sdo paralelos, entdo

- - X VA
u=qgv ou —1—=-y—1=—1.

z) € dado por

Fica a cargo do leitor a deducgio desta férmula.

Exemplos

1) Dados os pontos A(0, 1, -1) e B(1, 2, -1) e os vetores ﬁ =(-2,-1, 1), ;: (3,0,-1)e

w

w =a1AB+a2u+a3V.

!

Solugao

(-2, 2, 2), verificar se existem os niimeros a;, a, € a; tais que

AB=B-A=(1,2,-1)-(0,1,-1)=(1, 1, 0)
Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta

(-2,2,2)=a; (1,
ou
('25 2» 2) = (al,a]

L0O)+ a, (-2,-1, 1)+ a3 (3,0,-1)

,0)+ (-2a,,-a,,a,)+ (Ba3,0,-a3)

Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem
('2, 2, 2) = (a1'2az+3 a3, al'az, az-a3)
Pela condigdo de igualdade de vetores, obteremos o sistema

a;-2
a-

a, +3ay;=-2
a, = 2 @)
a2 - 33 = 2

que tem por solucdo a; =3, a,=1¢e a;=-1.
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Logo

Observacao
No plano, todo conjunto {;1 » V2 } de dois vetores ndo-paralelos constitui uma de suas

bases, isto €, todo vetor desse plano é combinagio linear de Vievs.

No espago, todo conjunto de trés vetores ndo-coplanares constitui uma de suas ba-
ses, isto €, todo vetor do espago pode ser escrito de modo tinico como combinacio linear
dos vetores desta base.

Como no exercicio anterior o sistema (4) tem solugdo dnica (a;=3, a,=1¢e a; =-1),

podemos “intuir” que o conjunto {AB u v } € uma base deste espago e, portanto, estes

trés vetores sdo ndo-coplanares.

2) Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo ABCD, sendo dados AQ3, -2, 4),
B@, 1,-3) e C(0, 1, 2).

Solucao
O ponto D (Figura 1.62) é dado por D c
D=A+BC ou D=C+ BA

Como EE =C-B=(-5,0,5), pela 1* igualdade
obtemos A B
D=(@3,-2,4)+(-5,0,5)
D=(2,-2,9)
3) Sabendo que o ponto P(-3, m, n) pertence i reta que passa pelos pontos A(l -2,4)e
B(-1, -3, 1), determinar m e n.

Figura 1.62

Solucao
Como os pontos A, B e P pertencem 2 mesma reta (Figura 1.63), qualquer dupla de veto-
res formados utilizando estes trés pontos sio paralelos. Tomemos a condicdo AB // AP

ou seja
(-2,-1,-3)// (-4, m+ 2,n-4)
€, portanto, A 1'3 P
—2 -1 -3
_4 m+2 m A Figura 1.63
ou
2m+2)=4
2n-4)=12

sistema de solu¢dom=-4 en = -2.
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4) Seja o tridngulo de vértices A(4, -1, -2), B(2, 5, -6) e C(1, -1, -2). Calcular o compri-
mento da mediana do tridngulo relativa ao lado AB.

Solucao

A mediana em questdo, de acordo com a Figura 1.64, € o segmento que tem como extremi-
dades o ponto médio M de AB e o vértice oposto C. Entdo, o comprimento da mediana € o

médulo do vetor MC . ¢
M(4+2,'l+5,_2_6) ou MG, 2, -4)
2 2 2
e A >
MC =C-M=(l,-1,-2)- (3,2, -4) = (-2, -3,2)
Portanto Figura 1.64

MCl=/(- 22 +(-3)2+2% =/4+9+4 =17

Problemas Propostos

1) Dados os vetores u=2i- 3]7., v=1i- I ew =-2T+T,determinar
a) 2u -v c)%ﬁ-ﬂ-\_v'
- - — - 1 - 1 —
b) v-u +2w d3u-—v-—w
2 2

2) Dados os vetores u = 3,-1)e v = (-1, 2), determinar o vetor x tal que

a) 4(£-§)+%Z =2u - x

b) 3% - 2V - u)=2(4x -3u)
3) Dados os pontos A(-1, 3), B(2, 5), C(3, -1) e O(0, 0), calcular
a) OA - AB b) OC - BC c) 3BA -4CB
4) Dados os vetores u= 2, -4), v= -5 e w = (-12, 6), determinar a; e a, tais que

W=alu+a2V

5) Dados os pontos A(3, -4) e B(-1, 1) e o vetor v= (-2, 3), calcular

a) (B-A)+2v ¢) B+2(B-A)
b) (A-B)- v d) 3v-2(A-B)

6) Sejam os pontos A(-5, 1) e B(1, 3). Determinar o vetor v= (a, b) tal que
Q) B=A+2v b) A=B +3v

Construir o grifico correspondente a cada situag@o.




Cap.1 Vetores 41

7) Representar no grafico o vetor AB eo correspondente vetor posi¢ao, nos casos:
a) A(-1,3)eB(3,5) c) A4, 0)eB(0, -2)
b) A(-1,4)e B4, 1) d AG,1)eB(@3,4)

8) Qual o ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor v= (-1, 3), saben-
do que sua extremidade estd em (3, 1)? Representar graficamente este segmento.

9) No mesmo sistema cartesiano xOy, representar

a) os vetores G: 2,-De ; = (-2, 3), com origem nos pontos A(1, 4) e B(1, -4), res-
pectivamente;

-

b) os vetores posicdo de uev.
10) Sejam os pontos P(2, 3), Q(4, 2) e R(3, 5).
a) Representar em um mesmo gréfico os vetores posi¢io de u, v e w de modo que
Q=P+u,R=Q+veP=R+w.
b) Determinar U+v+w.
11) Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para
a) A(-3,-1), B@,2)e C(5, 5)
b) A, 1), B(7,3) e C(3, 4)
12) Sabendo que A(1, -1), B(5, 1) e C(6, 4) sdo vértices de um paralelogramo, determinar
o quarto vértice de cada um dos trés paralelogramos possiveis de serem formados.
13) Dados os pontos A(-3, 2) e B(5, -2), determinar os pontos M e N pertencentes ao

segmento AB tais que AM = % AB e AN = % AB. Construir o grifico, marcando

os pontos A, B, M, N e P, devendo P ser tal que ;P = % TB .

14) Sendo A(-2, 3) e B(6, -3) extremidades de um segmento, determinar
a) os pontos C, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo com-
primento;
b) os pontos F e G que dividem o segmento de AB em trés partes de mesmo comprimento.
15) O ponto P pertence ao segmento de extremos A(x,,y,) e B(x,,y,) e a distincia
dele ao ponto A € a terga parte da distancia dele ao ponto B. Expressar as coordena-
das de P em fungdo das coordenadas de A e B.

16) Dados os vetores u = (1, -1), v=(-3,4) e w = (8, -6), calcular

a) lul o lwl 121 - wl g~
vl

. L. L :
b) vl dlu + vl flw -3ul h)| =
Iul
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17)
18)
19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

Calcular os valores de a para que o vetor u = (g, -2) tenha médulo 4.

(=2 I =

1 . P
Calcular os valores de a para que o vetor u = (a, E) seja unitario.

Provar que os pontos A(-2, -1), B(2, 2), C(-1, 6) e D(-5, 3), nesta ordem, sao vértices
de um quadrado.

Encontrar um ponto P de eixo Ox de modo que a sua distancia ao ponto A(2, -3) seja
igual a 5.

Dados os pontos A(-4, 3) e B(2, 1), encontrar o ponto P nos casos

a) P pertence ao eixo Oy e € eqiiidistante de A e B;

b) P € eqiiidistante de A e B e sua ordenada € o dobro da abscissa;

¢) P pertence a mediatriz do segmento de extremos A e B.

Encontrar o vetor unitdrio que tenha (I) o mesmo sentido de Ve () sentido contrario
av , NOS Casos:

a) v=-i +] b) v=3i -]

Q) v=(1,3) d) v=(0,4)

Dado o vetor v = (1, -3), determinar o vetor paralelo a v que tenha:

a) sentido contrario ao de v e duas vezes o médulo de v ;

b) o mesmo sentido de ; e moédulo 2;

¢) sentido contrario ao de v emédulo 4.

Tragar no mesmo sistema de eixos os retingulos de vértices

a) A0, 0, 1), B(0, 0, 2),C(4,0,2)eD4,0, 1)

b) A2, 1, 0), B(2, 2, 0), C(0, 2,2) e D(0, 1, 2)

Tracar o retangulo formado pelos pontos (x, y, z) tal que

a)x=0,1<y <4 e 0< z<4

b)-1<x £2,05y <3 ez=3

Construir o cubo constituido dos pontos (X, y, z), de modo que

a) 4<x<-2,1<y<3e0<z<L2

b) 25 x £0,2<y<4e-4<z <-2

Construir o paralelepipedo retdngulo formado pelos pontos (x,y,z), de modo que
1 <x<3,3<y<5e0<z<4. Quais as coordenadas dos oito vértices do paralelepipedo?
Calcular a distancia do ponto A(3, 4, -2)

a) ao plano xy; d) ao eixo dos x;

b) ao plano xz; e) ao eixo dos y;

c¢) ao plano yz; f) ao eixo dos z.
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30)

31)

32)

33)

Figura 1.65

O paralelepipedo retingulo de dimensdes 3,

4 e 5 esta referido ao sistema Oxyz con-
forme a Figura 1.66. Cons1derando um
segundo sistema chamado de O'x'y'z', onde
Ox//O'x', Oy//O'y' e Oz//0'z', e sendo O'
um dos vértices do paralelepipedo de
acordo com a figura, determinar as coor-
denadas dos pontos O, A, B, C, De O
em relagdo aos sistemas dados.

29) A Figura 1.65 apresenta um paralelepi-

pedo retangulo de arestas paralelas aos
eixos coordenados e de medidas 2, 1 e
3. Determinar as coordenadas dos

vértices deste solido,

A(2,-1,2).

sabendo que

z
T \
5 C
1
]
]
1
1 O' '
y >y
]
]
]
1
Pox
+
]
O,:- ------------------ oy
/,,, 4
A B

Figura 1.66
Dados os pontos A(2, -2, 3) e B(1, 1, 5) e o vetor v = (1, 3, -4), calcular:
a) A+3v ¢) B+2(B-A)
b) (A-B)-v d) 2v -3(B-A)

Dados os pontos A(3, 4, -2) e B(-2, 1, 0), determinar o ponto N pertencente ao seg-

mento AB tal que AN = %E .

Dados os pontos A(l, -2, 3), B(2, 1, -4) e C(-1, -3, 1), determinar o ponto D tal que

AB+CD 0.
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34)

35)

36)
37)
38)
39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

Sabendo que 3u - 4v =2 w , determinar a, b, e ¢, sendo u =(2,-1,¢), v=(a,b-2,3)e
w = (4, -1, 0).

Dados os vetores u = (2,3, -1), v=(1,-1, 1) ew = (-3, 4, 0),

a) determinar o vetor ; de modo que3a - ; + ;=4; + 2;/. ;

b) encontrar os nimeros a,, a, € a; tais que a, u + a, v+ as w = (-2, 13, -5).

Représentar no mesmo sistema Oxyz o vetor v= (1, -1, 3) com origem nos pontos

0(0, 0, 0), A(-3, -4, 0), B(-2, 4, 2), C(3, 0, -4) e D(3, 4, -2).

Sendo A(2, -5, 3) e B(7, 3, -1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e

M(4, -3, 3) o ponto de interse¢d@o das diagonais, determinar os vértices C e D.

Determinar os trés vértices de um tridngulo, sabendo que os pontos médios de seus

lados sdo M(5, 0, -2), N(3, 1, -3) e P(4, 2, 1).

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o segmento

AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique de valor?

Sendo A(-2, 1, 3) e B(6, -7, 1) extremidades de um segmento, determinar

a) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de
mesmo comprimento;

b) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mes-
mo comprimento.

O ponto A é um dos vértices de um paralelepipedo e os trés vértices adjacentes séo B,

C e D. Sendo AA' uma diagonal do paralelepipedo, determinar o ponto A' nos se-

guintes casos:

a) A3, 5,0),B(1,5,0),C3,54eD@3,2,0)

b) A(-1, 2, 1), B(3, -1, 2), C(4, 1, -3) e D(0, -3, -1)

¢) A(-1,2,3),B(2,-1,0),C(3,1,4)eD(-2,0, 5)

Apresentar o vetor genérico que satisfaz a condigao:

a) paralelo ao eixo dos x; e) ortogonal ao eixo dos y;
b) representado no eixo dos z; f) ortogonal ao eixo dos z;
¢) paralelo ao plano xy; g) ortogonal ao plano xy;
d) paralelo ao plano yz; h) ortogonal ao plano xz.

Quais dos seguintes vetores U = (4, 6, 2), v = (-6, 9, -3), w = (14, 21, 9) e t = (10, -15, 5)
sdo paralelos?

Dado o vetor w = (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores u= (3, 2, -1) e
v= (a,6,b)+2 w sejam paralelos.

A reta que passa pelos pontos A(-2, 5, 1) e B(1, 3, 0) € paralela a reta determinada
por C(3, -1, -1) e D(0, m, n). Determinar o ponto D.

Verificar se sdo colineares 0s pontos:

a) A(-1,-5,0),B(2,1,3)e C(-2,-7,-1)
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47)

48)

49)

50)

51)
'52)

53)

54)
55)

56)

b) A2, 1,-1), B(3,-1,0)e C(1, 0, 4)

) A(-1,4,-3),B(2, 1,3)e C4,-1,7)

Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence 4 reta que passa pelos pontos A(-1, -2, 3) e
B(2, 1, -5), calcular m e n.

Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para

a) A(-1,0,3),B(1,1,2)e C(3, -2, 5)

b) A(4,0,1),B(5,1,3)eC(3,2,5)

Verificar se sdo unita’lrios 0s seguintes vetores:

a=(L1L1) e vao(t 2 1

f\/_«/_

. 13
Determinar o valor de n para que o vetor v= (n, —E,Z) seja unitario.

Determinar o valor de a para que u= (a, -2a, 2a) seja um versor.
Dados 0s pontos A(l, 0, -1), B(4 2, 1) e C(1, 2, 0), determinar o valor de m para que

IVI—7 sendo v=mAC + BC.

Determinar o valor de y para que seja eqiiildtero o tridngulo de vértices A(4, y, 4),
B(10,y, -2) e C(2, 0, -4). _
Obter o ponto P do eixo das abscissas eqiiidistante dos pontos A(3,-1,4)eB(, 2, -3).
Obter um ponto P do eixo das cotas cuja distincia ao ponto A( 1,2,-2) sejaigual a 3.

Dado o vetor v =(2, -1, 3) determinar o vetor paralelo av que tenha
a) sentido contrario ao de v etrés vezes 0 médulo de v v;
b) o mesmo sentido de v e médulo 4,

¢) sentido contrario ao de v e médulo 5.

Respostas de Problemas Propostos

1)

2)

3)
4)

2) G3,-5) b) (-5, 4) o (1, -%) d) (% 9)
15 15 23 11
9 (2.2 B (2D
a) (-4, 9] b) (2, 5) ¢) (-5, -30)
aj=-le a,=2

5) a) (-8, 11) b) (6, -8) c) (-9, 11) d) (-14, 19)

6)

8)

10)
11)

a)v=(3,1) b C:(-z,%)
(45 '2)

b) 0

a) D(-2, 2) b) DA, 2)
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12) 2,2), (0,-4) e (10,6)
13) M, 0), N(%, —%), P9, -4)
14) a) C(O0, %), D(2, 0), E4, —%)
2 10
b) F(g, 1), G(?, -1)
3 4% 3, . N

15) P(4x1+ YRVEL 4)
16) a) V2 0 10 & 213 9 (3 %)

b) 5 d) V13 f) 34 h) 1
17) +243
18) ig
20) (6,0)o0u(-2,0)
21) a) PO, 5) b) P(-5, -10) c) P(x,3x+5),xe R
22) a) (_L —1——)e(—1— __1_) )(L_L) e (_i L)

NFIENCREERNIND) V10~ 10 V10 V10
LA 1 ﬁ
o) ( E 7) ('E '7 d) (0, 1) e(0,-1)
2 6 12
23 2,6 b
) 2)(-2,6) )(ﬁ(_) «/ﬁ) C)(\/—\/—

27) Vértices da base inferior: (1, 3 0),(1,50),3,3,00e(3,5 0

Vértices da base superior: (1, 3, 4),(1,5,4),(3,3,4e(3,5,4)
28) a) 2 o) 3 e) V13

b) 4 d) 245 f)-5
29) B(2, -3, 2), C(3, -3, 2), D3, -1, 2), EG3, -1, 5), F(2, -1, 5), G(2, -3, 5), H(3, -3, 5)
30) em relagdo a Oxyz: O(0, 0, 0), A(3, 0, 0), B(3, 4, 0), C(0, 4, 5), D(3, 0,5) e O3,4,5)

em relagdo a O'x'y'z": O(-3, -4, -5), A(0, -4, -5), B(0, 0, -5), C(-3, 0, 0), D(0, -4, 0) e

0'(0, 0, 0)
31) a) (5,7,-9) b) (0, -6, 2) ¢ (-1,7,9 d)y (5, -3, -14)
32) N, -2, -g)
33) D(-2, -6, 8)
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) a=-L b=L c=4
2 4’
112 4
35) a) x=(—, =, —
) a) x ( '3 3)

b) a1_2, a,=-3,a;=1
37) C(6,-1,3)eD(1,-9,7)
38) 4,-1,-6),(6,1,2)e (2, 3,0)
39 9,7, 11)

40) a) (0, -1, 5), 2,-3,2), @4, -5, %)

2 57 135
b) (—3~ 3 5) ( 3 3)
41) a)(1, 2, 4) b) O, -7, -4) c) 5,-4,3)
42) a)(x, 0, 0) c) (x,5,0) e) (x,0,2) 2 (0,0, z)
b) (0, 0, z) d) (0 Yy, 2) f x50 h) (0, y, 0)
43) sdo paralelos: u vet
44)a=9eb=-15
45) D0, 1, 0)
46) a) sim b) ndo ) sim
47) m=5 e n=-13
48) a) D(1,-3,6) b)D(2,1,3)
49) v é unitério
50) iﬁ
4
1
51) ig
52) 3 ou B
5
53) 2
54) P@3,0,0)
55) P(0,0,0) ou P(0,0,-4)
8 4 12 10 5 15
56 -6,3,9 b s - - - s
A S R v A v Sl v Al v







Produto
Escalar

Definicao Algébrica
Chama-se produto escalar de dois vetores u = X i+ vi ;+ Z ke

- —_ — - - -

V=X, i+y, j +Z, k, e serepresenta por u . v, ao nimero real

u.v=x1x2+y1y2‘+ Zy Z, (1)

O produto escalar de u por v também € indicado por <u, v >eselé “u escalar v .

Exemplos

1) Dados os vetores u =31 —5; +8kev=4] —2]? - E,tern—se
u.v= 34) - 5(2)+8(1)_12+10 -8=14

2) Sejam 0s vetores u =(3,2,De v —(1 -4, -1). Calcular:
a)(u+v) (2u-v) b)u. c)O

Solucao
a) Comou + v =(2,-2,0) e
2u - v =(6,4,2)- (-1, -4, -1) = (7, 8, 3), tem-se
(U+v). QU - v)=2(7)-28) + 03) = 14 - 16+ 0 = -2
U=33)+22)+1(1)=32+22+12=9+4+ 1= 14
u=(0,0,0). (3,2 1)=03)+02) + 0(1) = 0

<

=2
N
O s

O
~—
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3) Dados os vetores u = @4, 0,-1)e v = (0, 2,3)eos pontos A (4,-1,2)e B (3, 2, -1),

determinar o valor de ¢ tal que G . (;; + EX) =3.

Solugao
BA =A-B=(1,-3,3)
v +BA=(23)+(,-33)=(@+1,-1,6)

Substituindo e resolvendo a equagdo dada, vem

4,0,-1). (+1,-1,6) =5

4o+ D+ 0o(-1)-1(6)=5

4a+4-0-6=5
3o

o

7
7
3

Propriedades do Produto Escalar

Para quaisquer vetoresu, v e w e o nimero real o, € facil verificar que:

D E vV=v.u
m u. (§+§)_E.§+E.§ e (U+V). W=U.W+V.w
1I0) (x(u .V) (ocu) v=u (ocv)
V) u. u>0 se uz0 e u.u=0, seﬁz():(0,0,0).
V) u.u =lul?
De fato, vimos que o médulo do vetor u= (%, y, z) é dado por
lul= JxZ+y?+z? .
Tendo em vista que
u.u =x,¥,2). X,¥,2) = X2+ y2+zz,
conclui-se que
al=+a.u
ou de modo equivalentel_i u=lul
Demonstraremos a propnedade II, deixando a cargo do leitor as demais. Se

u =(X1,¥1,21)s v =(Xp,Y9,29)€ w =(X3,Y3,23), entdo




g
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u. (;+;)=(xl, Y 2y) « Xy +X3, Y5 + Y3, 25 +23)
=X (X, +X3) +y(y, +y3) +2,(2, +25)
= XXy + X X3+ Y Y, +Y Y3 +2,2, +2,2,
=(X1Xy +Y1Ys +21Z5) + (X, X5 + Y, Y3 +2,25)
—u.v+u.w
Exemplos
1) Sendolul=4,Ivi=2eu . v=3, calcular 3u -2V). (-u+4v)

Solucao
(Bu-2v). (-u+4v)

30 . (-u+4v)2v. (-u+4v)
=3u.u+120.v+2v.u - 8.V
3lul?+14u. v - 8lvl?
3(4)2 +14(3) - 8(2)2
48+42 - 32

=38
2) Mostrar que lu + v =lul+2u.v + v

Solucao
lu+vl? =(u+v).(u+v)
=u.(u+v)+v.@u+v)

=u.u4u.v+v.u+v.v
=lul +2u. v+Ivi?
Observacao
De forma andloga demonstra-se que
lu - vP=lul-2u.v +1vP
3) Provarque(il’+§;).(G-Q):IGIZ-I;I2

Solucao
u+v).(u-vy=u.@@ - vV+v.@u-v)

=u.u-u.v+v.,u -v.v

=lul® -1v)?
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Deﬁnlgao Geométrica de Produto Escalar

Se u e v sdo vetores ndo-nulos e 6 o dngulo entre eles, entdo

u.v=lullvicos® )

Aplicando a lei dos co-senos ao tridngulo ABC da Figura 2.1, temos

lu - vP=lal+IvP-2lullvicos® 3) a
Por outro lado, de acordo com o exemplo 2 (item anterior): - .
lu - vl =lul+IvP-2u.v 4) y oY
Comparando as igualdades (3) e (4): 7\
B+ 1VR-28.v =1aP+1vR-20a1171cos 8 * B
e, dai
3.y =1al1v1cos B, 0°< < 180° Figura 2.1

Conclusio: O produto escalar de dois vetores ndo-nulos € igual ao produto de seus médulos |
pelo co-seno do dngulo por eles formado. J

Exemplo

Sendolul=2, Ivi=3e120°0 angulo entre u ev , calcular
a) u.v b)lu + vl c)lu—GI
Solucao

a) Pela relacao (2), tem-se

=lul Ivicos 120°=(2)(3)(-%)=-3

b) Vimos que
lu + vP=lul+2u.v +IvP
Entéo,
lu + vP=2242(3)+3%=7
€, portanto,

lu + vi=+7
¢) De forma anéloga tem-se
lu - vP=1ul-2u.v +IvP
=22 - 2(-3)+3?
=190
e, portanto

lu - vi=+19
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Observacoées

a) Vamos exemplificar com um caso particular a equiva-
léncia das expressdes do produto escalar apresentadas
em (1) e (2). Pela Figura 2.2 vemos que o dngulo forma-
do pelos vetores u = (1, 1,0 e v =(0, 1, 0) é 45°.
Entéo, por (1), temos

u.v =10 +1(1)+ 00) =1

e, por (2)

NG

a.v = 151151 cos 45° = (2) (1)(72)=1

Figura 2.2

b) Deixaremos de demonstrar dois resultados validos para todos os vetores uev:
1) lu.vi<lullv| (Desigualdade de Schwarz)
2)lu + vISlul+1v] (Desigualdade Triangular)

utv
A segunda desigualdade confirma a propriedade geométrica segundo a
qual, em um trifngulo (Figura 2.3), a soma dos comprimentos de dois la-
dos (lu !+ Iv l) € maior do que o comprimento do terceiro lado (lu + v I). it
Figura 2.3

A igualdade somente ocorre quando u e v forem paralelos e de mesmo sentido.
¢) Como em (2) o sinal dea . ; € o mesmo de cos 6, conclui-se que:
19 u.v >0 & cos 0> 0 < 0°< < 90° (Figura 2.4(a))

29 u.v <0 cos B< 0 & 90° < 0 < 180° (Figura 2.4 (b))
3°) u.v =0 cos 0 =0 O=90° (Figura 2.4 (c))
- v
v
0 v 8 . i
i i v
(@) ® - ©

Figura 2.4

<y
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Esta tltima afirmacio estabelece a condi¢do de ortogonalidade de dois vetores:

Dois vetores u e v sdo ortogonais se, € somente se, u. v=_0.

Exemplos

1) Mostrar que os segumtes pares de vetores 530 ortogonais:
a) u_(l -2, 3)ev =4,5,2)
b) ie _]

Solugéo
a) u.v=14)-2(5)+32)=4-10+6=0
b) i. ] =(1,0,0).(0,1,0)=10)+ 0(1) + 0(0)=0

Observacao
O vetor 0 € ortogonal a todo vetor, isto é, 0.v =0 paratodov.

2) Provar que o tridngulo de vértices A(2, 3, 1), B(2, 1, -1) e C(2, 2, -2) € um tridngulo
retangulo.

Solucao

A forma mais simples de provar a existéncia de um angulo reto € mostrar que existem dois
vetores que determinam os lados do tridngulo cujo produto escalar € zero. Consideremos os
vetores

—_—

AB = (0, -2, -2)
AC = (0, -1,-3)
BC = (0, 1,-1)
(poderiamos também considerar os vetores opostos deles).
Calculemos:

AB.AC =(0,-2,-2).(0,-1,-3)=0+2+6=8#0
AB.BC =(0,-2,-2).(0,1,-1)=0-2+2=0
Tendo em vista que AB.BC = 0, o tridngulo € retangulo em B.

3) Determinar um vetor ortogonal aos vetores ;1 =(,-1,0)e ;2 =(1,0,1).

Solugao

Seja u = (x y, Z) o vetor procurado. Como ué ortogonal a V] evz, devemos ter
u.v1 =x,v,2).(1,-1,0=x-y=0
UV =(%,y,2).(1,0,)=x+2=0
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O sistema

X'y=0 (lo'l"l)
x+z=0 N

tem infinitas solugdes do tipo

y=X € z=-X

Logo, os vetores ortogonais a ;1 e v sdo da forma u = (x, X, -x)
ou u =x(l1, 1, -1), x € R, isto &, sdo todos multiplos de (1, 1, -1), con- Figura 2.5
forme sugere a Figura 2.5.

4) Demonstrar que as diagonais de um losango sio perpendiculares entre si.

Solucao c
Lembremos que todo losango é um paralelogramo cujos lados tém o A
mesmo comprimento.
Consideremos o losango ABCD (Figura 2.6). u
Devemos mostrar que D B

AC.DB =0

FazendofB:n
AC=u+veDB-= ng

AC.DB = (u+v). (u- C)—luF IviE=0 (5)

poislul:lv[.

<i
=X

, pela figura vemos que

;%I

(<
4 A
Figura 2.6

5) Provar, utilizando o produto escalar, que o 4ngulo inscrito em uma semicircunferéncia
é reto.

Solucao
Observemos que, considerados os vetores u € v como na

Figura 2.7, os vetores u+ve u-vdeterminam o angulo
inscrito na semicircunferéncia. Portanto, de maneira andloga
ao exemplo anterior, visto em (5), temos

(u+v).(u-v)=luP-1viF=0

pois lu | = v | (medida do raio).

Figura 2.7
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Calculo do Angulo de Dois Vetores

Da igualdade
u.v =lullvicos 0, vem
— — -
u.v
‘ cos O === )
lul vl

H
['"

férmula a partir da qual se calcula o dngulo 6 entre os vetores u € v ndo-nulos.

Exemplos

1) Calcular o dngulo entre os vetores u = (1,1,4)e v = (-1, 2, 2).
Solucgao

sty __(LLA.(L22) _-1+248 9 _ W2

iyl Ji+1+16 Vi+4+4 1849 3v2.3 2 2
Logo,

0 = arc cos(%) =45°

2) Sabendo que o vetor v = (2, 1, -1) forma dngulo de 60° com o vetor ;B determinado
pelos pontos A(3, 1, -2) e B(4, 0, m), calcular m.

Solucao
De acordo com a igualdade (6), tem-se
cos 60° = g
vl IABI

Como cos 60° = % e AB =B-A=(,-1, m+ 2), vem

1_ @2 1-1).041m+2)
2 Ja+1+1 J1+1+m? +4m+4
1

2

2-1-m-2

V6 Vm? +4m+6

1 -m

J6m? +24m + 36

1o _ 2
(2) ( )

l_ 1+2m+m?
4 6m?+24m+36
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6m? +24m +36 = 4+ 8m + 4m?
2m? +16m+32=0

m? +8m+16=0
Portanto, m = -4 (raiz dupla)
3) Determinar os dngulos internos ao tridngulo ABC, sendo A(3, -3, 3), B(2, -1, 2) e
C(,0, 2).

Solucao
Observemos que no trlangulo ABC da Figura 2.8, o angulo A ¢
determinado pelos vetores AB eAC. Logo,
cosA—AB -AC _(1,2,-1).(-2,3 -] _2+6+1_ 9 ~ 0,982
|AB IACI J1+4+1J4+9+1 V6414 84 A
A = arc cos (——=) = 10’53’
Js_ B

Analogamente,

Figura 2.8

cosB = BA.BC _(L2D.(1L, L0 _ 12 3 3
IBAIIBCI V1+4+141+1+0 62 23 2

B = arc cos(——\/2—§)=150°

COSC: a'C_B._ (29_391)-(1,‘1,0) _ 2+3 _ 5
IC—AHFBl Va+9+141+1+0 V1442 V28

) =1977". Notemos que A+B+C=180°
JE—

= 0,9449

C = arc cos (——=

Angulos Diretores e Co-senos
Diretores de um Vetor
Seja o vetor v=xi+ YJ + zk ndo-nulo.

Angulos diretores de v sdo os angulos o, 3 e Y que

v forma com os vetores i , j e k, respectivamente (Fi-
gura 2.9).

Co-senos diretores de v sdo os co-senos de seus
angulos diretores, isto €, cos o, cos 3 e cos Y. Figura 2.9




58 Vetores e Geometria Analitica

Para o célculo destes valores utilizaremos a férmula (6):

Vi _ (xy2.0,00 x

cos O = \_,. = = = —_
tvi il vi1) vi
cosp= 2 ) %0 0LO_y )
Ivitjl Ivi() lvl
cos Y = X_lf &y ZZ' ©.0.) =Z
vkl Ivi1) vl
Observacao

Notemos que os co-senos diretores de v sdo precisamente as componentes do versor dev :

A\ X VA X Z
*-':.‘-:—(—’:.}i,-—)': “‘:‘:“,L,—:;—)= (COSQ,COSB,COS'Y)
vl vl Ivi vl Ivl

Como o versor € um vetor unitario, decorre imediatamente

cos? o+ cos® B+ cos? y=1 &) ]

Exemplos
1) Calcular os angulos diretores de v = (1, -1, 0).

Solucao
Ivi= V1+1+0 =42
Utilizando (7), temos

1 2

cos 0L = ——==—— .o =45°
22

cos B = —J—%—=——\[2§— s P =135
0

cos Y= —==0 Sy =90°
V2

2) Os angulos diretores de um vetor sdo @, 45° e 60°. Determinar 0.

Solucao
Substituindo em (8), B por 45° e ¥ por 60°, vem
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cos? ot +cos? 45°+cos? 60° =1

o

cos? o+ (— ) +( ) =1

2 2 1 4—2-1 1
cos“o=1-—-—= =—
4 4 4 4

cos 0L =i\/I=J_rl
4 2

Logo, a=60° ou o=120°

3) Um vetor v do espaco forma com os vetores ie ; angulos de 60° e 120°, respecti-

“vamente. Determinar o vetor v, sabendo que Iv|=2.

Solucao

Seja

—

v = (X, y, z) o vetor procurado. No caso presente: o. = 60° e B = 120°. Entéo, utili-

zando (7), temos

veém

X
cos60°=— ou

l R | dondex =1
fvl 2 :

cosl20°=é ou - —l-
fvl 2
Como I; | =2, isto é,

w/x2+y2+z2 =2

M +(D? +2

4
2
z=12
Portanto,

v=(,-1,2) ou v=(,-1,-v2)

4) Obter o vetor ;, sabendo que Ivl= 4, vé ortogonal ao eixo Oz, forma dngulo de 60°

com o vetor i e angulo obtuso comj .

Solugao

Sendo v ortogonal ao eixo Oz, ele € do tipo v = =(x,y, 0).

Por (7), tem-se
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cos 60° = é ou , dondex=2

vl

X
4

N =

Como |v =4, isto é,

\/xz +y2 =4

22 +y%?=16
y? =12
=+ 243

Tendo em vista que B (4ngulo de v com ]T.) é obtuso (90° < B < 180°), na igualdade

veém

cos B = Y o valor de y é negativo.
vl

Portanto,

v=(2, -24/3, 0)

Projecao de um Vetor sobre Outro

Sejam os vetores U e v nio-nulos e 8 o angulo entre eles. Pretendemos decompor um dos

vetores, dlgamos v, tal que

V=V + V)

sendo ;1//6 evalu.
A Figura 2.10 ilustra as duas situacdes possiveis, podendo ser 6 um angulo agudo
(Figura 2.10 (a)) ou obtuso (Figura 2.10 (b)).

Y

=)
=

Figura 2.10
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O vetor v; € chamado projecdo ortogonal de v sobre u e indicado por

- -

V] = projav ()

Ora, sendo v//u, temos v =ou ecomo v, = v - vi = v - oou € ortogonal a

u, vem

(v-ou).u=0

ou
v.u -u.u =0
e
v.u
O=——
u.u

Portanto, sendo v; = ocu, por (9) conclui-se que

-

I3 i v‘a e
projz v =( == ) u | 10)
u.u

Interpretacao Geométrica do Moédulo do Produto
Escalar
Se em (10) o vetor u éunitério (IG I=1), tem—se
prOJ v —(; E)ﬁ pois u.u =IHI2¥1
e, portanto,
Iproj-vi=I(v.u)ul=lv.ullul
ou
Iproja;I=I;.E|

Logo,

o comprimento do vetor proje¢do de v sobre u, sendo u unitdrio, € igual ao

modulo do produto escalar de v por u.
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Exemplos
1) Determinar o vetor projecdo de v = (2,3, 4) sobre u= (1, -1, 0).
Solucao
Temos

v.u =2(1) + 3(-1) + 4(0) = -1

- =2 2 2 2

v.u =lull=1)"+C-D)"+0" =2

Logo

PfOJV (== ~)u (= )(1 -1, 0)= (———0)
uu 2

2) Dados os vetores v = (1,3,-5)e u = (4, -2, 8), decompor v como v = ;1+;2,
sendo ;1 /lu e ;2_La.

Solucao

a) Pela Figura 2.10 e por (10), temos

-

prO_]V (_. _.)ﬁ

u.u
Como
V.ou =1(4) +3(-2) - 5(8) = -42
€
u.u =47+ (2 + 8 =84, vem
Vi = £(4, -2,8) = -1(4, -2,8)=(2,1,-4)
84 2

b) Sendo v = ;1 +;2, tem-se
va= v - vi=(1,3,-5) - (2,1, 4)= (3,2, -1)
Observamos que va L u pois
Va.u =3(4) +2(-2) -1(8) = 0
3) Sejam os pontos A(-1, -1, 2), B(2, 1, 1) e C(m, -5, 3).
a) Para que valor de m o tridngulo ABC € retdngulo em A?
b) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A.
Solucac
a) Sendo A angulo reto, os vetores AB e AC (Figura 2.11) sdo ortogonais, isto é,
AB.AC =0.
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Como A
AB =(3,2,-1)e AC = (m+1, -4, 1), vem |
3(m+1)+2(-4) - 1(1) = 0 !
3m+3-8-1=0 L
B = C
3m=6 H
m=2 Figura 2.11
b) O ponto H € dado por
H=B+ BH sendo BH= pIOJ—BA—PA—EB_(i
BC. BC
Mas
BA.BC =(3,-2,1).(0,6,2) =0+ 12+ 2= 14
[}
BC.BC = (0, -6,2) . (0, -6, 2) = 0 + 36 + 4 = 40
Logo,
ﬁ{_ 0, 62_—0 -6,2) = (0, - =
( ) ( )= ( 10 10)
e,portanto,
21
H= 2, 1,1 + , -——
( AR TS 10)
ou
HE -, 1y
10° 10

Produto Escalar no Plano
Todo o estudo feito neste capitulo em relac@o a vetores do espago é vilido também a veto-
res no plano.
Considerando os vetores u = (x1,y1) € v = (x5,y5), temos
a) u. ;=x1x2 + Y1 Y2
b) validade das mesmas proprledades do produto escalar;
c) se 0 ¢é o angulo entre u#0ev #0, entdo

—_— -

u.v
cos 0 ===

lullvl
d) ul v se esomentese, u.v =0;

e) se o e 3 sdo os Angulos diretores de u, u # 0, entdo
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X y
cosa ==L e cos P ==L;
lal lul
2 2
f) cos"a+cos’f=1
. v.u - - =
g) pro_];v=(ﬁ)u,comu ev nao-nulos.
u.u

Uma Aplicacao na Fisica
O produto escalar € uma importante ferramenta matematica para a Fisica, uma vez que
intimeras grandezas fisicas sao definidas com seu emprego, como por exemplo, o trabalho.

O trabalho realizado por uma for¢a constante F ao longo de um determinado deslo-

camento d € definido como o produto es-
calar desta for¢a pelo deslocamento efetua-
do pelo corpo no qual a forca estd aplicada.

Pode-se observar que a componente

da forca F que realiza o trabalho é Fx E
paralela ao deslocamento AB =d, confor- e 3 5
me mostra a Figura 2.12.

Entao, Figura 2.12

|Fx|=1FIcos 6
onde O € o angulo entre a forca e o deslocamento.
A grandeza fisica trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como uni-
dade no Sistema Internacional o joule, notado por J.
A expressdo para o célculo do trabalho W é

W=F.d ou  W=IF!ldlcos @
e

1J = 1IN . 1m (1 Newton vezes um metro)
Exemplos

1) Calcular o trabalho realizado pelas forcas constantes, F , _lia s FN € 1_5 (Figura 2.13) e

pela forga resultante, para deslocar o bloco de A até B, sabendo que IF| = 10N,
|Fal =8N, IPI=3N, IEx|=3N, d= AB eldi=10m.
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Solucao

‘a) Wg=IFIldlcos 8
Como 6 = 0° (angulo entre Fe &), vem :
W, = (10N)(10m)(1) = 100 J N

b) Wi =IFalldlcos

Como 8 = 180° (dngulo entre léa e :i), vem
W = (BN)(10m)(-1) =-80J A "B

Y
c) Wp=ll_5llalcose P
Como 6 = 90° (angulo entre Pe &), vem Figura 2.13

= (BN)(10m)(0)=017J
d) Wg, =IFxlldlcos 6
Como 0 = 90° (4ngulo entre ﬁN e &), vem
Wg, = (BN)(10m)(0) =017

Neste exemplo, o trabalho resultante Wy das quatro forgas pode ser calculado de

duas maneiras:
a) pela soma algébrica dos trabalhos realizados pelas forgas:

WR: WF+ WFa + Wp >+ WFN

ou

Wr=100J-80J+0J+0F=201J
b) pelo trabatho realizado pela forca resultante Fr:

FR_ F + Fa + P+ FN (soma de vetores)

Como P + FN =O, conclui-se que IFR I=2N
Logo,

Wg=IFgrlldlcos 8 (6=0°

ou :
Wi = 2CN)(10m)(1) =20 J 2
2) Calcular o trabalho realizado pela for¢a F para des- - /(
locar o corpo de A até B (Figura 2.14), sabendoque @ | [~ ~""""—-
IFl=10N, IAB|=1d]=20me 0 = 36,9°. A 5

Figura 2.14
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Solucao
. F A Forca F (Figura 2.15) é decompostaem F =81 +6] ,
& lev onde8=IFlcost, 6=IFlsen0e d=207 +07] .
SN S O trabalho realizado pela forca F pode ser calcu-
A d B lado por '
. W=F,. d (produto escalar)
Figura 2.15 - - - -
W=@8i +6j).(201i +0j)
W=1601J
ou por

W =IF1ldlcos 0

W = (10N)(20m)(cos 36,9°)
W=16017J

Problemas Propostos
1) Dados os vetores ﬁ =(2,-3,-1)e ; =(1, -1, 4), calcular
a)2u.(-v) ) (u+v). (u-v)
b) (u+3v).(v-2u) d)(u+v).(v-u)
2) Sejam os vetores E =2, a, -1), V: (3B, 1,2)e w = (2a - 1, -2, 4). Determinar a de
modo que u. §=(6+§). (;+§).
3) Dados os pontos A (4, 0, -1), B (2, -2, 1) e C (1, 3, 2) e os vetores u= 2,1, e
; = (-1, -2, 3), obter o vetor ; tal que
2)3x +2v = x +(AB. u)v b) (BC.v)x=(u. v)v - 3x.
4) Determinar o vetor ;, paralelo ao vetor u = (2, -1, 3), tal que V.u=-42.
5) Determinar o vetor v, sabendo que Ivl= 5, vé ortogonal ao eixo Ox, v.w=6e
w=1+ 2?.
6) Determinar o vetor ;, ortogonal ao eixo Oy, ; ;1 =8 e ; . ;2= -3, sendo
vi=G,1,-2)e v =(-1,1, 1).
-7) Dados os vetores G =(1, 2, -3), v= 2,0,-e w = (3, 1, 0), determinar o vetor ;
talque; . E=-16, X.v=0¢e x.w=3.
8) Sabendoquell_il=2, I;I=3 e G . ;=-1,calcular
a)(u-3v).u ) (u+v). (v-4u)
b)2v-u). (2V) d)Bu +4v). (20 -5v)




Cap.2 Produto escalar 67

9

Calcular u.v+u.w+v.w, sabendoque u+v+w =0,lul=2,Ivi=3elwl=S5.

10) Os pontos A, B e C sio vértices de um tridngulo eqiiildtero cujo lado mede 20 cm.

11)

12)

13)

14)

15)
16)

17)
18)
-19)

20)

21)

Calcularﬁ . KE e A—'B . a

O quadrilatero ABCD (Figura 2.16) é um losango de lado 2.
Calcular:
—_ — —_— 2 /30° 2
a) AC.BD d) AB.BC
_ . b

b) AB.AD e) AB.DC
¢) BA.BC f)"B'E DA 2
Calcular lu + vI lu - vl e(u+v) (u v) sabendo que

IuI—4 Iv|_3eoanguloentreu eV ede60°

Sabendo que lul= V2, lvi=3e que u e v formam angulo Figura 2.16

de 37 rad, determinar

a)lu -v).(u-2v)I b)lu -2vl

Verificar para os vetores U= 4,-1,2)e v = (-3, 2, -2) as desigualdades

a) lu.vl < I lallv] (Desigualdade de Schwarz)

b) lu+ vl < iul +1vl (Deszgualdade Trzangular)

Qual o valor de o para que os vetores a =i+ 2] 4k eb =27+ - 20()_] +3k
sejam ortogona1s7

Dados os vetores a = (2 1, oc) b= (x+2,-52)e c = (20( 8, o), determinar o valor
de o para que o vetor a+b seja ortogonal ao vetor c-a.

Dados os pontos A(-1, 0, 5), B(2, -1, 4) e C(1, 1, 1), determinar x tal que AC e BP
sejam ortogonais, sendo P (x, 0, x - 3).

Provar que os pontos A(-1, 2, 3), B(-3, 6, 0) e C(-4, 7, 2) sdo vértices de um tridngulo
retangulo.

Dados os pontos A(m, 1, 0), B(m - 1, 2m, 2) e C(1, 3, -1), determinar m de modo que

o tridngulo ABC seja retdngulo em A. Calcular a 4rea do triangulo.
Encontrar 0s vetores unitarios paralelos ao plano yOz e que sdo ortogonais ao vetor

v =(4,1-2).
Determinar o vetor u tal que lul= 2, o angulo entre ue v=(1,-1,0)é45°¢ u é
ortogonala w = (1, 1, 0).
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22)

23)
24)

25)

26)

27)

28)

29)
30)

31)

32)
33)

34)
35)

Seja o vetor v = (2, -1, 1). Obter

a) um vetor ortogonal a\*/ ;

b) um vetor unitario ortogonal av ;

¢) um vetor de médulo 4 ortogonal av.

Sendo a Lb,lal=6elbl=8,calcularla + blela - bl.
Demonstrar que sendo G s ; e w vetores dois a dois ortogonais, entdo
a)lu + vP=lul+Ivi

Byl + v+ wl=lal+ v+ iwl

Determinar o dngulo entre os vetores

a)u=@,-1,-ev =(-1,-1,2).

b)u=(1,-2, e v=_(l,1,0).

Seja o tridngulo de vértices A3, 4, 4), B(2, -3, 4) e C(6, 0, 4). Determinar o &ngulo
interno ao vértice B. Qual o angulo externo ao vértice B?

Calcular os angulos internos do tridngulo de vértices A(2, 1, 3), B(1, 0, -1) e
C(-1,2,1).

Calcular o valor de m de modo que seja 120° o angulo entre os vetores u = (1,-2,1)
ev =(21,m+1).
Calcular n para que seja de 30° o dngulo entre os vetores v = -3, 1,n)ek.

Selul=4,1v|=2e 120° o 4ngulo entre os vetores u e v, determinar o dngulo entre

- —

U4+ Veu- v econstruir uma figura correspondente a estes dados.
Seja o cubo de aresta a representado na Figura 2.17. z
Determinar:
a) OA.OC d)I10Blel0G| E, D
b) OA.OD e) EG.CG e
c) OE .OB f) (ED.AB)OG |
g) o angulo agudo entre a diagonal do cubo € uma E

aresta; Op-—--mmm- Y
h) o Angulo agudo formado por duas diagonais do cubo. A ) a

Calcular os angulos diretores do vetor ; = (6, -2, 3).
Os angulos diretores de um vetor a sdo 45°, 60° e 120° i Figura 2.17

elal=2. Determinar a .

Os angulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90°7 Justificar.

Mostrar que existe um vetor cujos 4ngulos diretores sdo 30°, 90° e 60°, respectiva-
mente, e determinar aquele que tem médulo 10.




Cap.2 Produto escalar 69

36)
37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

Determinar um vetor unitario ortogonal ao eixo Oz e que forme 60° com o vetor i .

Deternnnar o vetor a de médulo 5, sabendo que € ortogonal ao eixo Oy e ao vetor

-

v=1i-2 k e forma angulo obtuso com o vetor i.

Determinar o vetor V nos casos

a) v é ortogonal ao eixo Oz, Iv | = 8, forma angulo de 30° com o vetor i e 4ngulo
obtuso com j ;
b) v € ortogonal ao eixo Ox, |v | = 2, forma angulo de 60° com o vetor j e 4ngulo

agudo com k.
O vetor v € ortogonal aos vetores u = (1,2,0)e w = (2, 0, 1) e forma angulo agu-

do com o vetor j . Determinar v , sabendo que lv | = /21 .

Dados os vetores u = 3,0, e v = (-2, 1, 2), determinar proj\—/ﬁ € proj oV

Determinar os vetores projecio de v =4i - 3; +2k sobre os €ixos cartesianos X,
yez. ’
Para cada um dos pares de vetores uev , encontrar a projecao ortogonal de v sobre
E e decompor ; como soma de ;1 comgz, sendo ;1 /! iI e :/QLG,
Du=(1,2-2) e v=03-21
Du=(L,1L1) e v=31-1)
O u=(2,0,0) e v=(354
du=@3,1,3) e v=(2-31)
Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e C(0, 4, 1) vértices de
um tridngulo (Figura 2.18).
a) Para que valor de m o tridangulo ABC é retangulo !
em A? i
b) Calcular a medida da proje¢do do cateto AB sobrea B Il{Ll c
hipotenusa BC.

¢) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vér- Figura 2.18
tice A.

d) Mostrar que AH 1 BC.

Determinar o valor de k para que os vetores u = (-2,3)e v = (k, -4) sejam
a) paralelos; b) ortogonais.

A

.Obter os dois vetores unitdrios ortogonais a cada um dos vetores

a)4i +3j b) (-2, 3) ¢) (-1, -1)
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46)

47)

48)

49)

50)

Determmar um par de vetores unitdrios e ortogonais entre si, em que um deles seja
paralelo a v=6i +8]

Determinar, aproxnnadamente o dngulo entre os pares de vetores

a)u 2,1 ev =4, -2)

b) u= (1,-I)e v =(-4,-2)

c)u =(1,1) ev—(l 1)

Dados os vetores u = i - _] ev =21+ _] , determinar o médulo e o angulo que os

seguintes vetores formam com o vetor i:

a) u c) u+ v e) v- u

b) v du-v

Determinar o valor de a para que seja 45 ° o dngulo entre os vetores u = 2, e
v =1, a).

Para cada um dos pares de vetores u e v encontrar 0 vetor pro;egao ortogonal de v
sobre u e decompor v como soma de v1 com vz, sendo v1 // u e V2J.u
a)u=(1,0)ev=(4,3) c)u=(4,3)ev=(1,2)

bu=(1,Dev =(2,5)

Respostas de Problemas Propostos

1)
2)

3)

4)
3)
6)
7)
8)
9
10)
11)
12)

13)
15)

a)-2 b) 21 c)-4 d)4

5
a= =
8

1 2
a) (3s 6’ _9) b) ('E, 'g, 1)

(-6, 3, -9)

0,3,4) ou (0,3,-4)

2,0, -1y

X =(2,-3,4)

a)7 b) 38 )4 d) -181
-19

200 e -200

a) 0 b) 2 c) -2 d)2 e) 4 f) -4
V37 , «/ﬁ e’7

a) 37 b) /50

5
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18) BA.BC =0

19) m=1e

20) ( —=) ou (0, -

«f V5 «/— «/_
21) (1, -, v2) ou (1, -1, /2)

22) a) Dentre os inﬁnitos possiveis (1, 1,-1)
b) Um deles: (— 1

«F f B
4
) Um del
¢) Um deles: (‘/_ \/_ \/_
23) 10e10
25) a) 120° b)150°

26) 45°e 135°
27) A =50°57', B =57°1", & =72

28) 0ou-18
29) /30
30) arc cos — = 49°%'
J_
31) a)0 )0 e)a’ g) arc cos ? = 54°44'
b) 0 dav2eafBS 1D h) arc cos (%) = 70°31'

32) o =arc cos (g)z3l° B =arc cos (-%) =107

Y =arc cos (;) = 65°

33) a= (V2 1,-1).
34) Nio, cos® 45°+cos® 60°+cos® 90° # 1
35) (543, 0, 5)

36) (l % 0 o (%? 0)
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37

38)
39)

40)

41) 4

42)

43)
44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

a= (245, 0, -V/5)

a) (443, -4, 0) b) (0,1, /3)
(-2,1,4)

8 4 8 6 2
35503

1,-3],2k

- 1 2 2 - 10 4 1
R A L N L

b) vi=(1,1, ) e v2 =(2,0,-2)
¢) vi=(3,0,0 e v2 =(0, 5,4)

d) ;1 =(0,0,0) (ﬁ e v sio ortogonais) e \72 =v

9 51 87 94
a)m=3 b)2—6\/2_6 OH(C s oo -2—6)
8
3 4 3 4 3 2 3
_,__ == b , - , -
a) ( )e(SS) )(JB JB)C(JE
o (L 1 1 y e L 1 1
J2' JE J2° JE
3 4 3 4 4 3
(—5‘ g)e ('— —) (g g) (—S'a'g)
a) arc cos (-5-)553" b) arc cos (-%) =108
a) /2, 45° d)+/5, arc cos (-%) =117
b) \/g arc cos (\/_) 26° e) \/5 arc cos (%)563"
c) 3, 0°
3 ou —l
3 .
- - - - 4
2) V1= (4, 0), v2= (0, 3) 5 vl=<§,§), V2:(-§, 2

) W =<%, %), va=(2, 2

Slm
W

c) 90°




Produto
Vetorial

Preliminares

Antes de definirmos produto vetorial de dois vetores u e v, faremos algumas considera-
¢Oes importantes:

-

a) O produto vetorial € um vetor, ao contrério do produto escalar u.v que € um escalar
(mimero real).

b) Para simplicidade de célculo do produto vetorial, faremos uso de determinantes. Um
determinante de ordem 2 € definido como

S A
X2 Y2
Por exemplo,

= X1¥2 - XY,

3 2
45

¢) Algumas propriedades dos determinantes serdo utilizadas nesta segao:
1) a permutagdo de duas linhas inverte o sinal do determinante.
Em relagdo ao exemplo anterior, temos

3B - (B2 = 15+8 = 23

= (D2 -3)5 = 8-15 = 23

/ 3 2
C;) se duas linhas forem constituidas de elementos proporcionais, o determinante &
zero (duas linhas iguais € um caso particular).
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No determinante a seguir, os elementos da segunda linha sdo o triplo dos elemen-
tos da primeira:

1 -2
=0
3 -6
c3) se uma das linhas for constituida de zeros, o determinante € zero.
Por exemplo,
5 7
=0
0 0
d) Um determinante de ordem 3 pode ser dado por
a b ¢ -
Z X, z X
X, ¥ ZI=Y1 P E S 1)’1c
z X, Z X
X, Yy Zy Y2 2 2 42 2 Y2

A expressdo da direita é conhecida como desenvolvimento do determinante pelo
Teorema de Laplace aplicado a primeira linha. Notemos que os trés determinantes de
ordem 2 desta expressdo sdo obtidos a partir das duas ultimas linhas, desprezando-se ne-

las, pela ordem, a 12 coluna, a 22 coluna e a 32 coluna, trocando-se o sinal do determi-
nante intermediario.

Por exemplo,
3 2 4
1 3 = l3 5}(3)-\1 5\(-2) + }1 3\(—4)
1 2 2 2 201

21 2
=(6-5)(3) - 2+10)(-2) + 1+ 6)(-4)
=3+24-28
=-1

Observacéao

Todas as propriedades dos determinantes acima citadas fizeram referéncia as linhas da
matriz pelo fato de, no estudo do produto vetorial, haver men¢do somente a linhas. No
entanto, estas propriedades valem também para as colunas.

Definicao do Produto Vetorial
Chama-se produto vetorial de dois vetores

u=x,i+yj+2z k € V=X, i+Yy,]+2z,;k,tomados nesta ordem, e se representa

por uXv, ao vetor
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Xp 4 X1 Y

Xy Y2

j+ k €y

X2 Zy

O produto vetorial de u por v também € indicado por u A v elé-se “u vetorial v *.

Observemos que a definigdo de u X v dadaem (1) pode ser obtida do desenvolvimento
segundo o Teorema de Laplace (item d das Preliminares) substituindo-se a, b e ¢ pelos vetores

—

unitdrios i , j e k, fato que sugere a notagio

i K
iz 2)
Yo 2,

O simbolo a direita de (2) ndo é um determinante, pois a primeira linha contém veto-
res em vez de escalares. No entanto, usaremos esta notacdo pela facilidade de memoriza-
¢@o que ela propicia no calculo do produto vetorial.

Exemplo

Calcularax;paraﬁ’:S_i’+4JT’+3i<"e;=T+lz,

Solucao

.- LR L s s~ s 4=

uxXv = |5 4 3 :‘0 l‘i-ll llj +l1 Olk
1 0 1

=4 -0i-G5-3j + 0-dk
=41 - 2] - 4k

Dispositivo pratico para o calculo de u x v

Dispde-se os dois vetores em linha, e repete-se pela ordem, as duas primeiras colunas. As
trés componentes de u X v sdo dadas pelos trés determinantes, conforme estd indicado a
seguir. A vantagem do dispositivo é que ndo se corre o risco de esquecer a troca de sinal
do determinante intermediario.
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Levando-se em conta as consideragdes feitas sobre as proprieda-

des dos determinantes, concluimos de imediato que: ux v
19 vXu=- (ax;) isto €, os vetores VXueuXv sio opostos
(Flglra 3.1), pois a troca de ordem dos vetores no produto vetorial
uxv implica troca de sinal de todos os determinantes de ordem 2,
ou seja, troca de smal de todas as suas componentes. . e
Por outro lado, como U XV #vXu conclui-se que 0 0 produto veton— ' XF:;;::.'X Y

al ndo é comutativo (ao contrario do produto escalar: u.v=v. u ).
Portanto, no produto vetorial a ordem dos fatores € importante.

2 u X v = 0 se, e somente se, u w//v v , pois neste caso, todos os determinantes de ordem 2
tém suas linhas constituidas por elementos proporcionais.
Estdo af também incluidos os casos particulares: *

I uxu=0 (determinantes de ordem 2 com linhas iguais)

II) ux 0 = 6 (determinantes de ordem 2 com uma linha de zeros)
Exemplos de produto vetorial de vetores paralelos

a)ux(3u)_ d)(u v)X(v u)_
b) 2u)x(-7u)=0 e)(2u +3v)x(6u +9v) =
©) (uxv)Xx(vxu) = 0 f)Gu)x 0 =0

Sabemos que um vetor esta bem definido quando conhecemos sua direcdo, seu sent1—

do e seu comprimento. A seguir passaremos a definir o vetor U X v no caso de uev
serem ndo-nulos e ndo-paralelos.

Caracteristicas do Vetor u x v
Consideremos os vetores u = (x1,¥1,21)¢€ v = (X2,Y¥232Z9).

a) Direcdo de uxv

—
L O vetor u X v é simultaneamente ortogonala u e v
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Tendo em vista que dois vetores sdo ortogonais quando o produto escalar deles é

zero, basta mostrar que
(uxv).u=0 e

Temos, entido

(uxvy.u =

= 0 (primeira e segunda linhas iguais).

(uxv).v=0

z, X,z X,
z, e Xy Z i+ X,
Yyi 74
i 7
Y2 Z,

Logo, ux v éortogonala u ea v.

De forma analoga, demonstra-se que (G Xv).v=0.

Como o vetor v X u tem a mesma dire¢iode u X v
(apenas seus sentidos sdo opostos), também ele é ortogo-

nal tanto a u como av . A Figura 3.2 apresenta os veto-

. -

res u X v e v X u ortogonais ao plano m determinado

por uev.
Exemplo
Dados os vetores u = @3,
i k
uxv=|(3 1 2
2 2 5
e

@xv).u=(, -19, 8.3, 1, 2)=3-19+16=0
@XxVv).v=(, 19, 8).(-2, 2,5)=-2-38+40=0

1,2)e v =(-2,2, 5), tem-se

=(1,-19, 8)

i
Yo

=4
<y

e X

<y
X -t
=4

Figura 3.2
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b) Sentido de uxv

O sentidode u X v podera ser determinado utilizando-se a “regra da mdo direita”
(Figura 3.3(a)). Sendo 6 o angulo entre Uev , suponhamos que u (1° vetor) sofra uma
rotagdo de angulo O até coincidir com v . Se os dedos da mdo direita forem dobrados na

mesma direcio da rotagdo, entdo o polegar estendido indicar4 o sentidode u X v.

uxv -
v
<'
u
bt
0
- -»‘ -
v vV xu
(a) (b)

Figura 3.3
A Figura 3.3 (b) mostra que o produto vetorial muda de sentido quando a ordem dos veto-
res é invertida. Observemos que s serd possivel dobrar os dedos na dire¢do de v para u se
invertermos a posi¢do da mio, quando entdo o dedo polegar estard apontando para baixo.

Caso tenhamos dividas sobre o sentido de u X v, podemos associar estes dois veto-

res a uma dupla de vetores unitérios escolhidos entre i, j e k. Por exemplo, associando

-

u X v,com i X j etendo em vista que

i k
ixj=11 0 0{=(, 0, D)=k
0 1 0
o sentido de E daria o sentido de G X ; . Da mesma forma temos I
ixk=1 e kxi=j

=i
ad

Na Figura 3.4 apresentamos um dispositivo mnemonico para
lembrar os seis produtos vetoriais possiveis com estes trés vetores
unitirios que determinam o sistema cartesiano. Associando estes i
vetores a trés pontos distintos de uma circunferéncia, e adotando o
sentido anti-hordrio, o produto vetorial de dois vetores sucessivos Figura 3.4
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quaisquer € o vetor seguinte. Assim, neste dispositivo temos imediatamente i X j =k

(sentido anti-hordrio) e, conseqiientemente, I. Xi=- k (sentido horario).
A tabela de dupla entrada apresenta as seis possibilidades com produto vetorial ndo-nulo:

—

X i l'(’

R e
1
— = o

¢) Comprimento de ux v

Se 0 é o Angulo entre os vetores u e v nao-nulos, entdo

Ju X vi=lullvlisen6 )

Este resultado serd imediato quando se conhece a Identidade de Lagrange:

luxvi? = tul? vi®-(u.v)? 4)
Como
2 Y1 Z X, z Xy 2
’ LxX v l _| N 1 1 - 1 1
Y2 2, Xy Zy X2 Y2
2 2 2
=(¥125-Y,2) +(X,25-X,2) +(X¥,7X,¥)) &)
e
TR T N2 2 2 2y0o 2 2 2 2
lul” Ivl®- (u. v* = (x] +vy; +z0)(x5 +y5+23) - (XX, +Y,Y, +2,2,) 6)

a identidade (4) podera ser verificada desenvolvendo-se os membros da direita de 5)e(6)
e constatando sua igualdade (a cargo do leitor).
Tendo em vista que

u. v =lullvicos®
a igualdade (4) pode ser escrita como
10 X vE=1uPIvR- 1021V cos? 0
=PIV (1 - cos® 0)
=lullv P sen’ @
Extraindo as raizes quadradas e notando que sen© >0 (pois 0° < 6 < 180°), obtemos
lu x vi=lullvlsen®.
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Interpretacao Geométrica do Médulo do Produto
Vetorial

Observando que no paralelogramo determinado pelos
vetores ndo-nulos u e v (Figura 3.5), a medida da

base é lul e da altura é |v|sen ©, a drea A deste pa-
ralelogramo €

A = (base) (altura) = lullvlsen®
ou seja,

Figura 3.5

=lu x vl (7)

O resultado dado em (7) poderd ser expresso por: “a drea do paralelogramo deter-

minado pelos vetores U e vV énumericamente igual ao comprimento do vetor uxv’
Vamos comprovar este resultado por meio de um exemplo particular tornando 0s

vetores u=21 e v=3] ] . Temos, entdao

i _] k ﬁ
uxv=(2 0 0[=(0,0,6)=6k
0 3 0 LU x Vv
6A
e 5
lu xvi=6 4]
A Figura 3.6 mostra claramente que o paralelogramo 3]

. - = . . 2
determinado por u e v tem 6 u.a. (unidades de 4rea) € o N T
vetor u X v tem 6 u.c. (unidades de comprimento). Quer 1/2/3/ y
dizer, numericamente estas medidas sio iguais. e VAVAV

Para encerrar o estudo do produto vetorial, as con-
clusdes finais: X
Figura 3.6

1) O produto vetorial ndo € associativo, isto é, em geral
(ﬁx?)x w #u X(;XQ)
Basta considerar, por exemplo
(ixj)xj =kxj =-1i
enquanto que
iX() Xj ) ix0=0
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—

2) Para quaisquer vetores u , vV, w e o escalar o, sdo validas as propriedades
D ux(v+w)=(uxv)+(uxw)e
(U+V)X W = (UXW)+(VXW)
) o(uxv)=(u)Xv =u x(v)
M) u.(vXw)=(uxv).w
As demonstragdes destas propriedades, todas ligadas a aplicacdo da defini¢do (1) e

de propriedades dos determinantes além das citadas no texto, deixamos a cargo do leitor
como desafio.

Exemplos

1) Determinar o vetor ;, tal que X seja ortogonal ao eixo dos y e u=x X ;, sendo
u=(1,-ev=(,-1,1).

Solucao
Como x L 0Oy, ele é da forma X = x, 0, z).

Entdo, u= x X v equivale a

—

)

J
0
-1

aQ,L-1) =

- N =

o

ou
1, 1,-1)=(z, -x + 2z, -x).
Pela condigdo de igualdade de dois vetores resulta o sistema
z=1
x+2z=1
-X =-1
cujasolucioéx=1ez=1.
Portanto, x = (1, 0, 1).

2) Sejam os vetores u = 1,-1,4e v = (3, 2, -2). Determinar um vetor que seja

a) ortogonal a ﬁ e ;;

b) ortogonal a ueve unitario;

c) ortogonal a U e v etenha médulo 4;

d) ortogonal a U e v etenha cota iguala 7.
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Solucgao
a) Sabe-se que o vetor u X v é simultaneamente ortogonal a u e v. Como multipli-
car um vetor por um nimero real ndo altera a sua diregdo, todos os vetores do tipo

o (uxv), o€ R, sio também ortogonais a u e v . Portanto, este problema tem infini-
tas solugdes.

—  — —

i ] k
uxv=|1 -1 -4|=(0,-10,5)
3 2 -2

Logo, as infinitas solugdes sdo
o (10, -10,5), o€ R.
Observagao

Se chamarmos de x = (X, y, z) todos os vetores ortogonais a u e v, estas mesmas solu-
¢Oes seriam obtidas resolvendo-se o sistema:

X.1 =0 x-y-4z=0
- - ou 3x+2y-2z2=0
x.v=0
b) Apartlr de G v (ou de qualquer o (u X v), o # 0), obtém-se dois vetores unitarios:
- u X 10, -10, 5 2 21
G = aXY _( IERENE
ux vl 15 37373
e
- 2 2
Uy =-uy =(-=, =, -=).
2 1=( 3 3 3)

¢) Para obter um vetor de médulo 4 que seja ortogonal a u e v, basta multiplicar por 4
um vetor unitériO'

2
4G, 2 D=G 3

ou

2 2 1 8§ 8 4
33 P 33

d) Dentre as infinitas solu¢des (10, -10, 5) = (10q, -10q, 5ar), deseja-se aquela cuja cota

€ 7. Entdo, Sa. =7, ou seja, oL = —Z— Logo, temos a solugdo

—;— (10, -10, 5) = (14, -14, 7).
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3) Seja um tridngulo eqiiilitero ABC de lado 10. Calcular IAB x AC.

Solucao

E uma aplicago direta da relagdo (3):
|AB x ACI=1ABIIAC!sen A
Como A = 60° (Figura 3.7), vem

A

IAB X ACI= (10)(10)(73) = 5043

Observacao Figura 3.7

—_—

Este resultado representa a 4rea do paralelogramo determinado pelos vetores AB e AC.
Logo, a drea do tridngulo da figura é a metade, ou seja, 253 .
4) Dados os vetores u = (1,-1, e v = (2, -3, 4), calcular
a) a drea do paralelogramo determinado por uev .

b) a altura do paralelogramo relativa a base-definida pelo vetor u.

Solugiao
a) Sabemos de (7) que a 4rea A é dada por
A=lu x vl
Como
i k
uxv=|l -1 1=(1-2 1)
2 3 4 - .
uxy
tem-se \

A=I(-1 -2, DI =1+4+1=+/6 u.a (unidades de 4rea). i
b) A Figura 3.8 ilustra outra vez o significado geométrico

de lu X v e indica a altura h que se pretende calcular. v
De
A = (base)(altura) = lul. h g
vem Q
he A _luxvl | 5|
lul ful u

Figura 3.8




84 Vetores e Geometria Analitica

ou seja
_ J6 e
RRERY NG
5) Determinar a distancia do ponto P(5, 1, 2) a reta r que passa por A (3, 1, 3HeB @, -1, 1).

= \/5 u.c. (unidades de comprimento) .

Solucao

Seja d a distancia do ponto P 2 reta r (Figura 3.9). Os vetores AB e AP determinam um
paralelogramo cuja altura relativa a base AB ¢ a disténcia d de Pa r.
Logo, de acordo com o problema anterior, temos

IAB x AP|
d=——FH— P
IABI ]
Como AB = (1,2, 2), AP=(2,0,-De 5
TR n S
ABXAP=|1 -2 -2|=(2,-3,4)
2 0 - : ~Figura 3.9

vem

g2 34 Varo+16 V29
l(l’ -2’ _2)| V1+4+4 3 o
6) Dados os vetores ﬁ =(2,1,-De ; = (1, -1, a), calcular o valor de a para que a area

do paralelogramo determinado por uev seja igual a Je2.

Solucao
A édrea A do paralelogramo € dada por
A=lu X vl

Deseja-se que

lu X vi= 62

Mas
i ik
uxv=|2 1 -d|=(a-1,-2a-1,-3)
1 -1 a

a-1,-2a-1,-3) =62
ou
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Y@ - D2+ (2a - D2+ (3= V&2
Elevando ambos os membros ao quadrado e ordenando os termos, vem
a’>-2a+1+4a*+4a+1+9=62
5a+2a-51=0
donde
A7
- 5 .
7) Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e C(4, 2, -2), determinar
a) a drea do tridngulo ABC;
b) a altura do tridngulo relativa ao vértice C.

a=3 ou a=

Solucao
a) A Figura 3.10 mostra que, a partir do tridngulo ABC, é
possivel construir um paralelogramo ABDC, cuja 4rea é
0 dobro da drea do tridngulo. ; ,
Como o paralelogramo € determinado pelos vetores A B

AB e AC, conclui-se que a érea A do tridngulo é

1 Figura 3.10
A, = EIAB X AC|
Mas |
AB=(1,-2,-), AC=(2,1,-3) e
i 7 k
ABxAC=|1 -2 -1|=({1,15)
2 1 -3
Logo,

A, =%I(7,1,5)I =%«/49+1+2 =%\/:/'—=%x/§u.a.

b) A altura do tridngulo indicada na figura € a mesma do paralelogramo de base AB.
Como a drea A do paralelogramo é
A = (base) (altura) = b . h, vem
L _A_IABxACI__ V75 —5‘/§—§J5uc
b ABI L2 e 2T
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Uma Aplicacao na Fisica
O produto vetorial é uma importante ferramenta matematica utilizada na Fisica. Dentre
algumas de suas aplica¢des pode-se citar o torque.
O torque € uma grandeza vetorial, representado por T, e estd relacionada com a pos-
sibilidade de um corpo sofrer uma tor¢éo ou alterar seu movimento de rotacao.
A equacgdo para o cdlculo do torque €
1=r x F

onde | r | € a distancia do ponto de aplicacdo da forca F ao eixo de rota¢do, ao qual o cor-
po esté vinculado.
Lembrando o célculo do médulo do produto vetorial visto em (3) tem-se

ITl=IrllFlsen® 2

-

onde 6 € o Angulo entre reF. /

)

Exemplo : .

Calcular o torque sobre a barra AB (Figura 3.11), A >

onde AB = 1 =2T (em metros), F=101 (em /
F

R

newtons) e o €ixo de rotagio € o €ixo z. Y

Solucao
O vetor torque, para o caso desta figura, é
dado por Figura 3.11

T=(07+2] +0k)mx(10i +0j +0k)N
ou

ald

=(01+0j -20k)mN
ou
= (-20k )mN

Al

A intensidade (médulo) do torque pode ser calculado por

IT1=11 |1F1sen 6 = (2m)(10N) (sen 90°) = 20mN

1T1= /(-20)2 = 20mN

ou por
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Observagéo A
Caso a forga F seja invertida (Figura 3.12), isto é,
F=-101 (em newtons), o torque é dado por

>
-4

(

SUJ\

T=0i+2] +0K)mX (101 +0j +0K)N =
ou M)
7= (20k )mN. X
Problemas Propostos Figura 3.12
1) Seu=3i-j-2k,v=2i+4] -Kew =-1+k, determinar
a)lu x ul &) (U-v)X w Duxv+uxw
b)2Vv)X(3V) H(UXV)X w D(uxv). v
O(UXW)+(WXU) g ux(vxXw) K (uXv). w
d(uXVIX(VXU) hyu x(v+w) Du.(vX w)
2) Efetuar
Ca)ixk ©Bi).2j) D(ixj)xk
b)j x(21) HGBT)x2j) PEXTHxT
9B31)x2K) 9. xi) B ix(Gxj)
d) i.(j xk) h) j . (j xk) D@ xk).1

3) Dados os pontos A2, 1, -1), B(3, 0, 1) e C(2, -1, -3), determinar o ponto D tal que
AD = BCXAC

4) Determinar o vetor x talque X . (1,4, 3)=-7 e xX (4, -2, 1)=(3, 5, -2).
5) Resolver os sistemas

a) ;x;:ﬁ b) (X xx(21 ]+3E)=6
X.(41-2] +k)=10 x.(i+2] -2k)=12

6) Dados os vetores u =( , 1, 1), v_(4 1,3)e w = (1, 2, 0), determinar x de modo

-

quexJ_wexX =v.




88 Vetores e Geometria Analitica

7) Levando em conta a Figuré 3.13, calcular

8)

9)

10)

11)

12)

13)
14)

15)

16)

a) OF x OD d) EC x EA el b
b) ACX FA e) OA . (OCXOE ) ;

—_ — —_— — ] a
c) ABx AC f) GB x AF Fl_1 G

- - _ CYN— B

Sejam os vetores u =(1,-2,1), v=(1,1,1)e w = // :
(1,0, -1). N
a) Utilizar o produto escalar para mostrar que 0s a B

vetores sdo, dois a dois, ortogonais.
b) Utilizar o produto vetorial para mostrar que o
produto vetonal de qualsquer d01s deles é paralelo ao terceiro vetor.

Figura 3.13

¢) Mostrar que u X (v X w)—

Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores U+2vev-u , sendo
u=(3,2,0e v=(0,-1,-2)

Obter um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos A(2, 3, 1), B(1,-1, 1) e
C@, 1, -2). ‘

Dado v1 = (1, -2, 1), determinar vetores vz e V3 de modo que os trés sejam mutua-
mente ortogonais.

Dados os vetores G =(1,1,0)e ; = (-1, 1, 2), determinar

a) um vetor unitario simultaneamente ortogonal a uev ;

b) um vetor de médulo 5 simultaneamente ortogonal a u e v.

Determinar um vetor de médulo 2 ortogonal a u = (3,2,2)ea v = ©,1,1).

Com base na Figura 3.14, calcular

a) IAB x ADI

b) IBA x BCI :

¢) |AB x DC| D
d) 15}3 xi—Dl /
e) IBD xACI

f) IBD x CDI

Sendo lul= 2\/5 , I; | =4 e 45° o 4ngulo entre uev , calcular Figura 3.14

a)i2u x vl b)

2-1-
—uX —v
5 2

Determinar u . v, sabendoquelu X vi=12,lul=13e v ¢é unitario.
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17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)
24)

25)

26)
27)
28)

29)

Dados os vetores u = (G,-1,2)e v = (-2, 2, 1), calcular
a) a area do paralelogramo determinado por u e;'

b) a altura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor v.

Mostrar que o quadrilidtero ABCD de vértices A(4, 1, 2), B(5, 0, 1), C( 1, 2,-2)
e D (-2, 3, -1) é um paralelogramo e calcular sua area.

Dois vértices consecutivos de um paralelogramo sdo A(2, -4, 0) e B(l, -3, -1) e o
ponto médio das diagonais é M (3, 2, -2). Calcular a 4rea do paralelogramo.

Calcular o valor de m para que a drea do paralelogramo determinado por u = (m,-3, e
v =(1, -2, 2) seja igual a /26.

Sabendo que lul= 6, Ivi=4 e 30°0 angulo entre u e;, calcular

a) a drea do tridngulo determinado por uev .

b) a drea do paralelogramo determinado por ue (-; );

-

¢) a drea do paralelogramo determinadopor u + v e u - v.
Calcular a drea do paralelogramo determinado pelos vetores u e v, sabendo que

suas diagonais sdo u+v= (-1,3,4)e u-v= 1, -1, 2).

Calcular a distancia do ponto P(4, 3, 3) a reta que passa por A(l, 2, -1) e B(3, 1, 1).
Calcular a 4rea do tridngulo ABC e a altura relativa ao lado BC, sendo dados

a) A4, 1, 1),B(1,0, 1) e C(0, -1, 3)

b) A4, 2, 1), B(1,0, 1) e C(, 2, 0)

Encontrar um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P, Q e R e calcular
a drea do tridngulo PQR.

a) P(3,0,0), Q, 3, 0), R(0, 0, 2)

b) P(2, 3, 0), Q0, 2, 1), R(2,0,2)

Calcular z, sabendo-se que A (2, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 0, z) sdo vértices de um tri-
“angulo de drea 6.

Dados os pontos A(2, 1, -1) e B0, 2, 1), determinar o ponto C do eixo Oy de modo
que a drea do tridngulo ABC seja 1,5 u.a.

Sabendo que os pontos A(4, 0, 0), B(0, 0, 2), C(0, 3, 0) e D(4, 3, -2) sdo coplanares,
calcular a drea do quadrilatero ABCD.

Os pontos médios dos lados do tridngulo ABC sdo M(0, 1, 3), N(3, -2, 2) e P(1, 0, 2).
Determinar a 4rea do tridngulo ABC.

Respostas de Problemas Propostos

1

2) 0 d) 0 g) (-6, -20, 1) o
b) 0 e) (-5, 0, -5) h) (8, -2, 13) 5K
) 0 ) (-1,-23,-1) i) (8, -2, 13) D5
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2) a)-j &) 0 i) 0
b) 2Kk f)6k PD-i
©)-6j g0 ¥ 0
d) 1 h) 0 D1
3) D (_4, ’la 1)
4 x=(3,-1,2)
5) a) x = (1, -3, 0) b) x = (-4, 2, -6)
6) Nio existe X pois u ndo é ortogonal a v.
3
7) a) (-a?, -a%, a%) ¢ (0,0, a2) ¢)a
b) (-a%,-a%, 0) d) (-a%,-a’,-a%) o

9) Um deles: (u +2v) X (v-u) = (-12, -18, 9)
10) Um deles: AB x AC = (12, -3, 10)
11) Uma das infinitas solucgdes: ;1 =(1,-2,1), ;2 =(1,1,De v3=(-1,0, 1)
1 1 11

12) () o ’T"T)

1
J‘
>, 2 D D2

NERENERNCY «/_ «/_ ~/_
13) (0,2, +/2) ou (0,2, v2)
14) a) 243 )0 e) 443

b) 23 40 f) 243

8
15) a)l6 b)—
) a) )5

16) S5o0u-5
17) a) 3J10 b) V10
18) V122
19) 2474

20) Oou?2
21) a)6 b) 12 c) 24

22) 435
J65

23) ——
)3
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24) 2435 e %

317

25) a)t(2,2,3),te R e —
-26) 40u-4
27) C(@0,1,0) ou C(O,%,O)

28) 2461
29) 442

b)t(1,4,6),te R e

J53







Produto
Misto

Definicao

Chama—seproduto misto dos vetores u= x,i + ylj +z;k, v=x,1 +y,j +2,k

€W =X31 +y3] + 23k, tomados nesta ordem, a0 nimero real u. (vxw).

—_

O produto mistode u, v e w também € indicado por (u,v,w).
Tendo em vista que

p— -

i ] k
- — Yo Zy |~ X, Z,{— Xy Y, |-
VXW=|Xy y, Z,]| = 2 2 - 2 2 j + 2 2k
Y3 Z3 X3 Z3 X3 Y3
X3 Y3 23
vem
- - - y, Z X, Z X, ¥y
u. (VX w)=x, 2 2‘-y1 2 2 +z,| 2 72
Y3 Z X3 Z3 X3 Y3
e, portanto,
X1 Y1 7y
u.(VXW)=|x, y, z, (D
X3 Y3 Z3
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Exemplo
Calcular o produto misto dos vetores u =27+ 3j_.+ SE, Vo= -i+ 3_]T-+ 3k e

w=47-3] +2k.

Solucao
2 3
wvw) = |1 3 3| = 27
4 32

Propriedades do Produto Misto
As propriedades do produto misto decorrem, em sua maioria, das propriedades dos deter-
minantes.
I) O produto misto (ﬁ , v \nv’ ) muda de sinal ao trocarmos a posicao de dois vetores.
Em relag@o ao exemplo anterior onde (1_; , v , w ) = 27, teriamos

(; G ,§)=-27 (permuta de ue ;)

(;,;,G)=—27 (permuta de ue ;v.)

({i ,Q,;)=—27 (permuta de Ve Q)

Se em qualquer um destes trés ltimos produtos efetuarmos nova permutagdo de dois-
vetores, o produto misto resultante volta a ser 27.

p—y

E o que acontece com (v, w ,u ) =27, onde no primeiro deles permutamos u e w .
Entdo, se em relacdo ao produto misto (u , v, w ) ocorrer

a) uma permutacio — haver4 troca de sinal;

b) duas permutacdes — ndo altera o valor.
Resulta desta propriedade que os sinais . € X podem ser permutados, isto &,

u.(vxw)=(uxv). w

pois
(UXv). w=w .(uXv)=(w,u,v)=(u,v,w)=u .(vVXW)
M (u+x, v,w)=(u,v,w)+(X,v,w)
(U, v+x,w)=(u,v,w)+(u,x,w)
(u,v,w+x)=(u,v,w)+(u,v,x)

m) (©@u,v,w)=(u,0v,w)=(u,v,0w)=0(u,v,w)
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- - — 2

IV) | (u,v,w) =0 se, e somente se, os trés vetores forem coplanares.

Admitindo-se que (u,v,w) = 0, ou seja,

VXw -~
u. (;x;) = 0, conclui-se que (;X;)J_a Por ! —
outro lado no estudo do produto vetonal vnnos que o 4
vetor v X w é tambem ortogonal a Vew. Ass1m 2 w
sendo, como v X w é ortogonal aos trés vetores u s v
ve ; estes s@o coplanares (Figura 4.1).
Reciprocamente, admitindo-se que u, v e w Figura 4.1

sejam coplanares 0 vetor vV Xw , por ser ortogonal a v ew , € também ortogonal au .
Ora, se Uev Xw sio ortogonals 0 produto escalar deles € igual a zero, isto €,

u. (vxw) (u v w) 0

Observacao

A equivaléncia da propriedade IV continua vélida em situagdes particulares, tais como:

a) se pelo menos um dos vetores é nulo (o determinante (1) é zero por ter uma fila de
Zeros e os trés vetores sdo coplanares);

b) se dois deles forem paralelos (o determinante (1) é zero por ter duas filas de elementos
proporcionais ou iguais € os trés vetores sao coplanares).

Exemplos
1) Verificar se so coplanares os vetores u = (2, -1, 1), v=(1,0,-1)e w = (2, -1, 4).

Solucao
Como
2 1 1
v, wy=/1 0 -1[=320
2 -1 4

0s vetores nao sao coplanares.
2) Qual deve ser o valor de m para que os vetores u= 2, m0), v=(1, -1, 2) e
W= (-1, 3, -1) sejam coplanares?

Solucao

Para que u, v e w sejam coplanares deve-se ter

- - —

(u,v,w)=0
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isto €,
2 m O
1 -1 21 =20
-1 3 -1
ou
2-2m-12+m=0
€, portanto,

m=-10 ' ,
3) Verificar se os pontos A(1, 2, 4), B(-1, 0, -2), C (0, 2, 2) e D(-2, 1, -3) estdo no mesmo
plano.

Solucao

Os quatro pontos dados s3o coplanares se forem coplanares os vetores AB, AC e AD
(Figura 4.2), e, para tanto, deve-se ter

(AB,AC,AD) =0 | >
Como A .
2 2 -6 s

(AB, AC, AD)=|-1 0 -2|=0,
3 1 7 Figura 4.2

os pontos dados s3o coplanares.

Interpretacao Geométrica do Médulo do Produto
Misto

Geometricamente, o produto misto u . (v Xw ) é A Txw
igual, em médulo, ao volume do paralelepipe-
do de arestas determinadas pelos vetores ndo-
coplanaresu, v e w (Figura 4.3).

A area da base do paralelepipedo é
lv X wl

Seja 6 o angulo entre os vetores u e

vXw. Sendo v X w um vetor ortogonal a
base, a altura sera paralela a ele, e, portanto,

h=lullcos®!

Figura 4.3
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(E necessirio considerar o valor absoluto Icos 8, pois 6 pode ser um 4ngulo obtuso).
Entdo, o volume V do paralelepipedo é
V = (4rea da base) (altura)

=lv X wllullicos 6l

=lullv x wlcos 0l

=lu . (vxw)l
onde a tltima igualdade decorre da relagdo (2) do Produto Escalar.
Portanto,
| V=i(u,v,w)l
Exemplo

Sejam os vetores u= (3, m, -2), V= 1,-1,0)e W= (2, -1, 2). Calcular o valor de m para

‘que o volume do paralelepipedo determinado por u,vew seja 16 u.v. (unidades de
volume).

Solucao

O volume do paralelepipedo é dado por
V=Il(u,v,w)l

€, No caso presente, deve-se ter

l(u,v,w)l=16

Sendo _
3 m -2
@wv, w=|1 1 0|=2m-8
2 1 2
vem
1-2m-81=16,

que, pela definicdo de médulo, implica duas hipéteses:
2m-8=16 ou 2m-8=-16
- €, portanto,

m=-12 ou m=4
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Volume do Tetraedro

Sejam A, B, C e D pontos nao-coplanares. Portanto, os vetores AB, AC e AD também
sdo ndo-coplanares. Em conseqiiéncia, estes vetores determinam um paralelepipedo (Figu-
ra 4.4) cujo volume é

V=1(AB,AC,AD)I.
Este paralelepipedo, por sua vez, pode ser repartido em
dois prismas triangulares de mesmo tamanho (conforme figu-
ra) e, portanto, o volume Vp de cada prisma é a metade do

volume V do paralelepipedo ( Vp = % V).

Por outro lado, da Geometria Espacial sabemos que o
prisma pode ser repartido em trés pirdimides de mesmo volu-
me, sendo uma delas o tetraedro ABCD. Assim, o volume
V, do tetraedro € um ter¢o do volume do prisma, isto €,

1 1.1
V==V, =—(=V
=3 =3GW

Figura 4.4

ou
V=1V
6
ou
v, =% (AB, AC, AD)
Exemplo

Sejam A(1, 2, -1), B(5, 0, 1), C(2, -1, 1) e D(6, 1, -3) vértices de um tetraedro. Calcular
a) o volume deste tetraedro;
b) a altura do tetraedro relativa ao vértice D.
Solucao
a) O volume do tetraedro é dado por
\'A =% (AB, AC, AD)
Mas
4 2 2
(AB, AC, AD)=|1 -3 2(=36
5 -1 -2
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Portanto, o volume do tetraedro é
\A -1 .36 = 6u.v.
6 .

b) Observemos na Figura 4.4 que a altura do tetraedro tragada do vértice D é a prépria

altura do paralelepipedo de base determinada por AB e AC. Como o volume V do
paralelepipedo € dado por
V = (4rea da base) (altura)

=1AB x ACl.h
tem-se
h= _.V_.
IAB X ACI
Mas,
i k
ABXAC = |4 -2 2| = (2,-6,-10)
1 3 2
€, portanto,

36 36 36 18

= = = u.c.
I2,-6,-10)] J4+36+100 140 435

Problemas Propostos
1) Dados os vetores u = (3,-1,1), v=(1,2,2)e w = (2, 0, -3), calcular

- =

a)(u,v,w) b) (w,u,v)

2) Sabendo que (u,v,w )= -5, calcular
a) (W,v,u) b) (v,u,w) O(w,u,v) dv.(wxu)
3) Sabendo que u .(;x;v.)=2, calcular
a) u.(wxv) ©) (VXw).u e u.2w xv)
b) v.(wXu) d) (uxw).(3v) H(u+v).(uxw)
4) Sabendoque(a,;,;)=2 e (;,;v’,)_(’)=5, calcular
2)(u,X,-w) b)Gu,3w,2X) ¢@2n +4v.w,x) DGu-3v,2w,x)
5) Verificar se sdo coplanares os vetores
a) u=(1,-1,2), v=(2,2, e w =(-2, 0, -4)
b) u=(2,-1,3), v=(3,1,-2) e w =(7, -1, 4)
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6)

7)

8)

9)
10)

11)

12)

13)

14)
15)
16)
17)

18)

19)

Determmar o valor de k para que sejam coplanares os vetores
a) u =(2,-1,k), v_(l 0, 2)ew k 3,k

b) u=(2,k, 1), v=(1,2,k)e w =(3,0,-3)

Verificar se sdo coplanares 0s pontos

a) A(l1, 1, 0), B(-2, 1, -6), C(-1,2,-1) e D(2, -1, -4)

b) A2, 1,2), B0, 1,-2),C(1,0,-3)eD@3, 1, -2)

Para que valor de m os pontos A(m, 1, 2), B(2, -2, -3), C(5, -1, 1) e D(3, -2, -2) s@o
coplanares?

Qual o volume do cubo determinado pelos vetoresi , j e k?

Um paralelepipedo é determinado pelos vetores u = = (3, -1, 4), v = (2 0, 1) e

W= (2, 1, 5). Calcular seu volume e a altura relativa a base definida pelos vetores uev.
Calcular o valor de m para que o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores

vi= 0, -1, 2), va= (-4, 2, -1) e v3= (3, m, -2) seja igual a 33. Calcular a altura
deste paralelepipedo relativa a base definida por ;1 e ;2 .

O ponto A(1, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepipedo e os trés vértices adja-
centes sdo B(2, -1, -4), C(0, 2, 0) e D(-1, m, 1). Determinar o valor de m para que o
volume deste paralelepipedo seja igual ao 20 u.v. (unidades de volume).

Dados os pontos A(2, 1, 1), B(-1, 0, 1) e C(3, 2, -2), determinar o ponto D do eixo Oz

para que o volume do paralelepipedo determinado por AB , AC e AD seja 25u.v.
Representar graficamente o tetraedro ABCD e calcular seu volume, sendo A(1, 1, 0),
B(6, 4, 1), C(2, 5, 0) e DO, 3, 3).

Calcular o volume do tetraedro de base ABC e vértice P, sendo A (2, 0, 0), B (2, 4, 0),
C(0, 3,0) e P(2, -2, 9). Qual a altura do tetraedro relativa ao vértice P?

Sabendo que os vetores AB = (2, 1, -4), AC= (m, -1, 3) e AD = (-3, 1, -2) determi-
nam um tetraedro de volume 3, calcular o valor de m.

Trés vértices de um tetraedro de volume 6 sdo A(-2, 4, -1), B(-3, 2, 3) e C(1, -2, -1).
Determinar o quarto vértice D, sabendo que ele pertence ao eixo Oy.

Calcular a distincia do ponto D(2, 5, 2) ao plano determinado pelos pontos A(3, 0, 0),
B(0, -3, 0) e C(0, 0, 3).

Sendolul=3, Ivl=4 e 120°o0 angulo entre os vetores u ev, calcular

a) 0+ ; | ¢) o volume do paralelepipedo determinado
o - o porﬁx;,aev.
b)lu X (v-u)l
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20) Determinar m e n para que se tenha
a) (mn,2).4,-1,3)=-2
b) (m,n,2)x4,-1,3)=(8, -1, -11)
c) (mn,2).(3,1,2)x(0,1,-1)) =9

Respostas de Problemas Propostos

1) a)-29 b) -29
2) a)5 b) 5 c)-5 d) -5
3) a)-2 b)2 c)2 d) -6 e) -4
4) a)2 b) -36 c) 24 d) -10
5) a) Nio b) Sim
6) a)6 b) 2 ou -3
7) a) Sim b) Nio
8) m=4
9 1
17
10) 17e —
30
11) m=4 ou m=-1—7- e hzi
| 4 V89
12) 6 ou 2
13) D(0, 0, -10) ou D(0, 0, 15)
14) 2 u.v.
2
15) 12u.v. € 9u.c.
16) m=—% ou ng
17) D0, 2,0) ou D(0, -4, 0)
4
18) —u.c.
3
19) a) V13 b) 63 c) 108 u.v.

20) a)n=4m + 8

bym=3 e n=2 An=m+1







A Reta

Equacao Vetorial da Reta

Consideremos um ponto A(x;,y;,Z,) € um vetor nio-

nulo v = (a, b, c). S6 existe uma reta r que passa por A e

tem a direcdo dev. Um ponto P(x, y, z) pertence a r se,

e somente se, o vetor AP € paralelo a v (Figura 5.1),
isto €, :

AP=tv )]
para algum real t.
De (1), vem Figura 5.1
P-A=tv
ou
P=A+tv )
ou, em coordenadas

(X, ¥,2) =(X,y1,2)) + t(a, b, ¢) 3)

Qualquer uma das equagdes (1), (2) ou (3) é denominada equacdo vetorial der.

O vetor v € chamado vetor diretor dareta r e t é denominado pardmetro.

Exemplo

A reta r que passa por A(l, -1, 4) e tem a direcdo de v = (2 3, 2), tem equag@o vetorial, de
acordo com (3):
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rxyz2)=(1,-1,4)+t2,3,2) 4)
onde (X, y, z) representa um ponto qualquer der.
Se desejarmos obter pontos de r, basta atribuir valores para t. Por exemplo
para t=1,obtém-se (x,y,z)=(1,-1,4)+1(2,3,2)=(1,-1,4+(2,3,2)=(3,2,6)
, e, portanto, P;(3,2,6) e 1.
De forma andloga,
para t=2,obtém-se (x,y,z)=(1,-1,4)+2(2,3,2)=(5, 5, 8)
e, portanto, P, (5,5,8) e r;
para t=3, obtém-seo ponto P;(7, 8, 10);
para t=0, obtém-se o préprio ponto A(l, -1, 4);
para t=-1, obtém-se o ponto P, (-1, -4, 2); ,
e assim por diante. Se t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos da
reta.
A Figura 5.2 mostra os pontos obtidos com seus correspondentes parametros.

De acordo com

P=A+t ;
tem-se

P=A+(1)v
P,=A+ )V
P,=A+(3)v
P,=A+(-1)v
A=A+ ©0)V

Figura 5.2

Observacées
a) Vimos que a cada real t corresponde um ponto P € r. A reciproca também € verdadeira, isto
é, a cada P e r corresponde um mimero real t. Por exemplo, sabe-se que o ponto P(5, 5, 8)
pertence 2 reta '
r:(x,y,2)=(1,-1,4)+ 12,3, 2)
Logo, o ponto (5, 5, 8) € um particular (x, y, z) na equagdo (4) e, portanto, € verda-
deira a afirmacgdo
5,5,8)=(1, -1, 4) + (2, 3, 2), para algum real t.
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Desta igualdade, vem
(5.5.8)-(L,-1,4)=1(2,3,2)
ou
(4,6,49=12,3,2)
e, portanto, t = 2.

b) A equacdo (4) ndo € a tinica equagdo vetorial de r. Existem, na verdade, infinitas, pois
basta tomar outro ponto de r (em vez de A) ou outro qualquer vetor ndo-nulo que seja
multiplo de v. Por exemplo, a equacio

(X9 ya Z) = (l’ "19 4) + t(4, 61 4)
€ outra equacdo vetorial de r onde se utilizou o vetor 2v = (4, 6, 4) como vetor diretor
emvez de v = (2,3, 2). ‘

Equacoes Paramétricas da Reta
Da equacdo vetorial da reta
(x,5,2) = (X,¥1,2))+t(a, b, ¢)
ou ainda
(X, ¥, 2)=(x+at, y + bt, z;+ ct),
pela condicdo de igualdade, obtém-se

X=X;+at .
y=y;+bt &)
z=12 +cCt .

As equacdes (5) sdo chamadas equagdes paramétricas da reta.

Exemplos

1) Aretar que passa pelo ponto A(3, -4, 2) e € paralela ao vetor v= (2, 1, -3), de acordo
com (5), tem equacgdes paramétricas

x=3+2t
r: y=-4+t
z=2-3t

2) Dado o ponto A(2, 3, -4) e o vetor ; =(1, -2, 3), pede-se:

a) Escrever equacdes paramétricas da reta r que passa por A e tem a direcdo de v.
b) Encontrar os dois pontos B e C de r de parametros t = 1 e t = 4, respectivamente.
¢) Determinar o ponto de r cuja abscissa € 4.

d) Verificar se os pontos D(4, -1, 2) e E(5, -4, 3) pertencem a r.

e) Determinar para que valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence a r.
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f) Escrever outros dois sistemas de equacdes paramétricas de 1.
2) Escrever equagdes paramétricas da reta s que passa por G(5, 2, -4) e € paralela ar.
h) Escrever equagOes paramétricas da reta t que passa por A e € paralela ao eixo dos y.

Solucoes
a) De acordo com (5) temos imediatamente:

x=2+t
r y=3-2t
z=-4+ 3t

b) Das equag@es acima tem-se:

x=2+4+(1)=3

parat=1 vem y=3-2(1)=1 s B@3B,1,-1) er
z=-4+3(1)=-1
X=2+(4)=6

parat =4 vem y=3-2(4)=-5 s C6,-5,8) er
z=-4+34)=8

¢) Como o ponto tem abscissa 4 (x = 4), temos
4=2+t (1° equagdo der) e, portanto, t = 2.
Como
y=3-22)=-1
t=2 = {z=—4+3(2)=2,
o ponto procurado é (4, -1, 2).
d) Um ponto pertence 2 reta r se existe um real t que satisfaz as equacdes der.
Para D(4, -1, 2) as equagdes

4 =2+t
-1=3-2t
2 =-4+3t

se verificam parat =2 e, portanto, D € r.
Para E(5, -4, -3) as equagdes

5 =2+t
-4=3-2t
-3 =-4+3t

ndo sdo satisfeitas para o mesmo valor de t (t = 3 satisfaz a primeira equag@o mas nao
as duas outras). Logo, E ¢ 1.
e) ComoF € r, as equacgdes
m=2+t
5=3-2t
n=-4 + 3t se verificam para algum real t.
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Da equagdo 5 =3 - 2t, vem t = -1 e, portanto,
m=2+-D=1"
n=-4+3(-1)=-7 _
f) Tomando o ponto B(3, 1, -1) € r (item c) e o vetor diretor

2v =2(1,-2,3) = (2, -4, 6) tem-se

x=3+2t
r: qy=1-4t
z=-1+ 6t

Para o ponto C(6, -5, 8) e o vetor diretor - v= (-1, 2, -3), tem-se

X=6-t

r: {y =-5+2t
z=8-3t

g) Como s // 1, os vetores diretores de s s3o os mesmos de r. Para ; = (1, -2, 3), tem-se

X=5+t

S: {y =2-2t
z=-4 + 3t

h) Como areta té paralela ao eixo dos y, um de seus vetores diretores é _? =(0, 1, 0). Entao,

x=2+0.t=2
t:dy=3+1.t=3+t
z=-4+0.t=-4

Reta Definida por Dois Pontos

A reta definida pelos pontos A ¢ B € a reta que passa por A (ou B) e tem a direg¢do do vetor
v =AB..

Exemplo
Escrever equagdes paramétricas da reta r que passa por A(3, -1, -2) e B(1, 2, 4).
Solucao

E—

Escolhendo o ponto A e o vetor v=AB=B- A =(-2,3,6), tem-se

x=3-2t
r:{y=-1+3t

z=-2+ 6t
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Equacées Paramétricas de um Segmento de Reta
Consideremos a reta r do exemplo anterior € ,
nela o segmento AB (origem A e extremidade A B r
B) (Figura 5.3). .
As equagdes paramétricas do segmento Figura 5.3

AB s3o as mesmas da reta r, porém, com 0 <t < 1, isto €,

x=3-2t

AB:< y=-1+3t
z=-2+6t, te [0,1]

Observemos que
para t = 0, obtém-se o ponto A,
parat = 1, obtém-se o ponto B,
e para t entre O e 1, obtém-se os pontos entre A e B.
Se considerdssemos o segmento BA, a fim de manter o mesmo intervalo de variagdo

de t, para ponto tomariamos o B e para vetor diretor BA =A-B= (2, -3, -6). Entdo,
x=1+2t
BA: <y=2-3t
z=4-6t, te [0, 1]
Notemos que as equagdes vetoriais dos segmentos AB e BA com 0<t<1, sdo

P=A+tB-A) e P=B +t(A-B),
respectivamente, onde P(x, y, z) representa um ponto qualquer do segmento.

Observacao

Aequacio P=A+tB-A)

também pode ser expressa de modo equivalente por
P=tB+(1-HA

Equacoes Simétricas da Reta
Das equagdes paramétricas

X = X;+at y=y; +bt z= 17+t
supondo abc # 0, vem
X - X - zZ-1z
t= 1 [:—y Y1 t= 1
a b c

Como para cada ponto da reta corresponde um s6 valor para t, obtemos as igualdades

X-X _ Y-y _2-2

= : ' ©)
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As equagdes (6) sdo denominadas equacdes simétricas da reta que passa pelo ponto

A(Xx;,y;,2;) e tem a direcdo do vetor v = (a, b, c).

Exemplo

- Areta que passa pelo ponto A(3, 0, -5) e tem a dire¢do do vetor ; = (2, 2, -1), tem equa-
¢des simétricas
Xx-3 y _z+5
2 2
Se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuir um valor qualquer a uma
das varidveis. Por exemplo, para x = 5, tem-se
5-3 _,_ ¥ _ 2+5
2 I
ondey=2 e z=-6e, portanto, o ponto (5, 2, -6) pertence 2 reta.

Equacoes Reduzidas da Reta

Em vez de realizar um tratamento genérico, tomaremos um caso particular.

Seja a reta r definida pelo ponto A(2, -4, -3) e pelo vetor diretor v= {1, 2, -3) e ex-
pressa pelas equacdes simétricas
r_x-2=y+4=z+3 | 1%
1 2 -3 '
A partir destas equacdes pode-se expressar duas varidveis em funcgdo da terceira.
Isolando, primeiramente, as varidveis y e z e expressando-as em fungdo de x, obtém-se

x-2 _y+ 4 X -2 z + 3
12 1 3
Ky + 4 = 2(x - 2) Iz + 3) = 3(x - 2)
y +4 = 2x-4 z+ 3 = -3x + 6
y = 2x - 8 z = 3x + 3 (8)

Estas duas ultimas equagdes sdo equacdes reduzidas da reta r, na varidvel x.

Observacgées
a) E facil verificar que todo ponto P € r € do tipo P(x, 2x - 8, -3x + 3), onde x pode as-
sumir um valor qualquer. Por exemplo, para x = 3 tem-se o ponto P, (3, -2, -6) € r.

b) Equagdes reduzidas na varidvel x serdo sempre da forma

y=mx+n
z=px+q
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¢) Com procedimento idéntico, a partir das equagdes (7), pode-se obter as equagdes
1

X=—=y+
3 - : y
zZ= --é-y - 9  (equagdes reduzidas na varidvel y)
ou

x=-lz+ 1
3

y= -% z - 6  (equagdes reduzidas na varidvel z)

d) A retar das equagdes (7) pode ser representada pelas equagdes paramétricas

X=2+t
y=-4+2t
z=-3-3t

Da primeira equacgio obtém-se t = x - 2 que, substituindo nas outras duas as trans-
forma em
y=-4+2x-2)=2x-8
z=-3-3(x-2)=-3x+3
que sdo as equacdes reduzidas de (8).
¢) Para encontrar um vetor diretor da reta
- 4y= 2x-8
"lz=-3x+3
uma das formas € determinar dois pontos A e B de r e, posteriormente, encontrar o ve-

tor AB =B - A. Por exemplo,
para x = 0, obtém-se o ponto A0, -8, 3) e
para x = 1, obtém-se o ponto B(l, -6, 0).
Logo, TB = (1, 2, -3) € um vetor diretor de r.
Outra maneira seria isolar a varidvel x nas duas equacdes, obtendo-se desse modo
equagdes simétricas de r:
X _ y+8 z-3

1 2 03
onde a leitura do vetor diretor (1, 2, -3) € imediata.

Retas Paralelas aos Planos Coordenados

Uma reta é paralela a um dos planos xOy, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem
paralelos ao correspondente plano. Neste caso, uma das componentes do vetor € nula.
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A Figura 5.4 mostra a retar (r // xOy) que passa pelo ponto A(-1, 2, 4) e tem vetor
diretor v = (2, 3, 0) (a 3° componente é nula porque v/ xOy).

S

Figura 5.4

Um sistema de equagdes paramétricas de r é

x=-1+2t
{y=2+3t
z=4

Observacao
Como todos os pontos de r sdo do tipo (x, y, 4), isto &, sdo pontos de cota 4, todos eles
distam 4 unidades do plano xOy e por isso r // xOy. Por outro lado, sendo P (x;,y;.4) e

P, (x,,y,,4) pontos distintos de r, o vetor diretor f’l_f;z =(X3-X;, ¥2-Y;, 0) sempre

terd a 3* componente nula.

Comentdrio idéntico farfamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros dois
planos.
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A Figura 5.5 mostra a reta r que passa por A(l, 5, 3) e € paralela ao vetor v = -1,0,2)
e, portanto, :

x=1-t
r:<y=>5
z=3+2t

z

A

™
\
<

\
PRS-

—

o 4

Figura 5.5

Retas Paralelas aos Eixos Coordenados
Uma reta € paralela a um dos eixos Ox, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem paralelos

ai= (1,0,0)oua ; =(0,1,0)oua E: (0, 0, 1). Neste caso, duas das componentes do
vetor sdo nulas.

Exemplo

Seja a reta r que passa por A(2, 3, 4) e tem a direcdo do vetor v = (0, 0, 3). Como a dire-

cdo de v éamesma dek , pois v=3k , aretar é paralela ao eixo Oz (Figura 5.6).
A reta r pode ser representada pelas equagdes

Xx=2
y=3
z=4+3t
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p A

Figura 5.6 .
Para o caso particular da reta ser paralela a um eixo coordenado, costuma-se fazer
uma simplificagdo, expressando as equagdes s6 pelas constantes. Para o caso particular
acima, diz-se que as equagdes de r sdo

x=2
y=3
subentendendo-se z varidvel livre que assume todos os valores reais. Na verdade, todos os

pontos de r s3o do tipo (2, 3, z) e as coordenadas constantes identificam perfeitamente a
reta.

As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam retas que passam por A(X,,y,,z,) € sio paralelas
aos eixos Oy e Ox, respectivamente. Logo, suas equagdes, jd na forma simplificada, sdo

X=X y=%
e .
zZ= 17 Z= 7, , respectivamente.

N
N

S N\
v
R
_—

e
=

Figura 5.7 Figura 5.8
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Observacao

Os eixos Ox, Oy e Oz sdo retas particulares. Todas passam pela origem O(0, 0, 0) e tém a

direcdo de T, ; ou E, respectivamente. Logo suas equagdes sao:
y=0 {x =0 {x =0
z=0, z=0 e y=0 , nesta ordem.

Angulo de Duas Retas :

Sejam as retas 1; e r, com as diregOes de ;1 e ;2 s
respectivamente (Figura 5.9).

Chama-se dngulo de duas retas 1, € r, 0 me-
nor angulo de um vetor diretor de r; e de um vetor 4%

53

diretor der, . Logo, sendo 6 este angulo, tem-se 6 3
Ba— 0 :
vy . val : 8 /

cos 0 = —_;—Tz,comOSGS— ©
RYRIRZY 2 x
Figura 5.9

Exemplo
Calcular o dngulo entre as retas

x=3+t X + 2 y-3 z

n:4y=t e Iy > = 7 =71

z=-1-2t }

Solucao

Os vetores que definem as diregOes das retas r; e r, sdo, respectivamente,
vi=(1,1,2)eva =(2,1, 1)

Pela férmula (9):
1vi.val |,1,2). (2,1, 1|
c0s0 =—4———-— =
Ivillval 2412 +(:2)2 (22 +12 +12
-2 + 1-2 -3
cos 0= l I —| I—i—l

Jit1+4va+1+1 V66 6 2
Logo,

0 = arc cos (-1—) = T tad = 60°
2 3
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Retas Ortogonais

- - 5
Sejam as retas 1, e 1, com as diregdes de vy evy, respecti- |_|
vamente. o
Entio, SN ] '

I‘IJ_ 1'2 =14 Vi .V2=0

Observacao Figura 5.10
Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou nio. Na Figura 5.10, as retas r; e 1, sdo

ortogonais a r. Porém, r, e r sdo concorrentes. Neste caso, diz-se que sdo perpendiculares.

Exemplo
As retas
x=3-2t
I: {y =-2x+1 e ,: 41 y=4+t  sdo ortogonais.
z=4x =t

Na verdade, sendo ;1 =(,-2,4e ;2 = (-2, 1, 1) vetores diretores de 1, e 'r2 e

Vi vz = 1(2) - 2(1) + 4(1) = 0,
as retas r; e 1, sdo ortogonais.

Reta Ortogonal a Duas Retas
Sejam as retas 1, e r, ndo-paralelas, com as direcGes de -\;1 e ;2 , respectivamente. Toda
reta r ao mesmo tempo ortogonal a 1, e r, terd a dire¢do de um vetor v tal que

V.vi=0

v.vy =0 | (10)

Em vez de tomarmos um vetor v # 0 como uma solugio particular do sistema (10),
poderfamos utilizar o produto vetorial (Capitulo 3), isto €,

-

V=V XV

Definido um vetor diretor, a reta r estard determinada quando for conhecido um de
seus pontos.
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Exemplo
Determinar equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A(3, 4, -1) e € ortogonal
as retas

x=5
:(%92=0,01+1t2,3,-4) e 1 {y=t
z=1-t

Solugéao
As diregdes de 1; e r, sdo definidas pelos vetores v) = (2,3, 4)e vy = 0, 1, -1). Entdo
aretar tem a direcdo do vetor

ij k
viXvy=|2 3 -4 =(l,2,2)
0o 1 -1
Logo, tem-se
XxX=3+t
r:{y=4+2t

z=-1+2t

Intersecao de Duas Retas

Exemplos
Verificar se as retas r; e r, S30 concorrentes e, em caso afirmativo, determinar o ponto de
intersecao:

1) x=3+h x=5+3t
;3 y=1+2h e r: (y=-3-2t
z=2-h z=4+t
2) Jy=2x-3 X=-t
09 z=x e I: y=4-t
z=2+2t
3) CJy=-3x+2

M:3,=22x-5 e L x+2 y-1
-6

2 9 -

Z
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Solucao

Se existe um ponto I(x, y, z) comum as duas retas, suas coordenadas verificam todas as
equagdes de 1) € 1,, isto é, o ponto I € solucio tinica do sistema formado pelas equacdes
das duas retas.

1) Igualando as expressdes em x, y e z nas equagdes de r| e rp, tem-se

3+ h =5+3t h - 3t=2
1+2h =-3-2t ou 2h+2t=-4
2- h=4+1t -h - t=2

sistema cuja solu¢do é h =t = -1. Substituindo h = -1 nas equagdes de r, obtém-se
. x=3+(-1)=2 y=1+2(-1)=-1 z=2-(-1)=3
Portanto, o ponto de intersec¢do é I(2, -1, 3).
O mesmo ponto seria obtido substituindo-se t = -1 nas equagdes de 1, .
2) Substituindo x, y e z das equagdes de r, nas equagdes de 1, resulta o sistema
4 - t=-2t-3
2+2t= t
Da primeira equagdo obtemos t = -7 e da segunda t = -2. Como o sistema nio tem
solugdo, ndo existe ponto de intersegdo, isto &, as retas 1, e r, ndo sdo concorrentes.

3) Observando que ;1 =(1,-3,2)e ;2 = (2, -6, 4) sdo vetores diretores de T er,, respec-
tivamente, e que ;2 = 2;1 , conclui-se que as retas sdo paralelas e nﬁo—cojncidentes
(basta ver que o ponto A(0, 2, -5) € rie Aj¢r,). Fica a cargo do leitor buscar a so-
lugdo do sistema constituido pelas equagdes de 1 € 1, para concluir da nio-existéncia
do ponto de intersec3o.

Observacoes

a) Se duas retas, como no exemplo (1), se interceptam, elas sdo coplanares, isto é, estdo
situadas no mesmo plano (Figura 5.11). Também sdo coplanares as retas paralelas do
exemplo (3) (Figura 5.12).

==

Figura 5.11 : Figura 5.12
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[
b) Se duas retas ndo sdo coplanares, elas sdo ditas rever- 5
sas. E o caso do exemplo (2) (Figura 5.13), pois as /
retas além de ndo concorrentes sio ndo-paralelas, e, /'

portanto, ndo-coplanares.

Figura 5.13

Problemas Propostos
1) Determinar uma equagao vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, -3, 4) e B(1, -1, 2) e

verificar se 0s pontos C(-Z— ,-4,5)eD(-1, 3, 4) pertencem ar.

2) Dadaaretar:(x,y,z) = (-1, 2, 3) + t(2, -3, 0), escrever equagdes paramétricas de r.

3) Escrever equagdes paramétricas da reta que passa por A(1, 2, 3) e € paralela a reta
r:(x,y,z)=(,4,3)+10,0,1).

4) Dada areta

X=2+t
r :{y =3-t
z = -4 + 2t , determinar o ponto de r tal que
a) a ordenada seja 6;
b) a abscissa seja igual a ordenada;
c) a cota seja o quadruplo da abscissa.
5) A retar passa pelo ponto A(4,-3,-2) e é paralela a reta
x=1+3t
s:<y=2-4t
z=3-t. SeP(m,n,-5) € r, determinar m e n.
6) Determinar equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A e B nos seguintes
€asos:
a)A(1,-1,2)eB(2,1,0) b) A(3,1,4) e B@3,-2,2)
c)A(1,2,3) eB(1,3,2) d)A@0,0,0) e B@©,1,0)
7) Com base na Figura 5.14, escrever equagdes paramétricas
da reta por _ A
a) AeB
b) CeD .
c) AeD
d BeC
e) DeE E)
f) BeD

Z

Figura 5.14
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8) O ponto P(m, 1, n) pertence a reta que passa por A(3, -1, 4) e B4, -3, -1). Determi-
nar P.

9) Seja o tridngulo de vértices A(-1, 4, -2), B(3, -3, 6) e C(2, -1, 4). Escrever equagdes
paramétricas da reta que passa pelo ponto médio do lado AB e pelo vértice oposto C.

10) Os pontos M, (2, -1, 3), M,(1,-3,0) e M; (2, 1, -5) sdo pontos médios dos lados de
um tridngulo ABC. Obter equagdes paramétricas da reta que contém o lado cujo
ponto médio é M, .

11) Os vértices de um tridngulo sio os pontos A(-1, 1, 3), B(2, 1, 4) e C(3, -1, -1). Obter
equagdes paramétricas dos lados AB, AC e BC, e da reta r que contém a mediana re-
lativa ao vértice B.

12) Verificar se os pontos P, (5, -5, 6) e P, (4, -1, 12) pertencem 2 reta

L x-3=y+1_z-2

-1 2 -2

13) Determinar o ponto da reta r : x -1 = y—-*1-3 = % que possui
a) abscissa 3;
b) ordenada 2.
. 2x+1 3y-2
14) Obter o ponto de abscissa 1 da reta r: 3 = 5 =z + 4 e encontrar um

vetor diretor de r que tenha ordenada 2.
15) Obter equagdes reduzidas na varidvel x, da reta
a) que passa por A(4, 0, -3) e tem a diregéio de v = 2,4, 5);
b) pelos pontos A(1,-2,3) e B(@,-1,-1);
c) pelos pontos A(-1,2,3) e B(2, -1, 3);
d) dada por Xx=2-t
{y:&
z=4t-5
16) Escrever equagdes reduzidas na varidvel z da reta que passa por A(-1, 6,3)e B(2, 2, 1).
17) Nareta Jy=2x+3
r: z=Xx-1 , determinar o ponto de
a) ordenada igual a 9;
b) abscissa igual ao dobro da cota;
¢) ordenada igual ao triplo da cota.
18) Representar graficamente as retas de equacdes
a) (x=1-t b) Jy=x ¢) X=y=z d) y=2x
{y=-1+2t z=3+x {z=3
{z=2+t

e) {y=4 t){y:3 g) {x=3 h) {x=-3
z=2x z=-1 y=-4 z=3
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19) Determinar equagdes paramétricas e representar graficamente a reta que passa por
a) A3, -2, 4) e é paralela ao eixo dos x;
b) A(2, 2, 4) e é perpendicular ao plano xOz;
¢) A(-2,3, 4) e é ortogonal a0 mesmo tempo aos eixos dos x e dos y;
d) A@,-1,3)etema direciode 31 -2 ;
e) AG,-1,3) e B(3,3,4).
20) Escrever equagdes paramétricas das retas que passam pelo ponto A(4, -5, 3) e séo,
respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e Oz.
21) Determinar o dngulo entre as seguintes retas:

a) x=-2-t X y+ 6 z-1
. _ e I — = = —
rqy=t 2 1 1
z=3-2t
b)
r. Jy=-2x+3 . _z+1, _ 4
" lz=x-2 € Dhr¥y = T X T
C) X=1+\/Et
n: =t e T {X=3
y= 2° Uy=2
z=5-3t
d) x=1
x-4 z+1
h ) e I y_z-2
i ) 4 3
22) Determinar o valor de n para que seja de 30° o 4ngulo entre as retas
o X-2 'y _z  [y=nx+5
a)r: 1 T 573 e I, {z=2x-2
y=nx-1 .
b) : 7 = Jx e I, : eixo Oy
23) Sabendo que as retas 1; e r, sdo ortogonais, determinar o valor de m para os casos:
X=2mt-3
) B C[x=2y-1
a) :<{ y=1+3t e I {z:-y+4
z=-4t

y=mx + 3 '
D) VYz=x-1 e r, : reta por A(1, 0, m) e B(-2, 2m, 2m)
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24) Encontrar equag¢des paramétricas da reta que passa por A e é simultaneamente orto-
gonal as retas r; er,, nos casos:

- . x=3 ' : y=x_3
a) A3, 2, -1) I {y:—l ¢ h: {z=-2x+3

y=-t+1

B)AO,0,0) =Y.z} o [x=3
2 2 n
z=2

c) Aéainterseciode 1 e 1,

) _y+l z Cfx=1-y
rl.x—2--—2 —5 e r2'{z=2+2y |
25) Verificar se as retas sdo concorrentes e, em caso afirmativo, encontrar o ponto de
interse¢do:
Jy=2x-3 Jy=-3x+7
A 1 Z2=x+5 © r2'{Z—x+1
=-1+t
Cx-3 _ y+l _ z-2 ) *
b) rl‘ 2 - _3 - 4 e r2.{y=4't
z=-8 + 3t
[y=2x-3 y-4  z+1
2 ‘1'{z=-x-1o € LX=Tm =
x=2-t X=-3+ 6h
d r:{y=3-5t ' e rzz{y=1+7h
2=6-6t z=-1+13h
e) :(Xy,z2)=02,4,1)+t(1,-2,3) e L:(X,y,2)=(1,2,5+1t4,3,-2)
X=2+t 6
r:{y=4-t e JY=0-X
D L ;I:_t r2. Z=2-X

26) Calcular o valor de m para que sejam concorrentes as seguintes retas:

fy=2x-5 y
a) oi: [ :X-5===z+1
) T z=x+2 ¢ 5 m
X=m-t
] 2
b) r:{y=1+t e . Xl_y+2 _z

z=2t
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27) Dadas as retas

x -1 X=t
L :-y;z=3 € Iy: y=-1+t
2 z=2+t ,

encontrar equagdes reduzidas na varidvel x da reta que passa por A(0, 1, 0) e pelo
ponto de intersegio de r; com r,.

y=t

28) Determinar na reta {x =2+t
r:

29)

30)

31)

32)

33)

34)

z=-1+2t

um ponto eqiiidistante dos pontos A(2,-1,-2) e B(1,0,-1).
Determinar os pontos da reta

rrx=2+t, y=14+2t z=3+2t que
a) distam 6 unidades do ponto A(2, 1, 3);
b) distam 2 unidades do ponto B(1, -1, 3).
Escrever equagdes reduzidas da reta que passa por A(1, 3, 5) e intercepta o eixo dos z
perpendicularmente.
Escrever equagdes reduzidas na varidvel z, de cada uma das retas que satisfazem as
condig¢des dadas:
a) passa por A(4, -2, 2) e é paralela aretar: x = 2y = -2z;
b) passa pela origem e € ortogonal a cada uma das retas

c- 2x -1 _y+ 2

3 2
Determinar o 4ngulo que a reta que passa por A(3, -1, 4) e B(1, 3, 2) forma com a
sua projecdo sobre o plano xy.
Apresentar equag¢des paramétricas da projecdo da reta
r: y= 5x -7
z=-2x+6 sobre o plano xy.

Dados o ponto A(3, 4, -2) e a reta

x=1+t
r:i3y=2-t
z=4 + 2t,

a) determinar equagGes paramétricas da reta que passa por A e € perpendicular a r;
b) calcular a distAncia de A ar;
c¢) determinar o ponto simétrico de A em relacdo ar.

=2z-2 e s:X=-y=-Z
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Respostas de Problemas Propostos

) Xy,2)=(2,-3,4)+1(-1,2,-2), Cer ¢ Der.

2) x=-1+2t
3) x=1

4) a)(-1, 6, -10)

5) m=13,n=-15
6) ayx=1+t
b)x=3
c)x=1
d)x=0
a)x=2+2t
b) x =2t
O)x=2
dx=0
e)x=2
f)x=2t
P2, 1,9)

y=2-3t
y=2

7

8)
9)

10)
11)

o3
X=2+t =-1-=t
Y 2

X=2+t
AB:x=-1+3t
AC:x=-1+4t
BC:x=2+t
rx=2+t
Apenas P,
5,-5,8)e(-9, 2, -20)

4 - 9
1, =, 3ev=(=, 2,3
( 3 ) (2 )

y=-1+4t
y=1
y=1-2t
y=1-2t
y=1+t
12)
13)

14)

15) a)y=2x-8 ¢ z=§x—l3

e z=-2x+5

yy=—-2

3 7
16 =-=z+— =2
) X 22 > e y=2z

17) a)(3,9,2)

z=3
z=3+t

5 5
b)(E’ 55-3)

z2=4+2t

z=3-5t
z=3+1
z=3-4t
z=4-5t
z=4 + 3t

b) (2,7, 1)

¢)(-4,9,-16)

z=2-2t
z=4-2t
z=3-1
z=0
z=4
z=0
z=4-4t
z=4-4t
z=0
z=4-4t

(eixo Oy)

comt e [0,1]
comte [0,1]
comte [0,1]

oy=-x+1ez=3

d)y=-3x+6 e z=-4x+3

©) (6,15, 5)
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19) a) [y=-2 b)[x= c) x_-2
z=4 7=
d (x=4+3t e |x=3
y=-1-2t y=-1+4t
z=3 z=3+1
20) {y=-5 {x=4 {x=4
z=3 z=3 =-5
21) a) 60° b) 30° c) 30° d) 0 = arc cos(%)548°11'
22) a)7oul b) £4/15
23) a)m=-% b)1ou -
24) a)x=3+t y=2-t z=-1
b) x =2t y =6t z=-5t
O)x=2+t y=-1-5t z=73t
25) a)(2,1,3) b) , 2, -2) C) reversas d) (3,8, 12)
e) reversas f) coincidentes
26) a)-3 b) 4
27) [y=-x+1
z—3x
28) (—,-—,-=
)(4 4’ 2)
29) (4,57 ¢ (0,-3,-1) b (2.2.2) e (LD
30) y=3x, z=5
31) a) {x——2z+8 b) {x:Sz
y=4Z
32) O = arccos (@)
33) x=1+t y=-2+5t z=0
34) a) x=3-2h b)\/ﬁ c)(-5,4,2)
y=4

z=-2+h




O Plano

Equacao Geral do Plano - Tﬁ

Seja A(xy,y;,z;) um ponto pertencente a um plano 7 e

- - - : TL'
n = (a, b, ¢), n#0, um vetor normal (ortogonal) ao l—w

plano (Figura 6.1). A — P
Como n.lm, n é ortogonal a todo vetor repre-
sentado em w. Entdo, um ponto P(x, y, z) pertence a &t

se, € somente se, o vetor AP & ortogonal an , isto é, Figura 6.1
n.(P-A)=0
ou
(@b, ¢). (x-x;,y-y,,2-2,)=0
ou
a(x-x;)+b(y-y))+c(z-2,)=0
ou, ainda
ax+by+cz-ax; -by,-cz =0
Fazendo
-ax; -by; - cz; =d, obtemos
ax+by+cz+d=0 @

Esta € a equag@o geral do plano 7.
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Observacéoes

a) Assim como n = (a, b, ¢) € um vetor normal a 7, qualquer vetor kn , k # 0, € também
vetor normal ao plano.
b) E importante notar que os trés coeficientes a, b e ¢ da equagio (1) representam as com-
ponentes de um vetor normal ao plano.
Por exemplo, se um plano ® é dado por
m:3x+2y-z+1=0,

um de seus vetores normais é n = (3, 2, -1).
c) Para obter pontos de um plano dado por uma equagdo geral, basta atribuir valores
arbitrarios a duas das varidveis e calcular o valor da outra na equagédo dada.
Assim, por exemplo, se na equagio anterior fizermos x = 4 e y = -2, teremos:
3@)+2(-2)-z+1=0
12-4-z+1=0
z=9
e, portanto, o ponto A4, -2, 9) pertence a este plano.

Exemplos

1) Obter uma equacio geral do plano 7 que passa pelo ponto A(2, -1, 3) e tem n= (3,2, —4)
como um vetor normal.

Solucgao
Como n é normal a it, sua equacgao € do tipo
3x+2y-4z+d=90
e sendo A um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar a equagéo, isto €,
32) + 2(-1)-4(3)+d=0
6-2-12+d=0
d=38
Logo, uma equacéo geral do plano it é
3x+2y-4z+8=0

Observacao

Este exemplo, como outro qualquer que envolva determinacdo de equac@o do plano, pode
ser resolvido de modo andlogo & dedugdo da equagdo, pois um vetor normal ao plano €
suficiente para caracterizar sua direcdo. Em nosso estudo utilizaremos sempre a equacao
geral em vez de sua dedugdo. O leitor poderd optar entre uma ou outra maneira.

2) Escrever uma equagio geral do plano 7 que passa pelo ponto A(2, 1, 3) e € paralelo ao

plano
T :3x-4y-22+5=0.
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Solucao
E imediato que
“um vetor normal a um plano é também normal a qualquer plano paralelo a este”.
Entdo, como &t // 7r;, 0 vetor HI = (3, -4, -2) normal a &, é também normal a 7.
Logo, uma equag@o de  é da forma
3x-4y-2z+d=0
Tendo em vista que A € T, suas coordenadas devem verificar a equacio:
32)-4(1)-23)+d=0

e
d = 4; portanto, uma equagio de Tt é
3x-4y-2z+4=0

3) Areta

x=5+3t
r<y=-4+2t
z=1+t

€ ortogonal ao plano 7 que passa pelo ponto A(2, 1, -2). Determinar uma equacio geral de
T e representd-lo graficamente.

Solucao ,
Como r L 7, qualquer vetor diretor de r € um vetor normal ao plano. Sendo n = (3, 2, 1)
um destes vetores, uma equagio de 7t é da forma
3x+2y+z+d=0
Como A e T, deve-se ter
32)+2(1)+(-2)+d=0
e d = -6; portanto, uma equagio de 7t é
3x+2y+z2-6=0
Para a representagéo gréfica do plano, obteremos
trés de seus pontos. Se nesta equagio fizermos
y=0 e z=0, vemx=2
x=0 e z=0, vemy=3
x=0 e y=0, vemz=6
Obtemos, assim, os pontos A (2, 0, 0), A, (0, 3, 0)
e A3(0, 0, 6) nos quais o plano intercepta os €ixos
coordenados. A Figura 6.2 mostra o referido plano.

Figura 6.2

Observacao
Se um plano 7 intercepta os eixos coordenados nos pontos (p, 0, 0), (0, q, 0) e (0, 0, 1)
comp.q.r#0, entdo ® admite a equagdo
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X y z_ - ~—~]
r

S J

denominada equagdo segmentdria do plano T.
Para o caso do problema anterior, onde estes pontos sdo A;(2, 0, 0), A,(0,3,0)e

A;(0, 0, 6), a equagdo segmentdria do plano é

L A | 2
2 3 6

que é equivalente a equagdo 3x + 2y + z - 6 = 0, ao eliminarmos os denominadores € orde-
narmos os termos.

Reciprocamente, se escrevermos esta tltima equacdo como 3x + 2y + z = 6 e divi-
dirmos ambos 0s membros por 6, voltaremos a ter a equagdo segmentaria (2).

Equacao Vetorial e Equacoes Paramétricas do Plano
Seja A(Xq,Yq»Zg) um ponto pertencente a um plano 7 e u = (a;,by,cy)e

; =(a,,b,, c,) dois vetores paralelos a ©t (Figura 6.3), porém, ﬁ e v néo-paralelos.
Para todo ponto P do plano, os vetores

AP, u e v sio coplanares. Um ponto P(x, y, z) R ti‘
pertence a Tt se, € somente se, existem nimeros /,V/’ b
reais h e t tais que A\
P-A=hu+tv LI
hu
ou

P=A+hﬁ+t;

Figura 6.3
ou, em coordenadas

(Xa y: Z)= (XOvYOaZ0)+h(a]9b19C])+t(a2v b2a C2)5 h9te R (3)

Esta equacdo é denominada equacgdo vetorial do plano 1. Os vetores u e v sao
vetores diretores de T.
Da equagdo (3) obtém-se

(x,y,z)=(xg+ah+ at, yo+ byh+ byt, zg+ c;h+ c,0)

que, pela condi¢do de igualdade, vem
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X = X0+ alh + azt
Yo + bjh + bt

N <
I

= zy+ ch + cyt, hte R

Estas equagdes sdo chamadas equagdes paramétricas de Tt e h e t sdo varidveis auxi-
liares denominadas pardmetros.
Exemplos
1) Seja o plano 7 que passa pelo ponto A(2, 2, -1) e é paralelo aos vetores u = (2, -3, 1)
e v =(-1, 5, -3). Obter uma equagio vetorial, um sistema de equagdes paramétricas e
uma equagao geral de 7.
Solucao

a) Equagdo vetorial: (x,y, z) = (2, 2, -1) + h(2, -3, ) +t(-1,5,-3)
b) Equacdes paramétricas:

x=2+ 2h - t

y=2 - 3h +5t

z=-14+ h - 3t
Observacao

Se quisermos algum ponto deste plano, basta atribuir valores reais para h e t.
Por exemplo, parah=0et=1, vem .
x=1, y=7 e z=-4

e, portanto, B(1, 7, -4) € um ponto do plano 7.
¢) Equacgdo geral:
Como o vetor

e - -
n=uxyv

N n
— — - V.
1 ] k A
uxvs=1[2 -3 1/=(@4,57 3
u
-1 5 3
€ simultaneamente ortogonal a u e v, ele é um Figura 6.4

vetor n normal ao plano & (Figura 6.4).
Entdo, uma equagéo geral de 7t é da forma
4x+5y+72+d=0
e, como A € Tt tem-se
42)+5Q2)+7-1)+d=0
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e d =-11; portanto,
4x + S5y +7z-11=0
é uma equacao geral de 7.

Observacao

Existe uma outra maneira de se obter uma equacao v

geral de m: como P(x, y, z) representa um ponto A P
qualquer do plano, os VetoresAP u e v sdo co- T

planares (Figura 6.5) e, portanto, o produto misto

deles é nulo, isto &,
Figura 6.5

(AP,u,v)=0
Assim, obtém-se uma equagio geral do plano desenvolvendo o 1° membro da igual-
dade

X-2 y2 z+l
2 3 1|=0
15 3

que € equivalente & equagdo 4x + Sy + 7z-11 =0

2) Dado o plano ©t determinado pelos pontos A(1, -1, 2), B(2, 1, -3) e C(-1, -2, 6), obter
um sistema de equagdes paramétricas e uma equagio geral de 7.

Solucao
a) Equacdes paramétricas:
Sabe-se que existe apenas um plano que contém trés pontos ndo em linha reta. Os
vetores nao-paralelos
u=AB =(1,2,-5 e v=AC=(2-14)
sdo vetores diretores de 7 (Figura 6.6) e, portanto, as equagdes (utilizando o ponto A)
x=1+ h-2t
y=-1+2h- t
z=2-5h+4t
sd0 equagdes paramétricas do plano.
b) Equacdo geral:
Como no problema anterior, sendo u e v vetores diretores de T, 0 vetor

i j k
n=uxv=|1l 2 -5=(3,673)
2 -1 4
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=%

€ um vetor normal a 7 (Figura 6.6).
Entdo, uma equagao geral é da forma

3x+6y+3z+d=0. v
Como A € w (poderiamos tomar B ou C): A
3A)+6(-1)+3(2)+d=0 -
e d = -3; portanto, uma equagio geral de 7 é n v B
3x+6y+3z-3=0. '
ou, multiplicando ambos os membros da equagio Figura 6.6
1
por 3

X+2y+z-1=0.
3) Dado o plano m de equagdo 2x - y - z + 4 = 0, determinar um sistema de equacdes
paramétricas de 7.

Solucao

Basta tomarmos trés pontos A, B e C ndo alinhados de Tt e proceder como no problema
anterior.

Fazendo

x=y=0 vem,z=4 .. A0,0,4)emn

x=1 e y=0 vemz=6 .. B(,0,6)ex

x=0 e y=1 vemz=3 .. C@,1,3)en
Como AB =(1,0,2)e AC = (0, 1, -1) sdo vetores diretores de T, as equacoes
x=0+ 1.h +0.t x=h

{y:O +0.h +1.t ou {y:t

z=4+ 2.h-1.t z=4+2h-t

sdo equacOes paramétricas de .

Observacoes

a) Como € possivel encontrar infinitos ternos A, B e C de pontos ndo alinhados em T,
existem infinitos sistemas de equagdes paramétricas que representam o mesmo plano.

b) E importante observar que os vetores diretores sejam nio-paralelos. Se ocorrer AB // AC,

basta trocar um dos pontos de modo a garantir que AB e AC sejam nao-paralelos.

¢) Uma outra maneira de obter equagdes paramétricas a partir da equagdo geral, é subs-
tituindo duas das varidveis pelos pardmetros h e t e, posteriormente, isolar a terceira
varidvel em fun¢io destes. Por exemplo, se na equagdo geral 2x - y - z + 4 = 0, fizer-

mosy=hez=t, teremos 2x - h- t + 4 = 0. Isolando x resulta, x = -2 + %h+ %t.
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Entao,
X=-2+ lh-l» lt
2 2

y=h
z=t
sao equagodes paramétricas do plano.
De modo anilogo obteriamos outros sistemas:

x=h x=h
y=t e y=4+2h-t
z=4+2h-t z=t
4) Determinar uma equagio geral do plano © que contenha as retas
y=x+1 X =2t
rlz{z=_3x_2 e < y=2t+3
z=-6t+1

Solucao

Observemos que as direcdes das retas sdo dadas pelos vetores v1 = (1 1,-3)e V2 =(2, 2, -6).
Como vy =2y, as retas I, € r, sdo paralelas e os vetores V1 e V2 ndo sdo vetores diretores
do plano procurado. Tendo em vista que os pontos A;(0, 1,-2)er; e A,(0,3,1) € r, tam-

bém pertencem a T, o vetor AA, = (0, 2, 3) esta representado neste plano. Entéo, vie AjA,

(ou v, eAlA2 ) sdo vetores diretores de 7t e um de seus vetores normais (Figura 6.7) serd

P — -

i j ok
n=vixAA,=[1 1 3=(932)
02 3

Portanto, uma equacao geral de & € da forma
Ox -3y+2z+d=0
e, como A, € T, tem-se
90)-3(1) +2(-2)+d=0
ed=7
Logo,
m:9x-3y+2z+7=0.

Figura 6.7

Equacao Vetorial de um Paralelogramo

Dados os pontos A, B e C ndo em linha reta, os vetores AB e AC determinam o parale-
logramo (Figura 6.8) cuja equacio vetorial é
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P=A+h(AB)+t(AC)
ou

P=A+hB-A)+t(C-A) comh,te [0, 1] C D

onde P representa um ponto qualquer deste paralelo- M ¢
gramo.
A .

Observemos que

parah=t=0, obtém-se o ponto A (P = A);
parah=1 e t=0, obtém-se o ponto B (P = B);
parah=0 e t=1, obtém-se o ponto C (P = C);
para h =t =1, obtém-se o ponto D (P = D);

parat= % eh € [0, 1], obtém-se o segmento MN onde M e N sido os pontos médios

de AC e BD, respectivamente, e assim por diante;
parahetentre O e 1, obtém-se todos os pontos do paralelogramo.

Casos Particulares da Equaciao Geral do Plano
No caso de um ou mais coeficientes da equagao geral do plano ax + by + ¢z + d = 0 serem
nulos, o plano ocupard uma posigdo particular em relagdo aos eixos ou planos coordena-
dos.

Faremos uma anélise dos diversos casos a partir de uma equagdo completa
ax+by+cz+d=0.
Por exemplo

3x+4y+2z-12=0 4
ondea=3,b=4,c=2ed=-12. O plano que esta
equagdo representa intercepta os trés eixos coorde-
nados em (4, 0, 0), (0, 3, 0) e (0, 0, 6) (Figura 6.9). 6

1°) Se tivéssemos d = 0, a equagdo (4) seria
3x+4y+2z=0
e representa um plano paralelo ao da Figura 6.9,
porém, passando pela origem O(0, 0, 0), pois as
coordenadas deste ponto verificam a equagdo: 3
3(0) + 4(0) + 2(0) = 0 Y

Figura 6.9
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2°) Se tivéssemos a = 0, a equagdo (4) seria
4y+22-12=0 (ou:Ox +4y+2z-12=0),

&)
e representa um plano paralelo ao eixo dos x, in- 2
terceptando os outros dois eixos ainda em (0, 3, 0) 6
e (0, 0, 6) (Figura 6.10).
Observemos ainda que nenhum ponto do tipo
(x, 0, 0) satisfaz a equacio (5) pois .
0(x) + 4(0) + 2(0) - 12 = 0 é falso. 3
Ora, se nenhum ponto do eixo dos x verifica a
equacdo (5), significa que o plano ndo tem ponto em
comum com este eixo e, portanto, s6 pode ser para-

lelo a ele.

Desta andlise ainda se conclui que o plano € pa- - Figura 6.10
ralelo ao eixo da varidvel ausente na equagao.

Se em (5) tivéssemos ainda d = 0, a equagio
resultante

4y +2z=0
representa um plano pela origem, e, portanto,
contém o eixo Ox (Figura 6.11).

Comentérios idénticos farfamos para os casos
b=0ou c =0, quando a equagao (4) seria

3x+2z-12=0 (Figura 6.12)

tﬁ

ou
3x+4y-12=0 (Figura 6.13). Figura 6.11

z
z
6T 1
]
1)
]
)
1]
)
]
1]
1
1)
j 5
/,/
,/

w

Figura 6.12 Figura 6.13
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3°) Se tivéssemos a = b = 0, a equagio (4) seria

22z-12=0 (ou: 0x + Oy + 2z - 12 =0) 6)

ou, simplesmente,

z=6

Observemos que todos os pontos do tipo (x, y, 6) 6

verificam a equac@o (6). Ora, se todos os pontos

deste plano tém cota 6, significa que todos estiio

6 unidades afastados do plano xOy. Portanto,

trata-se de um plano paralelo a xOy e que inter-

cepta o eixo Oz perpendicularmente em (0, 0, 6).

Assim, concluimos que toda equagio de forma o) >y

z =k

representa um plano paralelo ao plano xOy e in-

tercepta o eixo Oz em (0, 0, k).
Na Figura 6.14 estdo representados os planos

de equagdo z = 6 e z = 0 (plano xOy).

N
Il
=)

Figura 6.14

Raciocinio anélogo, leva-nos a concluir que

y = k representa um plano paralelo a xOz e

x = k representa um plano paralelo a yOz.
Na Figura 6.15 estdo representados os planos de equagdo y = 3 e y = 0 (plano xOz) e
na Figura 6.16 os planos de equagdo x = 4 e x = 0 (plano yOz).

z z

A A

Figura 6.15 Figura 6.16
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Angulo de Dois Planos

Sejam os planos T, € T, com vetores normais n; € nz , respectivamente (Figura 6.17).

-

Figura 6.17

Chama-se dngulo de dois planos T, € T, 0 menor dngulo que um vetor normal a T,
forma com um vetor normal a 1,. Sendo 0 este angulo, tem-se .

Ini.nol T
cosO:—.,—l—-——:.l~ com 0<0< — @)
In;lnsl 2

Como cos 6 20 quando 0 <6 S—g , o numerador de (7) deve ser positivo, razio pela

qual tomou-se o produto escalar em médulo, pois que este poderd ser negativo quando o
angulo entre os vetores for o suplementar de 6.

Exemplo

Determinar o dngulo entre os planos

m:2x+y-z+3=0 e T:x+y-4=0.
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Soluc¢ao

Sendo 51= 2,1,-1)e ;2 =(1, 1, 0) vetores normais a T, € T,, de acordo com (7) tem-se
2,LD.qL0  _[2+1+0] 3 3 3

S22 2e @2 V242 Va2 iz 23 2

cos O =

Logo,

3 4
e: —_— )= —
arccos(z) 5

Planos Perpendiculares = -
- —- 2
Consideremos dois planos &, € T,, € sejam nj € ny vetores — T
normais a T, e T, respectivamente. Pela Figura 6.18 conclui- 7!1
se imediatamente: l
mlme mlny & n.n2=0 : ™
Figura 6.18

Exemplo _
Verificar se 7, e 7, sd0 planos perpendiculares:

a) m:3x+y-4z+2=0 e T:2x+6y+32=0

x=2-h+2t
b) m:x+y-4=0 e Ty Y=h+t
z=t

Solucao
a) Sendo ;11 =@3,1,4e ;2 = (2, 6, 3) vetores normais a T; € T,, respectivamente, e
como
ni. n2 =3(2) + 1(6) - 4(3) =0
conclui-se que T, e T, sdo perpendiculares.
b) O vetor 31 = (1, 1, 0) € um vetor normal a ®,. Teremos que encontrar um vetor Hz

normal a ®,. Como u= -1,1,0)e v= (2, 1, 1) sdo vetores diretores de m,, podemos
considerar

ik
nz =uxvs=|11 0/=(1-3)
2 1 1
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Tendo em vista que
ni.n2 =(1,1,0).(1,1,-3)) =1+ 11D+ 0(-3) =20
0s planos T; e T, ndo sdo perpendiculares.

Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano

Sejam uma reta r com a dire¢do do vetor v e um plano %, sendo n um vetor normal a 7.
Pelas figuras conclui-se imediatamente:

Dr//ine vin o v.n=0 (Figura6.19 (2)
rln e v/iin e v=an (Figura6.19 (b))

-
T

——-—.Vﬁ— T
T“ % T

(@) (b)
Figura 6.19

Exemplo

x=1+2t
Aretar: < y=-3t

z=t é paralelaaoplanom : 5x + 2y -4z-1=0
pois o vetor diretor y= (2, -3, 1) de r € ortogonal ao vetor normal n = (5, 2, -4) de =, isto
€,
v.n= 2,-3,1).5,2,-4=2(5)-32)+ 1(-4)=0
Esta mesma reta, por sua vez, é perpendicular ao plano 7t;: 4x - 6y + 2z - 5 = 0, pois

o vetor diretor v = (2, -3, 1) der € paralelo ao vetor normal 51 =(4, -6, 2) de m,, isto é,
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ou de modo equivalente,
2_32_1

4 -6 2

Reta Contida em Plano

Uma reta r esta contida em um plano 7 (Figura 6.20) se n
I) dois pontos A e B de r forem também de ©t
ou , r
II) v. n=0, onde v é um vetor diretor de r ¢ n um /%
vetor normal a 7 A n
e
Ae m, sendo A er. Figura 6.20
Exemplo
Determinar os valores de m e n para que a reta
x=3+t
r: Jy=-1-t
z=-2-t estejacontida no plano7: 2x + my + nz- 5 = 0.
Solucao

Utilizando o primeiro critério exposto acima, sejam A(3, -1, -2) e B4, -2, -3) os pontos de
r. Como r C w, as coordenadas de A e B devem satisfazer a equacdo de T, isto é,
{2(3)+m(—1)+n(—2)—5=0 -m-2n+1=0
24+ m(-2) +n(-3)-5=0 ou 2m-3n+3=0
dondem=3en=-1.

Intersecao de Dois Planos
Sejam os planos nao-paralelos
T:5X-y+2z-5=0 e T:X+y+2z2-7=0
A interse¢do de dois planos ndo-paralelos é uma reta r cujas equagdes se deseja de-
terminar. Para tanto, dentre os varios procedimentos, apresentaremos dois.
1) Como r estd contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto xyz)er
devem satisfazer simultaneamente as equagdes dos dois planos. Logo, os pontos de r
constituem a solugéo do sistema:

J5x-y+z-5=0
r'{x+y+2z—7=0 ®)
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2)

O sistema tem infinitas solu¢des (sdo os infinitos pontos de r) e, em termos de X, sua
solugdo é

que sdo equagdes reduzidas der.

Outra maneira de obter equagdes de r € determinar um de seus pontos € um vetor diretor.
Seja determinar o ponto A € r que tem abscissa zero. Entdo, fazendo x = 0 nas equa-
¢oes do sistema (8), resulta o sistema

-y+z-5=0
y+2z -7=0 "1
cuja solucdo é y = -1 e z = 4. Logo, A(0,-1,4).

Como um vetor diretor v de r é simultaneamente

ortogonal a ni= (5, -1, 1) e na = (1, 1, 2), normais - ™
aos planos T, e T,, respectivamente, (Figura 6.21), n,
o vetor v pode ser dado por

]
-1
1

; = = (-3,-9, 6) Figura 6.21

B2

x

=

)

]
— N =]
N o=’

ou também -% (-3,-9,6)=(1,3,-2)

Escrevendo equagdes paramétricas de r, temos

x=t
r:<y=-1+3t
z=4-2t

Intersecao de Reta com Plano

Exemplos
1) Determinar o ponto de interse¢do da reta r com o plano T, onde
x=-1+2t
r:yy=5+3t e M:2x-y+3z-4=0
z=3-t

Solucao
Qualquer ponto de r é da forma (x, y, z) = (-1 + 2t, 5 + 3t, 3 - t). Se um deles € comum ao
plano T, suas coordenadas verificam a equacao de 7

2-1+2t)-(5+3t)+33-1)-4=0
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edairesultat=-1.
Substituindo este valor nas equagdes de r obtém-se
x=-1+2(-1)=-3 y=5+3(-1)=2 z=3-(-1)=4
Logo, a intersecdo de r e T € 0 ponto (-3, 2, 4).
2) Determinar a interse¢do da reta
r.{x-2y—22+2=0 ,
"l 2x+y-z=0 comoplanon:x+3y+2z-5=0

Solucao
Se existir um ponto I(x, y, z) € r que também pertence a 7, suas coordenadas devem veri-
ficar as equagdes dos trés planos dados. Logo, I ser4 a solugfio do sistema
X-2y-2z+2=0
2x+y-z=0
X+3y+z-2=0
Resolvendo o sistema obtém-se: x =2,y =-1 ez = 3. Logo, I(2, -1,3) é a intersecao
der e m, ou seja, € a intersegdo dos trés planos.

Problemas Propostos
Os problemas de 1 a 48 estdo de acordo com a ordem do texto e os demais se constituem
em otimo reforgo.
1) Seja o plano
m3x+y-z-4=0
Calcular:

a) O ponto de &t que tem abscissa 1 e ordenada 3;

b) O ponto de 7 que tem abscissa O e cota 2;

¢) O valor de k para que o ponto P(k, 2, k - 1) pertenga a 7;

d) O ponto de abscissa 2 e cuja ordenada € o dobro da cota;

e) O valor de k para que o plano m;: kx - 4y + 4z - 7 = 0 seja paralelo a 7.

Nos problemas de 2 a 4, determinar uma equagdo geral do plano
2) paralelo ao plano 7: 2x - 3y — z + 5 = 0 e que contenha o ponto A(4,-2,1);
3) perpendicular a reta
X=2+2t
r: { y=1-3t
z=4t e que contenha o ponto A(-1, 2, 3);
4) que passa pelo ponto médio do segmento de extremos A(5,-1,4) e B(-1,-7,1) e seja per-
pendicular a ele.
5) Dada a equagéo geral do plano 7: 3x - 2y — z — 6 = 0, determinar um sistema de equa-
¢Oes paramétricas de 7.
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6) Sendo
x=1+h-2t
y=1-t
z=4+2h-2t equagdes paramétricas de um plano 7, obter uma equagao

geral.

Nos problemas de 7 a 11, escrever uma equacdo geral e um sistema de equacées pa-
ramétricas do plano determinado pelos pontos:
7 A(1,0,2), B(-1,2,-1) e C(1,1,-1).
8) A,0,0), B(1,1,5) e C(-1,1,1).
9) A(2,0,-1), B(-2,6,3) e C(0,3,4).
10) A2,1,0), B(-4,-2,-1) e C(0,0,1).
11) A2, 1,3), B(-3,-1,3) e C@4,?2,3).
12) Determinar o valor de o para que os pontos A(a, 1, 9), B(2, 3, 4), C(-4, -1, 6) e
D(0, 2, 4) sejam coplanares.
Nos problemas de 13 a 18, determinar uma equagdo geral do plano nos seguintes casos:

[ —

13) O plano passa por A(2, 0, -2) e € paralelo aos vetores u=i -j +kev=27 + 3]7’ .
14) O plano passa pelos pontos A(-3, 1, -2) e B(-1, 2, 1) e € paralelo a reta

X_ 2.4

2 -3
15) O plano contém os pontos A(1, -2, 2) e B(-3, 1, -2) e € perpendicular ao plano

M:2x+y-z+8=0.

16) O plano contém os pontos A(2, 1, 2) e B(1, -1, 4) e € perpendicular ao plano xOy.
17) O plano contém a reta

[x=2+1
T {y =1-t
z=3+2t e é perpendicular ao plano ;: 2x + 2y -3z =0
18) O plano contém o ponto A(4, 1, 1) e é perpendicular aos planos w;: 2x + y-3z=0e
T X+y-22-3=0.
Nos problemas de 19 a 22, os pares de retas 1, e 1, sdo paralelas ou concorrentes.
Encontrar uma equacdo geral do plano que as contém.

] x -1 _z -1
19) r1'2{y= 2% - ‘3 € L,: 3 4
lz=x+2 ]
| y=_1
(x=1+2t (x=1-2t
20) r:q Y=-2+3t e n:{y=2-t
z=3-t lz=3+2t
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X=-2+t y=-x-1
2) g y=-t e rzz{z=3
z=-

X=-t
X=Zz
22)r1:{ _ e L y=1
y=-3 z=2-t

Nos problemas 23 e 24, determinar uma equagdo geral do plano que contenha o
ponto e a reta dados:

X=t
23) A4, 3, 2) e r:<y=2-t
z=3+2t

24) A(1, -1, 2) e 0 eixo dos z

Nos problemas de 25 a 30, obter uma equagéo geral do plano
25) paralelo ao eixo dos z e que contenha os pontos A0, 3, 4) e B(2, 0, -2);
26) paralelo ao eixo dos x e que contenha os pontos A(-2, 0, 2) e B(0, -2, 1);
27) paralelo ao eixo dos y e que contenha os pontos A(2, 3, 0) e B(0, 4, 1);
28) paralelo ao plano xOy e que contenha o ponto A(5, -2, 3);
29) perpendicular ao eixo dos y e que contenha o ponto A(3, 4, -1);
30) que contenha o ponto A(1, -2, 1) e o eixo dos x.
31) Representar graficamente os planos de equacdes:

a) 3x+4y+2z-12=0 e)3y+4z+12=0
b) 6x+4y-3z-12=0 )22-5=0
¢) X+y-3=0 y+4=0
d) 2x+3y-6=0 h)2x-y=0

32) Determinar o dngulo entre os seguintes planos
a) M:x-2y+z-6=0 e M:2X-y-2+3=0

b) t:x-y+4=0 e M:2x-y-z=0

C) M:X+2y-6=0 e T:y=0
x=1+h-t X=2+t

d) m:{y=h+2t e nz:{y=-2h
z=h z=h+t

33) Determinar o valor de m para que seja de 30° o angulo entre os planos
T:Xx+my+2z-7=0 e TM:4x+5y+32+2=0

34) Determinar m de modo que os planos T, e T, sejam perpendiculares:
a) T:mx+y-3z-1=0 e T:2x-3my+4z+1=0
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x=2-h+2t
byn:sy=2h+3 e T:2mx +4y-z-1=0
z=t-2h+1

35) Dados a reta r e o plano %, determinar o valor de m para que se tenha I) t//r e I) r L,
Nnos casos:

a)r:x=-3+t, y=-1+2t, z=4tenm . mx-y-2z-3=0
br:xy,z)=(01,2,0+t2,m-1) e :3x+2y+mz=0

36) Verificar se a reta r estd contida no plano 7

a) r:{y=4x+1 e MW:2Xx+y-3z-4=0

z=2x-1
y+2 e x=h+t
b) r: x-2= =z2+3 T:qy=-1+2h-3t
z=-3+h-t

Nos problemas de 37 a 39, calcular os valores de m e n para que a reta r esteja
contida no plano 1: '

Xx=-2+t
37) r:qy=3-2t e T.mx+2y-3z+n=0
z=2t

-38) I{Zf-z;:rln e T:5x-ny+z+2=0

x=1+3t
39) r:xy=-2+mt e n:3x-3y+2z-7=0
Zz=n-4t

Nos problemas de 40 a 42, estabelecer equagdes reduzidas na varidvel x da reta
intersecdo dos planos:

40) m:3x-y+2z-1=0 e M:x+2y-32-4=0
41) m;:3x-2y-z-1=0 e My x+2y-2-7=0
42) m:x+y-z+2=0 e TeXx+y+2z-1=0

Nos problemas 43 e 44, encontrar equagdes paramétricas da reta intersegdo dos planos:

43) 7t1:3x+y—3z—5=0' e ny:x-y-z-3=0
44) m:2x+y-4=0 € My z=5
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Nos problemas de 45 a 47, determinar o ponto de intersegio da reta r com o plano w:
45) r:x=3t, y=1-2t, z=-t e TW:2x+3y-22-7=0

z=x+1 e T:2X-y+32-9=0

47) x=4+k x=2+h+2t
y=3+2k e w:{y=-3-h-t
z=-2-3k z=1+3h-3t

48) Sejam aretar e o plano T dados por

r:{y=2x—3 e T: 2X + 4y - z - 4 = 0. Determinar:
Z=-X+2
a) o ponto de interse¢do de r com o plano xOz;
b) o ponto de interse¢éo de r com T;
¢) equagdes da reta interse¢do de T com o plano xOy.
49) Dado o ponto P(5, 2, 3) e 0 plano 7t: 2x + y + z - 3 = 0, determinar
a) equagOes paramétricas da reta que passa por P e é perpendlcular am,
'b) a projegio ortogonal de P sobre o plano T;
¢) o ponto P' simétrico de P em relagio a T;
d) a distancia de P ao plano 7.
50) Determinar equagdes reduzidas na varidvel x, da reta que passa pelo ponto A3, -2, 4)
e € perpendicular ao plano m: x - 3y + 2z - 5 = 0.
51) Obter equagdes paramétricas das retas nos casos:
a) Areta passa por A(-1, 0, 2) e é paralela a cada um dos planos
T:2Xx+y+z+1=0e mu:x-3y-2-5=0.
b) A reta passa pela origem, é ortogonal aretar: 2x =y =3z e paralela ao plano
mx-y-z+2=0.
52) Escrever uma equagdo geral do plano que passa por A(-1, 2, -1) e é paralelo a cada
umadasretasri:y=x,z=1-3x e 1y 2x =y =3z
53) Achar equagdes paramétricas da reta r que passa por A, é paralela ao plano 7 e con-
corrente com a reta s, nos casos:
a) A2, 1,-4), m:x-y+3z2-5=0, s:x=1+3t, y=3-t, z=-2-2t
b) A(3,-2,-4), m:3x-2y-32+5=0, s:x=2+1t, y=-4-2t, z=1+3t.
Determinar ainda o ponto de interse¢do entre r e s.
54) Dadaaretar:x=3+t, y=1-2t, z==-1+ 2t, determinar equagoes reduzidas das
- retas projegdes de r sobre os planos xOy e xOz.
55) Encontrar equagdes paramétricas da reta que passa por A(3, 6, 4), intercepta o eixo
Oz e é paralela ao plano m: x - 3y + 5z - 6 = 0. '
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56)
57)

58)
59)
60)
61)
62)
63)

64)

65)

66)

67)
68)

69)

70)

71)

Nos problemas de 56 a 62 apresentar uma equagdo geral dos planos:
O plano que passa por A(-1, 2, 4) e é perpendicular aos planos T;: x +z=2 € W1y -2 = 0.
O plano que intercepta os eixos coordenados nos pontos de abscissa, ordenada e cota
iguais a -3, 6 e -5, respectivamente.
O plano que passa por A(l, -3, 4) e intercepta os trés semi-eixos de mesmo sinal a -
igual distancia a origem do sistema.
O plano paralelo ao eixo dos z e que intercepta o eixo dos x em -3 e 0 dos y em 4.
O plano paralelo ao plano xOz e que intercepta o eixo dos y em -7.
O plano que passa pela origem e € paralelo as retas
ry=-x2=2e Xy 2=02,-1,4)+t(1, 3, -3).
O plano que passa por A(-1, 2, 5) e é perpendicular a intersegdo dos planos
T:2x-y+3z2-4=0 e Tmux+2y-4z+1=0.
Estabelecer equagdes gerais dos planos bissetores dos angulos formados pelos planos
x0z e yOz.
Calcular os valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano 7:
a)rix=2-2t, y=-1-t, z=3 e n:2mx-ny-z+4=0
D&y, z2)=t2,mn)+(©n20 e m:x-3y+z=1
Calcular k de modo que a reta determinada por A(1, -1, 0) e B(k, 1, 2) seja paralela
aoplanom: x=1+3h, y=1+2h+t, z=3+3t

Nos problemas 66 e 67, obter uma equagdo geral do plano que contenha o ponto e
a reta dados:
[ x+2y+z-1=0

AG,2,-1) e J£2x+y-z+7=0
A(l, 2, 1) e a reta intersegdo do plano x - 2y + z - 3 = 0 com o plano yOz.
Mostrar que as retas

3x-y-z=0 e I x-3y+z+3=0

8x-2y-3z+1=0 "I3x-y-z+5=0
sdo paralelas e encontrar uma equagio geral do plano determinado por estas retas.
Determinar o ponto P de intersegdo dos planos 2x -y+2z-8=0, x + 2y - 22 + 6 =0
e 3x - z - 3 = 0 e uma equagdo geral do plano determinado por Pe pelaretar: x =y,
z=12y.
Dadas asretasr;: y=-2X, Z=X € IpX=2-t, y=-1+t, z=4-2t, determinar
a) o ponto P' simétrico de P(1, 0, 5) emrelagdo a reta ry;

b) o ponto O' simétrico de O(0, 0, 0) em relagdo a reta r.

Achar o ponto N, projecio ortogonal do ponto P(3, -1, -4) no plano determinado pelos
pontos A(2, -2, 3), B4, -3, -2) e C(0, -4, 5). Qual o ponto simétrico de P em relacio
a este plano?
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72) O plano 7t: 3x + 2y + 4z - 12 = 0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B e C.
Calcular:
a) a érea do tridngulo ABC;
b) a altura deste tridngulo relativa a base que est4 no plano xOz;
¢) o volume do tetraedro limitado pelo plano 7 e pelos ‘planos coordenados.

Respostas de Problemas Propostos
)a)(1, 3, 2) b) (0, 6, 2) o) k= % d) (2, -4, -2) e k=-12

2)2x-3y-z-13=0 3)2x-3y+4z-4=0
4)4x +4y +2z+3 =0 5) Existem infinitos. Um deles é: x = t, y=h, z=-6+3h-2t
6)2x-2y-z+4=0

x=1-2h
N3x+6y+22-7=0 e y=2h+t

z=2-3h-3t

x=h-t
8)2x+3y-z=0 e y=h+t

z=5h+t

x=2-4h-2t
9)3x+2y-6=0 e y = 6h + 3t

z=-1+4h+ 5t

x=2-6h-2t
10)x-2y=0 e y=1-3h-t

z——h+t

X=2-5h+2t
11)z-3=0 e _1 2h +t
12)a =3 22)2x+y-2z+3=0
13)3x-2y-52-16=0 23)x-9y-52+33=0
14)3x - 12y +22+25=0 24)x+y=0
15)x-12y-10z-5=0 25)3x+2y-6=0
16)2x-y-3=0 260)y-2z2+4=0
17 x-T7y-42+17=0 2N x+22-2=0
18)x+y+2-6=0 28)z=3
19x+y+32-3=0 29)y=4
20)5x-2y+4z-21=0 30)y+2z=0

21)6x+6y-2+9=0
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T 4 2 3
32) a) 3 b) 6 c) arc cos 7 d) arc cos iz
33)1ou?7
34)a)-12 b) 2 ,
35)a)10e —% b) -6 e nao existe valor para m
36) a) sim b) sim
37Yym=10 e n=14
38m=-4 e n=2
39)m=§ e n=-2
3
40) [y=-11x+11
z=-7Xx+6
41) (y —x+—3~
{ 2
z=2x-4
42) Jy=-x-1
z=1
43) rx=t
5
Clz=t-2
44) rx=t
{y=4-2t
z=5
45) (6, -3, -2)
46) (2, -8, -1)
47 @1,-3,7) .
3 1 18 3 4 y=__x+1
)50 3) RASTRRTHETE © {z=02

49)a)x=5+2t, y=2+t,z=3+t b) (1,0, 1) ¢)(-3,-2,-1) d) 276
50) y=-3x+7, z=2x-2

51) a)x=2t-1, y=3t, z=-Tt+2 b)x=4t, y=-5t, z=9t

52) 20x-11y+3z+45=0

53) ayx=2+7t, y=1+t¢, z=-4-2t e (E,E,-SJ

b)x=3-2t, y=-2+3t, z=-4-4t e (-5, 10, -20)
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54) y=-2x+7, z=0 e z=2x-7, y=0
55) x=3+1t, y=6+2t, z=4 +t
56) x-y-z-1=0
57) 10x-5y+6z+30=0
58) x+y+z-2=0
59) 4x-3y+12=0
60) y=-7
61) 3x+3y+4z=0
62) 2x-11y-52+49=0
63) x+y=0 e x-y=0
1
64) aym= g’ n= 5 b) m =3, n=7
65) 3
66) 2x +3y+z+1=0
67) 6x-2y+z-3=0
68) 4x +2y-3z+5=0
69) P(2,-1,3), 5x+y-3z=0

152
P'(1, 4, - (===
70) a) P'( 3) b)O(3 3 3)
71) N(5,-2,-3), (7,-3,-2)
72) a) 3729 ua. b) 6@ u.c. c) 12 u.wv.







Distancias

Distancia entre dois Pontos

Dados os pontos Py (x;,y;,z;)e P,(x,, y,, 2,), a distdncia d entre eles é ~P1P2,| .

Como

PPy=P, - P =(X2-X1,¥,-Y1,22-2)
tem-se

APy Py) = /(X5 - X% (v, - Y2 + (2, - 2))° S ¢)
Exemplo

Calcular a distancia entre P, (2, -1, 3) e P, (1, 1,5).

Solucio
Como PP,= P, - P =(1,1,5)- (2, -1,3) = (1, 2, 2)
de acordo com (1), tem-se '
dp, P,) :\/(-1)2 +2%2 4+ 2% = \/5 = 3u.c. (unidades de comprimento)

Distancia de um Ponto a uma Reta
Dado um ponto P do espago e uma reta r, quer-se calcular a distancia dP,r)de P ar.

Consideremos na reta r um ponto A e um vetor diretor v. Os vetores v ¢ AP determinam
um paralelogramo cuja altura corresponde a distancia d(P, r) (Figura 7.1).
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-/

A édrea A do paralelogramo é dada poomTmTTTmmmoeeees >

por | S
a) A = (base) (altura) =Ivl.d {d

ou também por ! -

- D 2, :TI v S T

b) A=I1v x AP | (Capitulo 3) Py -

Comparando a) e b), vem

- ., Figura 7.1
d=d@,p = LX) |
vl

Exemplo

Calcular a distancia do ponto P(2, 1, 4) a reta
Xx=-1+2t
I: { y=2-t
z=3-2t
Solucao

A reta r passa pelo ponto A(-1, 2, 3) e tem dire¢do do vetor v= (2, -1, -2). Seja ainda o
vetor :P: P-A=(3,-1, 1). Calculemos

—_— —

i j k
VXAP = [2 1 2| =¢(3 8 1)
3 1 1

De acordo com (2), temos

|(3,81)] {32+ +12 7 e

@12 2i@2+? 3

dP, 1) =

Observacao

Uma outra forma de calcular esta distancia seria

proceder assim:

1%) encontrar uma equagido geral do plano 7 que
passa por P e é perpendicular a reta r (um vetor
normal a 1 € um vetor diretor de r);

2°) determinar o ponto I de intersecio de mer;

39) calcular a distancia por d(P, r) = IPLI.

A Figura 7.2 ilustra este procedimento. Figura 7.2
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Distancia de Ponto a Plano -
Dado um ponto P,e um plano &, quer-se cal- d T

~cular a distancia d(Py, 7) de P, a ®. Seja A 1 =

um ponto qualquer de w e n um vetor normal a
7. A Figura 7.3 esclarece que a distancia d(P,, )

é 0 m6dulo da projedo de APy na direcio de n. A
De acordo com o visto no Capitulo 2,
tem-se

Figura 7.3

-

——— n
APO.T'

d(P,, m)= ‘proj-TP0| -
" Inl

3)

Admitindo-se entfio que Py (x,y0,29), M ax + by + cz+ d=0e A(x,,y,,Z,) € T,
como '

rPo =(Xp-X;, Yo - Y1 Zg-Z;) € % =—M~—C—)—pela férmula (3) vem
inl \[az +b? +¢2
(a, b, ¢)

d(Po, 7t) = (XO = xl’ yO 'y1, ZO 'Z[)’
\[az +b2 +¢?

la(xo -X)) + b(yy-y)+ c(zq - Zl)|

d(Py, m) =
| \Ia2+b2+ c? I
ax, + by, +cz, - ax, - by, -cz
d(PO,n)=| 0 Yo 0 1-9Y; 1|

1/32 +b%+c?

Como A e, suas coordenadas satisfazem a equagio de T, isto é,
ax;+by +cz; +d=0 '

d=-ax;-by,-cz
Logo,

Iaxo +bygy +czy + dl

‘ C))
\/az +b2 +¢?

d(Po, ﬂ:) =
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Observemos que a expressao axgy + byy + czy+ d se obtém substituindo x, yez
no primeiro membro da equagdo geral de « pelas coordenadas do ponto P .

Exemplo :
Calcular a distancia do ponto Pj (4, 2, -3) ao plano 7t: 2x + 3y - 6z + 3 =0.
Solucao

2(4) +3(2)-6(-3)+3 8+6+18+3
d(Py. 1) = [24)+32)-6(3)+3] _| | _35_

= =—=5
,22+32+(-6)2 J4+9+36 7

Observacées
a) Uma outra forma de calcular esta distancia seria proceder assim:
1%) encontrar equagdes da reta r que passa por Py e € perpendicular ao plano 7 (um

vetor diretor de r € um vetor normal a T); r
22) determinar o ponto I de intersegdo der e m; Po
39) calcular a distancia por d(P,, 7t) = IPII.

A Figura 7.4 ilustra este procedimento.

b) A férmula (4) é também aplicada se tivermos 1
dados: ’ E
b)) dois planos ®, e ™, paralelos. '

Neste caso:
d(m;,m,)=d(Py,®, ), com Py € m, Figura 7.4
ou

d(nl,n2)=d(P0,Tcl), com PO Enz

b,) uma reta r e um plano r paralelos.
Neste caso:
dr, ®)y=d®P, W), comPer

Exemplo
Calcular a distancia da reta

[y=2x+3

"lz=2x+1 aoplano mw:4x-4y+2z-7=0
Solucao

Observemos primeiramente que r // T, pois
v.n=(1,2,2).4,4,2)=4-8+4=0
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sendo v vetor diretor de r e n um vetor normal a n. Entdo, tomando P(0, 3, 1) € r, por
(4) tem-se
|40)-43) + 20)-7| |12+ 2+ 7| 17

dem=dbm = V42 + (a)? + 22 J36 6

Distancia entre Duas Retas
Dadas as retas 1, e r,, quer-se calcular a distincia d(r,r,). Podemos ter os seguintes
€casos:

1) 1 e r, sdo concorrentes. P I

Neste caso: d(r;,1,) =0
~ d
2) 1, e 1, sdo paralelas.

Neste caso: o] f2

d(r;,r,)=d(P, 1,),comP e rl.

Figura 7.5
ou

d(r,r)=d(P, r;)comP e 1,
A Figura 7.5 ilustra esta situagdo, que se reduz ao célculo da distancia de ponto  reta.
3) 1, e 1, sdo reversas
Seja r; a reta definida pelo ponto A; e pelo vetor diretor ;1 € areta r, pelo ponto
A, e pelo vetor diretor va.

—_

Os vetoresvi, v e A A, , por serem nao-coplanares,

determinam um paralelepipedo (Figura 7.6) cuja
altura € a distancia d(r;, 1, ) que se quer

calcular (areta r, € paralela ao
plano da base do paralelepipedo
definida por v; e vy ).

O volume V do paralelepipedo I,
€ dado por
a) V = (drea da base) . (altura) = v X v, 1. d Figura 7.6

ou também por
b) V=|(vi,v2, AA,)| (Capitulo 4)
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Comparando a) e b) vem
(-‘;19 .‘;Za A1A2)
d=d(r,r,)= — &)
lvi X vol

Exemplo
Calcular a distancia entre as retas

XxX=-1+t

n:{y=3-2t e rzz{y=x-3

z=-1-t zZ=-X+1

Solucgao

A reta r; passa pelo ponto A, (-1, 3, -1) e tem a diregdo de Vi = (1,-2,-1)eareta 1,
pelo ponto A, (0, -3, 1) e tem a dire¢do de ;2 =(1, 1, -1).
Entdo, Aj/A, = A, - A;=(1,-6,2)e

1 -2 -1
(Vi vo, AA, =1 1 =9
1 -6 2
i j ok
vi X vp=4i1 -2 -1 =(3, 0, 3)
1 1 41
De acordo com (5) temos
19| 9 9 3
d(r], r2) = = = = —
|30 3)] 32432 V18 A2
Observacao r
Uma outra forma de calcular esta distan- P
cia seria proceder assim: '
12) encontrar uma equagao geral do plano Ld n
T definido pelo ponto A; e pelos veto- v
res diretores ; 1 € ;2 (o vetor normal a < .
- - = - 1 — !
nt é dado por n = v;X vy ). Como v, A/
€ vetor diretor de T, a reta r, € paralela
Figura 7.7

a rt (Figura 7.7).
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29) calcular a distancia por
d(r,5)=d(r,,®)=dP, ),Pe 1,,
aplicando a férmula (4).

Problemas Propostos
Achar a distancia de P, aP,, nos casos:
1) P(-2,0,1) e P,(1,-3,2)
2) P(1,0,1) e P,(2,-1,0)
Achar a distdncia do ponto P a reta r, nos casos:

3) P(2,3,-1) r:x=3+t y=-2t z=1-2t
4) P(1,-1,0) r:x=2-t y=0 z=t
5) P(3,2,1) r:y=2x Zz=x+3
6) P(0, 0, 0) r.{ZX-y+z—3=O
x+y-2z+1=0
7 P@3,-1,1) r:(x,y,2)=(2,3,-1)+t(1, 4, 2)
8) P(1,2,3) r : eixo Ox '
9) P(1, 2, 3) r : eixo Oz
10) P(1,2,3) r:x=1 z=-1

Achar a distdncia do ponto P ao plano 7, nos casos:
11) P2, -1, 2) M:2x-2y-z+3=0

12) P(3,-1,4) ®wm:x+y+z=0
13) P(1,3,-6) m:4x-y+z+5=0
14) P(0, 0,0) m:3x-4y+20=0
x=2+2h+3t
15) P, 1,1) n:<y=-1+h+t
z=2-h

16) Calcular a distancia entre os planos paralelos
W :X+y+z=4 e TW,:2x+2y+2z=5
Achar a distincia da reta r ao plano T, nos casos:
17) rx=4+3t y=-14+t z=t e mWx-y-2z2+4=0

18) r'{x=3 e TW:x+y-12=0

1y=4
19) r:{X=3 e mw:y=0
y=4
Achar a distdncia entre 1) e T,, nos casos:
20) :x=2-t y=3+t z=1-2t

I X=t y=-1-3t z=72t
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21) ix=y=z
22) :y=2x
23) f:x=t+1
Lh:y=3x+1
24) :x=3
25) r:x=3

niy=x+1
z=3
y=t+2
z=-4x
y=2
y=4

z=2x-1
(X, ¥52)=(02,-1,2)+t(1, -1, 3)
z=-2t-2

r,:x=1 y=4
I, : €ixo dos z

Respostas de Problemas Propostos

D 19
2) 3

7O

8) V13

9) /5

10) 4

7
11) —
)3

12) 243

13)0 19) 4
14)4 3
20) —
5
6 1
15) — 21) —
)T '
ol
2
9 123)0
17) —
'
5 24) 242
18) —
'R

25)5




Conicas

As Secoes Conicas

Sejam duas retas e e g concorrentes em O e ndo-perpendiculares.
Conservemos fixa a reta e e facamos g girar 360 graus em torno
de e mantendo constante o ingulo entre estas retas. Nestas con-
digdes, a reta g gera uma superficie conica circular infinita for-
mada por duas folhas separadas pelo vértice O (Figura 8.1).

A reta g é chamada geratriz da superficie conica e a reta e,
eixo da superficie. '

Chama-se se¢do cénica, ou simplesmente cénica, ao con-
Junto de pontos que formam a interse¢do de um plano com a
superficie cOnica.

' Quando uma superficie conica é seccionada por um plano

T qualquer que ndo passa pelo vértice O, a cOnica serd:

a) uma pardbola, se w for paralelo a uma geratriz da superfi- Figura 8.1
cie (Figura 8.2(a));

b) uma elipse, se mnao for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da
superficie (Figura 8.2(b)) (ou uma circunferéncia, se 7 for perpendicular ao eixo).

¢) uma hipérbole, se m ndo € paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da su-
perficie (Figura 8.2(c)). A hipérbole deve ser vista como uma curva s6, constituida de
dois ramos, um em cada folha da superficie.
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Figura 8.2

Observacao

As superficies conicas apresentadas nas Figuras 8.2 e 8.3 devem ser encaradas como ili-
mitadas, isto é, constituidas de duas folhas que se estendem indefinidamente em ambos os
sentidos.

Se cada um dos planos secantes da Figura 8.2 forem transladados paralelamente até
chegarem ao vértice O, obteremos as respectivas conicas “degeneradas” da Figura 8.3:
(a) uma reta '
(b) um ponto
(c) duas retas

-l —
x *
(@) (b)

Figura 8.3
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As conicas foram de fundamental importincia para o desenvolvimento da astronomia,
sendo descritas na antigiiidade por Apolonio de Perga, um gedmetra grego.

Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fendmenos naturais,
como nas trajetorias de um projétil ou de um planeta. No final deste capitulo estdo descritas as
propriedades de reflexdao para cada uma das conicas com algumas de suas aplicagoes.

No Museu de Ciéncias e Tecnologia da Pontificia Universidade Catdlica do Rio
Grande do Sul encontra-se um experimento que diz respeito as propriedades da reflexdo
anteriormente referidas, chamado reflexdo sonora. Trata-se das Pardbolas Actisticas. Na
verdade, sdao paraboldides constituidos por duas antenas parabélicas metélicas (fotos da
Figura 8.4). Estas antenas de mesmo tamanho estdo perfeitamente alinhadas e dispostas
uma em frente a outra e separadas por aproximadamente 20 m (para maior nitidez foram
necessarias duas fotos, razio pela qual a idéia desta distincia ndo foi possivel passar). O
anel metdlico num determinado ponto representa o foco da antena. Quando uma pessoa
fala, emitindo o som préximo ao anel (foto da esquerda), as ondas sonoras refletidas na
superficie da antena produzem um feixe de ondas paralelas que, ao incidirem na outra
antena, refletem-se convergindo para o foco (anel) desta. Entdo, uma outra pessoa com o
ouvido préximo deste anel (foto da direita) ouve nitidamente a primeira.

Figura 8.4
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A Figura 8.4(a) esquematiza o experimento descrito anteriormente.

20 metros

Figura 8.4 (a)

E importante observar que as conicas sdo curvas planas e, portanto, tudo o que dis-
sermos sobre parabola, elipse e hipérbole se passa num plano.

PARABOLA

Definicao

Parédbola € o conjunto de todos os pontos de um plano eqiiidistantes de um ponto fixo e de
uma reta fixa desse plano. ’

Consideremos uma reta d e um ponto F nio pertencente a d.

Na Figura 8.5 estio assinalados cinco pontos (P, P,, V, P3 e P) que sdo eqiiidistantes
do ponto F e da reta d.

Figura 8.5
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Entdo, um ponto P qualquer pertencente a parabola, se e somente se,

t  d(P,F)=d(P,d) |
ou, de modo equivalente
d(P, F)=d(P,P") (1)
onde P' é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d.

Elementos
Pela Figura 8.5, tem-se:
Foco: é o ponto F.
Diretriz: é areta d.
Eixo: é a teta e que passa por F e é perpendicular a d. E facil ver pela prépria defini-
¢do de pardbola que esta curva é simétrica em relagio ao seu eixo.
Vértice: € o ponto V de intersegido da parabola com o seu eixo.

Equacoes reduzidas
Seja a pardbola de vértice V(0,0). Consideremos dois casos:

1°) O eixo da pardbola € o eixo dos y
Seja P(x,y) um ponto qualquer da para- Y

bola (Figura 8.6) de foco F(0, %) ¢ diretriz de

= P P _
equagdo y =- 5 2
A definicdo de pardbola expressa pela % 21(
igualdade (1) € equivalente a
|FPI=IP'PI
Figura 8.6

Como P'(x, -%) €d, vem

p
-0,y-=
(x-0,y 2)'

p
X-X,y+—
( y 2)'

ou

-0)2 Py _ )2 P2
\/(x 0 +(y 2) \/(x X) +(y+2)
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Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
(x-0)%+(y - §>2= (x - x)2+<y+§>2

ou
2 2
x*+y? -py+p7=y2+py+p7

ou simplesmente,

x’=2py

2

que € a equacdo reduzida para este caso.

Observacées
a) O mimero real p#0 € chamado para-
metro da pardbola. y>0
b) Da equagdo (2) conclui-se: como py =0, p>0
0 parametro p € a ordenada y de P tém
sinais iguais (py = 0 se y = 0) e, conse-
glientemente, se p > 0 a pardbola tem
abertura para cima e, se p < 0, para baixo (Figura 8.7).

y<0
p<0

Figura 8.7

c) O gréfico da equacgio (2) € simétrico em relacdo ao eixo dos y pois substituindo-se x
por -x a equacgdo ndo se altera, isto €, se o ponto (x, y) pertence ao grafico, o ponto

(-x, y) também pertence.

2°) O eixo da pardbola € o eixo dos x
Sendo P(x, y) um ponto qualquer da pardbola (Figura

8.8) de foco F(-Izz, 0) e diretriz x = -gobteremos, de forma

andloga ao 1° caso, a equacdo reduzida

|y =2px 3 |

i

Da andlise da equagdo (3) conclui-se imediatamente:
se p > 0, a pardbola tem abertura para a direita € se p < 0,
para a esquerda (Figura 8.9 a seguir).

P2 y)

e | [«
o

d

Figura 8.8
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x>0
p>0

Figura 8.9

Exemplos

x<0
p<0

. 1 . .
1) Para cada uma das pardbolas x’=8ye x = S y2, construir o grifico e encontrar o

foco e uma equacgao da diretriz.

Solucao
a) x2=8y

Observemos que nesta equagdo, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem
dois valores de x simétricos, no caso, 4 e -4. Logo, os pontos (4, 2) e (-4, 2) pertencem a

paréabola (Figura 8.10).
Como a equagio é da forma
x?=2py , tem-se
2p=38
p=4
Por
2
Portanto,
foco: F(0,2)
diretriz: y = -2

2

b) A equacioreduzidade x =-—y“¢é

(SR

y2= -2x

Observemos que nesta equagdo, a cada valor de x, por
exemplo, -2, correspondem dois valores de y simétricos, no
caso, 2 e -2. Logo, os pontos (-2, 2) e (-2, -2) pertencem a

parabola (Figura 8.11).

Como a equagio é da forma y?= 2px , tem-se

2p=-2
p=-1
p_1
2 2

Figura 8.10

Figura 8.11
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Portanto,
foco: F(- l 0)
: 2
. 1
diretriz: x = —
2

2) Tragar um esbogo do grafico e obter uma equagio da pardbola que satisfaca as condi-

¢coes:
a) vértice V(0, 0) e foco F(1, 0)
b) vértice V(0, 0) e diretrizy = 3

¢) vértice V(0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima.

Solucéao
a) A equagdo € da forma
y2= 2px (Figura 8.12 - o eixo da pardbola é Ox)

Mas,
p
==1 ou =2
) p
ou
2p=4

Substituindo este valor de 2p na equagdo acima, obtemos
y2i=4x
b) A equacdo € da forma
x2=2py (Figura 8.13 - 0 eixo da pardbola ¢ Oy)

Mas
P
—=-3 ou 2p=-12
5 P
Logo, a equacdo é
x2=-12y

¢) A equacgdo é da forma
x2=8y (Figura 8.14 — 0 eixo da pardbola é Oy)
Como P pertence a parabola, o ponto (-2, 5) é uma solu-
¢do da equagdo, isto €, a afirmacio
2% =2p(5)
€ verdadeira. Dai vem

4
2p=—
p5

y

P>0

F(1,0) X

I

Figura 8.12
y=3
12 ;

y

/N

Figura 8.13

0
Figura 8.14

-2
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e, portanto, a equacdo desejada é

4
2
X-=—=
Sy
ou
5x%-4y=0

Translacao de Eixos

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto Y y
O'(h,X), arbitrdrio. Vamos introduzir um novo
sistema x'O'y' tal que os eixos O'x' ¢ O'y' te- | | fg"y? .
nham a mesma unidade de medida, a mesma dire- 'y. - : )
¢éo e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Assim, J, |
todo ponto P do plano tem duas representacdes: yI1 T 7 "o : X!
P(x,y) no sistema xOy e P(x', y') no sistema x'O'y" I A
L}

(Figura 8.15) k ! :

Desta figura obtém-se | 5 : = —x
TTURIRER iyt T M |
%ou @ X "

x'=x-h e y'=y-k : _

- — oY EY ‘ Figura 8.15

que sdo as formulas de translacdo.

Outras Formas da Equacao de Parabola
Seja uma pardbola de vértice V(h, k) # (0, 0). Consideraremos somente os casos de o eixo
da pardbola ser paralelo a um dos eixos 7 \

coordenados.

1°) O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos y
Com origem no ponto V, tracemos o

sistema x'O'y' (O'=V) nas condigbes do que T
foi visto no item anterior (Figura 8.16).
A parédbola em relagao a este sistema g1 [ ' X
tem vértice na origem e, portanto, sua equa- 1
¢do reduzida é k
2
x' =2py' ’ &) l

Como para todo ponto P da paribola,
por (4) temos
x'=x-h e y'=y-k

Figura 8.16
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e pela substituicdo em (S5) resulta a equagdo

(x-h)? =2p(y - k)

que € a forma padrdo para este caso e referida ao sistema xOy.
As observagoes feitas anteriormente com relagdo ao parametro p continuam validas:
se p > 0, a pardbola estd voltada para cima e, estard para baixo, se p < 0.

2°) O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos x
De modo andlogo temos

(y -k)? =2p(x - h)

Outras formas da equagio da parabola serdo apresentadas no préximo exemplo.

Exemplos .
1) Determinar uma equagéo da pardbola de vértice V(3, -2), eixo paralelo ao dos y e pa-
rametro p = 1.

Solucao
Como o eixo da parabola € paralelo ao eixo dos y, sua equacdo € da forma

(x -h)*=2p(y - k)

e, neste caso, temos Y
(x-3)>=2()(y +2) | cixo
ou ‘ _5_\' i
2 2 ] 1
x-3)=2(y+2) 6) ‘ |
e cujo gréafico € o da Figura 8.17. T ]
A equacdo (6) ainda pode receber a forma o N : 3 /s X
x2-6Xx+9=2y+4 T \:/
ou 2f1=-~--= v
x2-6x-2y+5=0 (7
Figura 8.17

que é a Equagdo Geral desta parabola.
Assim, qualquer parabola cujo eixo coincide ou € paralelo a um dos eixos coordena-
dos, sempre pode ser representada pela equagao geral que terd uma das formas

ax’+cx+dy+f=0ja#0 ®)

ou

by2+cx+dy+f=0i’ b#0 €))
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Se em (7) isolarmos o valor de y, teremos
1, 5
=—x"-3x+—
y 2 2

que € a Equacdo Explicita da pardbola deste exemplo.
Entdo, sempre que explicitarmos y numa equagéo do tipo (8) ou x numa equacdo do
tipo (9), obteremos a respectiva equagio explicita na forma

y=ax’+bx+cla£0

ou

x=ay’+by+cla=0

2) Seja a pardbola de vértice V(4, 2) e foco F(1, 2). Tragar um esbogo do gréfico e deter-
minar sua equagéo geral.

Solucao
a) Um esbogo do grafico: Figura 8.18.

b) Tendo em vista que o eixo da parabola ¢ paralelo ao t p<0
eixo dos X, sua equagdo na forma padrio é
(y-k)?=2p(x - h) I V_ _eixo
|
e como |
h=4,k=2 2=3 - 2p=-12, . N .
2 ol 1 T /4
a equacgdo acima fica b -g—vl
(y-2)’=-12(x - 4) '
Efetuando as operacdes indicadas e ordenando, vem Figura 8.18
y2-4y+4 =-12x + 48 '
ou
yi+12x-4y -44=0 y
que € uma equagao geral desta parabola. s
€1X0

3) Determinar uma equagio da pardbola da Figura 8.19. ]
Solucio 1

|

P W X
Entre a equagdo na forma padrdo e a explicita, a segunda é © / I
mais simples para este problema. !

-1
Entdo, como o eixo desta parabola é paralelo ao dos /
y, sua equagio € da forma

) Figura 8.19
y=ax“+bx+c
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Ora, sendo (0, -1), (1, 0) e (3, 0) pontos da parabola, suas coordenadas devem satis-
fazer esta equacio, isto é,

(1= a(0)2+ b(0)+¢
0=a)®+b1)+c
0=a(3)%+b(3)+c

A

ou
c=-1

J a+b+c=0
9a+3b+c=0

. . . . 1 4
sistema cuja solugao é az—g , b=§ ec=-1

Logo, a equagio da parabola é
y= 1 X2+ 4 x -1
3 3

4) Dada a pardbola de equacio y>+6y -8x+17 =0, determinar
a) sua equacgdo reduzida;
b) o vértice;
¢) um esboco do grifico;
d) o foco e uma equacio da diretriz;
€) uma equacio do eixo.

Solucao
a) Iniciemos escrevendo a equacio na forma
y2+6y =8x -17

Completemos o quadrado do primeiro membro:
y2+6y+9=8x-17+9
Como adicionamos 9 ao primeiro membro, devemos fazer o mesmo com o membro
da direita. A 1ltima equagao pode ser escrita
(y+3)2=8(x -1) (10)
que é a forma padrdo de uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos x. Entdo, se em (10)
utilizarmos as férmulas de transla¢io
x'=x-1ley' =y+3
obteremos

2
yl = 8x'

que € a equagdo reduzida desta parabola referida ao sistema x'O'y', onde O'=V (vértice),
O'x'//Ox e O'y'//Oy.
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b) Como a equagdo (10) é da forma padrio y

(y-%)*=2p(x-h) (11) |

onde A e k sdo as coordenadas do vértice, vem ;

imediatamente: V(1, -3). o

¢) Um esbogo do grafico: Figura 8.20. T '/p>0
d) Confrontando (10) e (11) concluimos: 1

p JH - -
2p=8,p=4, 2=2
p=8p=4, 2

- — . - )

1

eixo

—_— -

e pelo grafico tem-se p
foco: F(3, -3) 2
diretriz: x = -1

e) Eixo:y=-3 Figura 8.20

Equacoes Paramétricas
Consideremos a equagao reduzida da parabola cujo €ixo é o dos y:
x*=2py
Nesta equagdo, onde x pode assumir qualquer valor real, se fizermos x = t (t é cha-

o 1 5
mado pardmetro) teremos y = 2—t .

Entdo, equagbes paramétricas da parébola sio, neste caso, dadas por

De igual forma, se na equagio y’= 2px fizermos y = t, o sistemna

! Lo .
2p
L y=t, teR

constitui equagdes paramétricas da pardbola com vértice V(0,0) e eixo Ox.
Com procedimento semelhante, obtém-se equagdes paramétricas no caso de o vértice
da parébola ndo ser a origem do sistema, conforme exemplo a seguir.

Exemplos
Obter equagdes paramétricas da pardbola de equacio:

1
1) x’=—
) el
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2) (y-3)2=2(x+2)

Solucgiao

1) Se fizermos x = t, teremos y =4t e, portanto, o sistema

X=t
y=4t2

constitui equagdes paramétricas desta parabola.
2) Fazendoy-3=t,vemy=t+ 3. Entdo
t2=2(x +2)
ou
t?=2x+4

t2-4
2
Assim, o sistema
t2 -4
X =
2
y=t+3
constitui equagdes paramétricas desta parabola.

Por outro lado, dey = t + 3, vem t = y - 3, que substituindo na primeira equagdo
resulta

2
-3-4
2

X =

ou
(y-3)’=2(x+2)
que € a equacdo cartesiana dada inicialmente.

Problemas Propostos

Para cada uma das pardbolas dos problemas de 1 a 10, construir o grdfico e encontrar
o0 foco e uma equagdo da diretriz.

2
1) x%=-4y 4) x%+y=0 7) x2-10y=0 10) x=-—yé—
2) yi=6x 5) y2-x=0 8) 2y?-9x=0
2
3) y2=-8x 6) y2+3x=0 9) y=2—

16
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Nos problemas de 11 a 26, tracar um esbogo do grdfico e obter uma equagdo da
pardbola que satisfaca as condigées dadas.
11) vértice: V(0, 0); diretrizd: y = -2
12) foco: F(2, 0); diretrizd: x + 2 =0
13) vértice: V(0, 0); foco: F(0, -3)

14) vértice: V(0, 0); foco: F(——;—, 0)

15) foco: F(0, —%) ;diretrizd: 4y-1=0

16) vértice: V(0, 0); simetria em rela¢do ao eixo dos y e passa pelo ponto P(2,-3)
17) vértice: V(0, 0); eixo y = 0; passa por (4,5)

18) vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1)

19) vértice: V(2, -1); foco: F(5, -1)

20) vértice: V(4, 1); diretrizd: y+ 3 =0

21) vértice: V(0, -2); diretriz: 2x-3=0

22) foco: F(4, -5); diretriz: y=1

23) foco: F(-7, 3); diretriz: x + 3 =0

24) foco: F(3, -1); diretriz: 2x - 1 =0

25) vértice: V(4, -3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(2, 1)
26) vértice: V(-2, 3); eixo: x + 2 = 0, passando pelo ponto P(2, 0)

Em cada um dos problemas de 27 a 36, determinar a equagdo reduzida, o vértice, o
foco, uma equagdo da diretriz e uma equagdo do eixo da pardbola de equagdo dada.
Esbogar o grdfico.

27) x%+4x+8y+12=0
28) x2-2x-20y-39=0
29) y*+4y+16x -44=0
30) y?-16x+2y+49=0

x2

31) y=7-2x -1

32) x2-12y+72=0
33) y=x%-4x+2

34) y=4x—x2

35) y2-12x-12=0
36) 2x”-12x-y+14=0
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Nos problemas de 37 a 39, encontrar a equagdo explicita da pardbola que satisfa-
ca as condigdes:
37) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passando pelos pontos A(-2, 0), B(0, 4) e
C@, 0). :
38) eixo de simetria paralelo a x = 0 e passando pelos pontos A(0, 0), B(1, -1) e C(3, -1).
39) eixo paralelo a y = 0 e passando por A(-2, 4), B(-3, 2) e C(-6, 0).
40) Dada a parabola de equagio y =-x2+4x +5, determinar:
a) o vértice;
b) as intersecdes com os eixos coordenados;
c) o gréfico;
d) o foco;
€) uma equacéo da diretriz.

Nos problemas de 41 a 44, obter equagbes paramétricas da pardbola de equagdo
dada.

41) y?=-4x 43) (x+4)=-2Ay-1
42) x*=2y 44) y*-4y+x+1=0

Nos problemas 45 e 46, obter uma equacdo geral da pardbola dada por equacées
paramétricas.

x=t+1 t2
45) 2 i) * =74
=L
=3 y=t

47) Em que pontos a pardbola de vértice V(-2, 0) e foco F(0, 0) intercepta o eixo dos y?
48) Encontrar sobre a paribola y?=4x um ponto tal que sua distancia a diretriz seja

igual a 3.
49) Utilizar a defini¢do para encontrar uma equagio da pardbola de foco e diretriz dados:
a) F(-3, 4),
dy=2
b) F(0, 3);
d:x-2=0
50) Determinar uma equagio da curva gerada por um ponto que se move de modo que sua
distancia ao ponto A(-1, 3) seja igual a sua distAncia aretay + 3 = 0.
51) Encontrar uma equagdo da pardbola e suas intersecdes com os eixos coordenados,
sendo dados:
a) foco: F(0, 0), eixo: y = 0 e passa por A(3, 4);
b) foco: F(0, -1), eixo: x = 0 e passa por A(4, 2).
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52) Na Figura 8.21, o arco DC € parabdlico e o segmento AB estd dividido em 8 partes
iguais. Sabendo que d = 10 m, AD = BC = 50 m e AB = 80 m, determinar h, e h, .

Figura 8.21

53) Uma familia de pardbolas tem equacio y=ax’+ bx+8. Sabendo que uma delas
passa pelos pontos (1,3) e (3,-1), determinar:
a) os pontos de intersecao com o eixo dos x;
b) os pontos de ordenada 15;
¢) equagdes paramétricas desta parabola.

54) Dados os sistemas de equagdes paramétricas

{X=\[2—t X=-t

€ t2
y=t+3, te[0,8] y=—+3 tel4,0],
mostrar que eles representam parte de uma mesma parabola, esbogando o grafico.

Respostas de Problemas Propostos

1) FO, -1, y=1 7 F(O,%), 2y+5=0
3 : 9
2) F(E,O)9 2x+3=0 8) F(g,O), 8x+9=0
3) F("270)5 Xx=2 9) F(O,4), y+4=0
4 FO, -Y), y=1 10) F-2,0), x=2
4 4
1

5) F(%,O), f=- 1) x2=8y

4
6) F(-%,O), 4x -3=0 12) y2=8x
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13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
27)
28)
29)
30)
31)
32)

33)

34)
35)
36)

37)
38)

39)
40)

x2=-12y 20) x2-8x-16y+32=0
y2=-2x 21) y*+4y+6x+4=0
x’=-y 22) x?-8x+12y+40=0
3x24+4y =0 23) y?-6y+8x+49=0
4y? - 25x =0 24) 4y®+8y-20x+39=0
X2+ 4x+8y—-20=0 25) y2+6y+8x-23=0
y2+2y -12x +25=0 26) 3x%+12x+16y-36=0
x2=-8y', V(-2, -1), F(-2,-3), y=1, x=-2
x'2=20y', V(,-2), F1,3), y=-7, x=1

y?=-16x', V(3,-2), F(-1,-2), x=7, =-2
y?=16x', V(@3,), FE(7,-), x=-, =-1

x'?=4y', V@4,-5), F4,-4), y=-6, x=4

x2=12y', V(0,6), F(0,9), y=3, x=0

x?=y',  V(2,-2), F(2,—%), y=-§, x=2

x%=-y', V(2,4), FQ2, %), 4y-17=0, x-2=0
y?=12x', V(-1,0), F(2,0), x=-4, y=0"
XP=2Y, V.4, FG.-2).8y+33=0, x=3

1 o
=-—x"+x+4
y S X

y=—Xx"-—Xx

3
X :-%yz +2y-6
a) V(2,90 b)(-1,0),(5,0),(0,5)
d) F(2,§) e) 4y-37=0
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(x-—--—l-tz 46) y2-4x+16=0
413" " 4 47) (0,4) e (0,-4)
Y=t 48) (2,8) e (2,-/8)
(x =t 49) a) x2+6x -4y +21=0
P, b) y2 - 6y+4x+5=0
C2 50) x2+2x -12y+1=0
(x=t-4 51)a) y>-4x-4=0, (-1, 0), (0,+2)
A b) x%-4y-8=0, (£22,0), (0,-2)
( 2 52) h; =20m e h, =32,5m

x=3-1 53)2)(2,0)e(4,0)
44) b) (-1, 15) e (7, 15)

y=t+2
: Ox=t+3ey=t>-1

45) x?-2x-3y-5=0
ELIPSE

Definicao

‘Elipse éo conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos)
fixos desse plano € constante.

Consideremos no plano dois pontos distintos, F, e F,, tal que a ' P
distancia d(F, F,) = 2c, e um ndmero real positivo a com 2a > 2c. ’

Chamando de 2a a constante da defini¢4do, um ponto P pertence
a elipse (Figura 8.22) se, e somente se,

d(P,F)+d(P, F,) = 2a] M

Figura 8.22
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Para construir uma elipse no papel, pode-se proceder como suge-
re a Figura 8.23: fixam-se dois percevejos em pontos arbitrdrios F e
F, amarrando-se neles as extremidades de um fio ndo esticado. Um
14pis que deixa o fio distendido marca o ponto P. Se fizermos o lapis
deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre distendido, a ponta
descreverd a elipse e, portanto, para todo o ponto P da elipse, a soma
das distancias d(P,F)e d(P, F,)serd sempre igual ao comprimento

Figura 8.23

do fio, isto é, um valor constante, que na defini¢do foi denominado 2a.

Se variarmos as posigoes de F, e F, mantendo fixo o comprimento do fio, a forma da
elipse ird variar. Assim, quanto mais afastados um do outro estiverem os pontos F e E,, tanto

mais “‘achatada” é a forma da elipse. Por outro lado, se d(F, F,) estd préximo de zero, a elipse
€ quase circular e no caso de F =F,, temos a circunferéncia de centro F; eraio a.

Elementos
Com base na Figura 8.24, tem-se: B,
Focos: sdo os pontos F e F,.

Distdncia focal: é a distancia 2c entre os focos.
Centro: € o ponto médio C do segmento K F,. A

Eixo maior: é o segmento A A, de

1

¥

1
comprimento 2a (este segmento ;3]

|
z 1
contém os focos). " 2% ‘o
Eixo menor: é o segmento BB, de e 28 creeeeenaecanena “
comprimento 2b e perpendicular Figura 8.24

a A;A, no seu ponto médio.
Vértices: sdo os pontos A;,A,, B;e B,.
Pela Figura 8.24 é imediato que B,F, = a pois B,F + B,F, = 2a (defini¢ao de
elipse) e B,F, =B, F, . Logo, do tridngulo retingulo B, CE, vem

a’=b%+c? )

Esta igualdade mostraqueb<a e c<a.
Excentricidade da elipse € o nimero real

e=E O<e<l)
a

A excentricidade é responsavel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade
perto de 0 (zero) sdo aproximadamente circulares, enquanto que elipses com excentricida-
de préxima de 1 sdo “achatadas”. Por outro lado, fixada uma excentricidade, por exemplo,
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1 P . - A .
e= 5 todas as infinitas elipses com esta excentricidade tém a mesma forma (diferem
apenas pelo tamanho).

Observacao
A 1° lei do astrénomo alemdo Johannes Kepler (1571-1630) é expressa por: “qualquer
planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma 6rbita eliptica, da qual o Sol ocupa um
dos focos”. A maioria dos planetas tem 6rbitas aproximadamente circulares, o que signifi-
ca dizer que suas excentricidades estdo perto de zero.
L. .. Cometa de Halley

Por exemplo, a érbita da Terra tem excentricidade Sol
0,02, a de Jupiter 0,05, a de Marte 0,09, para citar
apenas algumas. Merciirio e Plutdo, cujas Orbitas
elipticas tém excentricidades bem maiores, 0,21 e
0,25, respectivamente, constituem uma excecdo 2
maioria dos planetas. O “campedo” de excentricidade
no sistema solar parece ser o Cometa de Halley com e = 0,967 (quase 1) e ele leva apro-
ximadamente 76 anos (periodo de revolugdo) para dar uma volta em torno do Sol. A Figu-
ra 8.25 dd uma idéia das trajetérias da Terra e de Halley com o Sol num dos focos.

Com a finalidade de obtermos uma equagdo de elipse, teremos que referi-la ao siste-
ma de eixos cartesianos. Iniciemos pelos casos mais simples.

Terra

Figura 8.25

Equacoes Reduzidas
Seja a elipse de centro C(0, 0). Consideraremos dois casos:
1°) O eixo maior estd sobre o eixo dos x y
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse
(Figura 8.26) de focos F, (-c, 0) e F, (c, 0).
Pela defini¢do em (1), tem-se P(x,y)
d(P,F)+d(P,F,)=2a
ou

IEPI+IF,Pl=2a A\ Fio0)

ou, em coordenadas
I(x+c,y-0)I+1(x-¢c,y-0)I=2a

\/(x+c)2+ y2 +\/(x -0)%+ y2 =2a

\/x2+ y2+ 2cx+c¢? =2a- \/x2+ y2-2cx +¢?

(\/X2+ y2+2CX+C2)2 =(2a _ X2+ y2 _ 2CX+C2 )2 Figura8.26
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x2+ y2+2cx +c¢? =4a? -4a\/x2+ yz -2cx+c? +x%+ y2 - 2¢cx +¢?

a\/x2+ y2-2cx+c? =a?-cx

a’(x%+ y2 -2cx+c?)=a*-2a%cx +c2x?
a’x2+a%y?-2a%cx+a%c? =a*-2a%cx +¢%x?
a2x?-c?x2+aly?=a-a’c?
(a%-c?)x%+aly?=a2(a?-c?)
Como por (2) tem-se a®-c2=b?, resulta
b2x2+a2y2=a2b?

Dividindo ambos os membros da equagio por a’b?, vem

X2 y2 y

) + - =1

a~ b b —]

[}
que € a equacdo reduzida para este caso. _I -—r- A (0c)
‘ I F
2°) O eixo maior estd sobre o eixo dos 'y a ! ? P(xy)
Observando a Figura 8.27, com procedimento andlogo l B '

ao 1° caso, obteremos a equagio reduzida . 5 B,

x2 y2 ]

— 4+ =1

b2 a2 F,

A (0,-¢c)
Observacao
Como em toda elipse tem-se a > b (ou a? > b?), para saber Figura 8.27
se a elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre Oy, basta obser- y
var onde estd o maior denominador (a%) na sua equagio reduzi-
da. Se esse for denominador de x?, o eixo maior estd sobre Ox. 2
Caso contrério, estara sobre Oy.
Por exemplo, na equacio reduzida
2 2 ) i) 2
X
—_— _y__ =1
4 9
o maior denominador é 9. Como ele é denominar de y?, o eixo 3
maior da elipse estd sobre o eixo dos y (Figura 8.28). No caso,
P y (Figu ) Figura 8.28

temos




Cap.8 Conicas 181

a’=9 . a=3
b’=4 .. b=2
€, portanto, as intersegdes com os €ixos sdo os quatro pontos (0, +3)e (£2,0).

Observemos, por outro lado, que se na equagdo anterior fizermos x =0, vemy =13 ¢
paray =0, vem x = +2, 0 que confirma as interse¢des com os eixos em (0, £3)e (+2,0).

Exemplos

Nos problemas de 1 a 3, para cada uma das elipses, determinar
a) a medida dos semi-eixos;
b) um esbogo do grifico;
c) os focos;
d) a excentricidade.

1) 9x2+25y?=225

Solucao
a) Para expressar a equagdo na forma reduzida, dividimos ambos os membros da equacdo
por 225:

ox?  25y" 225
225 225 225

ou

LI A
25 9
Maior denominador: 25. Logo, a’= 25 ¢ o eixo maior da elipse esta sobre o eixo dos x

porque 25 é denominador de x2.
Ent3o, y

a’=25 . a=5
b?=9 - b=3

1
3
b) Gréfico: Figura 8.29 /’w\ ’
c) a’=bh2+c?2 Q ‘ .Fz o

3 s 5 -
25=9+c? _/
c?=16 .. c=4 -3
Logo, os focos sdo F, (-4, 0) e F, (4, 0)
c 4 Figura 8.29

d) e=—=—
‘ a 5
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2) 4x%2+y?-16=0

Solucgao
a) Conduzindo a equagdo para a forma reduzida, vem
2,2
4x2+y?=16 ou LI
4 16 y
Maior denominador: 16 (denominador de y2 ) 4
Logo, F)
a’=16 .. a=4
2_ . -
b‘=4 .. b=2 55 X
b) Griéfico: Figura 8.30.
c) a’=b%+c? F,
16=4+c? -4
2
c?=12 e c=412 _ Figura 8.30
Logo, os focos-sdo F (0, - V12 Ye F, (0, \/13)
o oo 2 _25_\3
a 4 4 2
3) x2+y%2-9=0
Solucao
a) A forma reduzida desta equagéo é : Y
x2 y?
—+—=1
9 9

Neste caso, tem-se a’= b’=9 e, portanto, a = b = 3
Trata-se de uma circunferéncia de raio 3.
b) Gréfico: Figura 8.31.
c) a’=b%+c?
9=94+c2 Figura 8.31
c=0 ‘
Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferéncia.
c O
d) e=—=—=0
a 3 .
A circunferéncia pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula.
4) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3, 0) e a medida do eixo maior
€ 8. Determinar sua equagéo.

D
_3\-(;/3
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Solucao
Como o foco € ponto do eixo do x, a equagao desta elipse é da forma
2 2
4+l =
a“~ b
Precisamos determinar a e b. Como o eixo maior mede 8, isto &,
2a=8 .. a=4 -
Tendo em vista que o centro da elipse € (0, 0) e um dos focos & (3, 0), conclui-se que
c=3.. .
Mas
a’=b%+c?
ou
16=b%+9 .. b3=7

Logo, a equagdo procurada é

2 2
XL Y

—_— + -
16 7
Outras Formas da Equacao da Elipse
Seja uma elipse de centro C(h, k) # (0, 0) . Consideraremos somente os casos de os eixos
da elipse serem paralelos aos eixos coordenados.
1°) O eixo maior € paralelo ao eixo dos x

Utilizando uma conveniente transla¢io de oy
€ixos, obtemos um novo sistema x'O'y' (Figura

8.32) em relagdo ao qual a elipse tem centro na

origem e eixo maior sobre o eixo O'x'. Logo, sua P
equacio reduzida é
12 12
S A 3)

a2 b2 |

Para expressd-la em relagdo ao sistema

original xOy, utilizamos as férmulas de translagio
X'=x-h e y=y-k,

que substituidas em (3) resulta

- -k?
a2 b2 Figura 8.32

que € a forma padrao para este caso.
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2°) O eixo maior ¢ paralelo ao eixo dos y
De modo anélogo ao 1° caso, temos

2 2
(x-1)?  (y-K)? _

b2 a2
Uma outra forma da equagéo da elipse serd apresentada no préximo exemplo.

1

Exemplos

1) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade

e =% e eixo menor de medida 6. Obter uma equacao desta elipse.

Solucao
Como o eixo maior da elipse € paralelo ao eixo dos y, sua equagao ¢ da forma
x-h?  (y-k?
4~ =
b? a?
comh=4ek=-2.
Precisamos determinar a e b.

1

Mas
2b=6 .. b=3
Sendo
c 1 . a
e=—=—,vem c=—
a 2 2
De
a?=b2+c?
resulta

L a2 92, /4.2
a‘=3"+(—
(2)

ou
a2
a’= 9+, donde a’=12
Logo, a equagio da elipse €
x-4)° (y+2)? _
9 12

Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos os quadrados e ordenarmos os
termos, obteremos outra forma da equag@o da elipse:

4(x?-8x+16) +3(y*+4y +4) =36

1
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ou

4x? -32x +64+3y%+12y +12-36 =0
ou

4x%+3y? - 32x +12y +40 =0
que € uma equagdo geral desta elipse.

Assim, qualquer elipse cujos eixos estdo sobre os eixos coordenados ou sio paralelos
a eles, sempre pode ser representada por uma equacdo geral que terd a forma

[ ax?+by?+cx+dy+f =0 o

S—

L - o FUNEE e mma e e e

com a e b de mesmo sinal. Em particular, quando a = b esta equagdo podera representar
uma circunferéncia. :

2) Dada a elipse de equagio 4x2+9y? - 8x - 36y +4 =0, determinar:

a) sua equacdo reduzida; d) os vértices;

b) o centro; e) os focos;

¢) o gréfico; f) a excentricidade.
Solucao

a) Iniciemos escrevendo a equacio na forma
(4x%-8x)+ (9y2 -36y) =-
ou
4(x?-2x)+9(y? - dy) = -4
onde agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores 4 ¢ 9 para facili-
tar a construgéo dos trindmios quadrados nestes dois parénteses. Entdo temos
4(x2-2x + 1)+ 9(y2 - 4y + 4) = -4+ 4(1) +9(4)
ou
4(x -1)%+9(y - 2)%=36
e dividindo ambos os membros por 36, resulta
x-D* (y-2?
9 + 4
que € a forma padrdo da elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utilizando em (4) as

férmulas de translagio
xX'=x-1 e y'=y-2

1 | | @)

obtemos
12 12
X
A

_ + —
9 4
que € a equagdo reduzida desta elipse.
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b) Como a equagdo (4) € da forma padrio
(x-h?  (y-K? _
. a? b?
onde h e k sdo coordenadas do centro,
vem imediatamente: C(1, 2).

1 )

c) O gréfico: Figura 8.33.
d) Confrontando (4) e (5), concluimos:
a’?=9 - a=3

b’2=4 .. b=2

e pelo grafico tem-se:
A(-2,2) e A,(4,2)

Figura 8.33
B;(1,0) e B,(1,4)
e) Para determinar os focos precisamos do valor de c.
De a’=b2+¢?
ou 9=4+c? , vem ¢ = \/g e, portanto, os focos sdo:
F(1-V/5.2) e E(1+45,2)
f) Excentricidade: e = - [5—
a 3
Equacoes Paramétricas - ' y
g2 2
Consideremos a elipse de equaciao —X—2—+—§2— =1. Tracemos bl A
a
a circunferéncia de centro O e raio igual ao semi-eixo mai- P
or a da elipse (Figura 8.34). : all r
Seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse. A reta 0
que passa por P e € paralela ao eixo dos y, intercepta a
circunferéncia em A e o raio AO determina com o eixo dos
x um dngulog . -
Do tridngulo A'OA vem Figura 8.34

OA'=0A.cos6
ou
X =acos0
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Como x € abscissa de um ponto da elipse, a ordenada y do mesmo ponto € calculada
substituindo o valor de x na equagdo da elipse:

2 2
(acos0) + y

a2 bt
donde
2
y—:l—coszezsenze.
b2
e .
y =bsen6 ’

Observemos que, para cada valor de 0 corresponde um e um s6 ponto P da elipse e,
quando © varia de 0 a 27, o ponto P parte de (a, 0) e “descreve” a elipse no sentido anti-
horério. Entdo, 6 € o pardmetro e o sistema

P

| x=acos® g o<on ©)'
. ly=bsent - L i

constitui equagoes paramétricas dessa elipse.

Observacoées
~ X y x? 2 }’2 2
a) Das equagdes (6) vem —=cos0 e = =sen® e, portanto, — =cos“ 0 e = =sen” 0.
a b a’ b?
Somando membro a membro, resulta
x? Y2 2 2
—2+—2—=1 (1=cos“B+sen“0)
a b
que € a equacdo da elipse dada inicialmente.
2 2

b) No caso da elipse ser z—z + y_2 =1 (eixo maior sobre Oy), suas equagdes paramétricas sao
v a

x=bcos0
{y =asen0 .
¢) Quando o centro da elipse for C(h, k), pela transla¢io de eixos obtemos
{x-h:acose {x:h+acose

(eixo maior paralelo a Ox)
y-k=Dbsen® y=k-+bsen '

x=h+bcos® -
(eixo maior paralelo a Oy)

y=k+asen®
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d) O sistema de equagGes
X =asen6
0<98<2rn

y =bcosH

descreve de outra forma a mesma elipse dada pelo sistema (6), porém, neste caso o ponto P
parte de (0,b) e “descreve” a elipse no sentido horario.

Exemplos
Obter equagdes paramétricas da elipse de equagio:
1) 16x2+25y%=400

2) 9x%+4y? -54x+16y+61=0

Solucao '
1) A forma reduzida de equagio 16x >+ 25y2=400 é

x2 y2

—+—=1
25 16
e, portanto, a =5 e b = 4. Logo,
X =5co0s6
y=4sen0
sdo equagOes paramétricas desta elipse.

2) A forma padrio de 9x2+4y? - 54x +16y+61=0 é

(x-3)" , (y+2)°
4 9
e, portanto, o centro da elipse € (3, -2), sendoa=3eb = 2.
Logo,
x=3+2cos6
{y =-2+3sen®

=1 (a cargo do leitor)

Q)

sdo equacgdes paramétricas desta elipse.
Por outro lado, das equagdes (7) vem
x-3 y+2 '

=cosf e =sen®

Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equagGes, temos

(x -3)? (y+2)?
9

=cos’6 e =sen’ @
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Somando membro a membro resulta

(x-3)°  (y+2)°
4 9
que € a equagdo da elipse na forma padrdo dada anteriormente.

1 (1=cos? 0+sen?0)

Problemas Propostos
Em cada um dos problemas de 1 a 10, esbogar o grdfico e determinar os vértices A, e
A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas.

1) ﬁ+y—2=1 6) 4x%+9y?=25
25 4
2) 25x2+4y%=100 7) 4x*+y’=1
3) 9x2+16y%-144=0 | 8) 4x2+ 25y%=1
4) 9x%+5y2-45=0 9) x2+2y%-5=0
5) x*+25y2=25 10) 9x%+25y%=25
11) Esbocar o grafico de uma elipse de excentricidade
1 1 3
a) E b) 5 c) g

Em cada um dos problemas de 12 a 19, determinar uma equacdo da elipse que
satisfaca as condi¢ées dadas. Esbogar o grdfico.

12) focos F; (-4, 0) e F,(4,0), eixo maior igual a 10;
13) focos Fy (0,-5) e E, (0,5), eixo menor igual a 10;
14) focos F(£3, 0) e vértices A(+4, 0);

15) focos F(0, £3) e excentricidade g ;

16) vértices A(iINO, 0) e excentricidade % ;

17) centro C(0, 0), eixo menor igual a 6, focos no eixo dos x e passando pelo ponto
(-245,2);
18) vértices A(0, £6) e passando por P(3, 2);

19) centro C(0, 0), focos no eixo dos x, € = % e passando por P(2, - g).

Em cada um dos problemas de 20 a 27, obter uma equagdo da elipse que satisfaca
as condigées dadas. : : :

20) centro C(1, 4), um foco F(5, 4) e excentricidade %;
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21)
22)

23)
24)

25)

26)
27)

eixo maior igual a 10 e focos Fy(2, -1) e F, (2; 5);

focos F1(-1, -3) e E, (-1, 5) e excentricidade %;

focos F1(-3, 2) e F, (3, 2) e excentricidade %;

vértices A, (-7, 2) e A, (-1, 2) e eixo menor igual a 2;

centro C(0,1), um vértice A(0,3) e excentricidade 73 ;

centro C(-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y;

centro C(2, -1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos ei-
xos coordenados.

Em cada um dos problemas de 28 a 33, determinar a equagdo reduzida, o centro,

os vértices Ay e A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o grdfico.

28)
29)
30)
31)
32)
33)

34)
35)
36)

9x2+16y? - 36x +96y+36 =0

25x2+16y2+50x + 64y -311=0

4x%+9y2 - 24x +18y +9=0

16x2+ y24+64x -4y +52=0

16x24+9y? - 96x + 72y +144 =0

4x%+9y?-8x -36y+4=0

Nos problemas de 34 a 39, obter equacies paramétricas da elipse de equagdo dada.

x*+4y®=4 37) 9(x - 1)2+25(y +1)2=225
x2+y?=36 38) 49(x+7)*+y%=7
9x2+16y%=1 39) 4x%+9y? -54y+45=0

Nos problemas de 40 a 43, obter uma equagdo geral da elipse dada por equagdes

paramétricas.

40)

41)

44)
45)

{X=5COSG 42) {x=2+4cose
y=5sen0 y=3+2sen0
{xzcose 43) {x=\/§cose
y =3sen8 y=-1+sen8 _
Determinar os focos da elipse de equagdes x =4 +3cost e y=-2+5sent.

Determinar uma equagao da curva gerada por um ponto que se move, de modo que a
soma de suas distancias aos pontos (4, -1) e (4, 7) seja sempre 12.
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46)

47)

48)

49)

50)

Respostas de Problemas Propostos

Determinar uma equagéo da curva gerada por um ponto que se move, de modo que
sua distancia ao ponto A(3, -2) seja igual 2 metade de sua distincia a reta y -2 = 0.
Determinar uma equagio da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre o eixo dos y,

sabendo que passa pelos pontos P(1, V14 )eQ(2,- 272 ).
Encontrar uma equacio da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre Ox, excentricida-

de % e que passa pelo ponto (2, 3).

Determinar uma equagio das circunferéncias inscrita-e circunscrita 2 elipse de equa-
¢do dada.

a) 16x2+y%-16=0
b) 4x%+9y? -32x +36y+64=0
Um satélite de 6rbita eliptica e excentricidade % viaja ao redor de um planeta situado

num dos focos da elipse. Sabendo que a distincia mais préxima do satélite ao planeta
€ de 300 km, calcular a maior distancia.

1) A(#5,0), Fv21,0), e:@ 6) A(i—52-,0>, F@¥,o>,e=‘§
2) A(0,%5), F(0,++21), e=@ 7) A0, 1), F(o,iﬁ), e=g
3) A@4,0), F(EV7,0), e=? 8) A(+ 0), F<+—1‘/0: 0), e —‘/522
4) A(0,%3), F(0,+2), e=§ 9) A(xv5,0), F(i\g,ox e='g
5) A(5,0), F(246,0), e=2—‘5@ 10) A(i%,O), F(i—:-,O), e=§ ‘
11) a) Existem infinitas, todas elas coma = 2c e b = c+/3

2 2
12) 9x2+25y2=225 16) 2+ =1

100 75 : N
13) 2x%4+y%2-50=0 17) x2+4y%-36=0 .,

2

14) 7x2+16y% -112=0 18) 8 Ly

81 36
15) 4x%+y?-12=0 19) 5x%+9y%-45=0
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20) 5x2+9y?-10x -72y-31=0 24) x2+9y?+8x -36y+43=0
21) 25x%+16y? -100x - 64y - 236 =0 25) 4x%+y?-2y-3=0
22) 9%x2+5y%+18x -10y -166=0 26) 5x24+9y2+30x=0
23) 3x2 +4y?-16y-92=0 27) x2+4y? -4x+8y+4=0
l2 12
28) ’;—6 + y? =1,C(2,-3), A;(-2,-3), A,(6,-3), F2 £+/7,-3), e = ﬁ
x|2 y|2 3
29) ——+2_—=1,C(-1,-2), A, (-1,-7), A, (-1, 3), (-1, -5), E, (-1, 1), e = =
) 16 25 ( ) 1( ) 2( ) 1( ) 2( ). € 5
12 12
30) "7 +%4— =1,CG,-1), A; (6, -), A, (0, 1), F3£+/5,-1), e = @
12
31) x‘2+)1]—6 =1,C(-2,2), A;(-2,-2), A,(-2,6), (-2, 2£4/15),e = @
12 12
32) 5 +1==1,C0,-4), A 3, 8), A, (3,0), FG, 42/7), e = g
12 12
33) T+YT=1’ C(,2), A,(-2,2), A,(4,2), FQ+ /5, 2),e=§
1
x =2 cosO x=§cos6 x =7+ 37 coso
34) o 36) X 38 7
=sen
y y=Zsen9 y:ﬁsene
X =6cos0 X=1+5cos8 x=3cos0
35) 37) 39)
y =6sen 0 y=-1+3sen0 y=3+2senb
40) x2+y%-25=0 42) x24+4y?-4x-24y+24=0
41) 9x%+y?-9=0 43) x24+2y%+4y=0
44) (4,2) e (4,-6) 46) 4x%+3y?-24x +20y+48 =0

45) 9x%+5y2-72x -30y+9=0
48) 3x%+4y?=48
49) a) x%+y’=1 e x’+y’=16

47) 2x%+y?=16

b) x2+y2-8x+4y+16=0 e x’+y2-8x+4y+11=0
\ Y

50) 600 km
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HIPERBOLE

Definicao

H1perboleh éo con_]unto o de todos os pontos ‘de um plano cuja diferenga das distancias, em em
valor - absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante, ]

o et v ———— Wi

Consideremos no plano dois pontos distintos F, e
F, tal que a distdncia d(F,F,) = 2c e um mimero real

positivo a de modo que 2a < 2c.
Chamando de 2a a constante da defini¢io, um ponto
P pertence a hipérbole (Figura 8.35) se, e somente se,

[d(®.F) - d(P,E,)| = 2a (1)

Como se v&, a hipérbole é uma curva com dois ra-
mos. Na verdade, pela equagéo (1), um ponto P estd na Figura 8.35
hipérbole se, e somente se,
d(P,F)-d(P,F,) =+2a
Para possibilitar um tragado bem melhor da hipérbole e tecermos consideragdes a
respeito de seus elementos, faremos a construgio da Figura 8.36 a seguir explanada.

Figura 8.36

Consideremos no plano dois pontos quaisquer F, e F, comd(F,F,) = 2c. Chamando de C
o ponto médio do segmento FF,, tracemos uma circunferéncia de centro C e raio c.

Tomemos um valor arbitrério a, a < ¢; e marquemos sobre F, F,, a partir de C, os
pontos A, e A, tais que d(C, A;) =d(C, A, ) = a. Por estes pontos tracemos cordas per-
pendiculares ao didmetro F, F,. As quatro extremidades destas cordas sio os vértices de
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um retdngulo MNPQ inscrito nesta circunferéncia. Tracemos as retas r € s que contém as
diagonais do referido retangulo e, por fim, a hipérbole conforme a figura.
Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole.

Elementos
Focos: sdo os pontos F e F,.

Distédncia focal: é a distincia 2c entre os focos.
Centro: é o ponto médio C do segmento F F,.

Vértices: sdo os pontos A ;e A, .
Eixo real ou transverso: € o segmento A;A, de comprimento 2a.
Observemos que os pontos A; e A, sdo pontos da hipérbole porque satisfazem a
defini¢@o (1). Na verdade, para A, tem-se
d(A,F)=c-a e d(A,F)=a+c

ld(A,,F)-d(A|,F,)|=|-2a| = 2a. ,
Eixo imagindrio ou ndo-transverso: € o segmento B;B, de comprimento 2b, com
BB, LA/A, emC.
Observemos que o retdngulo MNPQ tem dimensdes 2a e 2b, sendo a a medida do
semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imagindrio. Ainda, do tridngulo C A, M obtemos
a relacédo

c?=a’? +b?

de larga aplicagio nos problemas de hipérbole.

Assintotas: sa0 as retas r € s.

As assintotas sdo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a medida
que os pontos se afastam dos vértices. Esta aproximagdo € “continua” e “lenta” de forma
que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito. Naturalmente, esta
particularidade das assintotas constitui um excelente guia para tragar o esboco do gréfico.

Com o que ja vimos na construgdo da hipérbole, esta fica determinada quando se
conhece o centro C e os valores a e b (ou a e c oub e c). De fato, a partir destes elementos,
constréi-se o retingulo MNPQ e, conseqiientemente, as assintotas r e s, e dai, os dois ra-
mos da hipérbole. A .

O angulo O assinalado na figura é chamado abertura da hlperbole

Chama-se excentricidade da hipérbole o nimero

c
e=—
: a. -
e por ser ¢ > a, tem-se e > 1.
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A excentricidade da hipérbole estd intimamente relacionada com a sua abertura.
De fato: se na Figura 8.36 tivéssemos tomado um valor para “a” menor do que o
anterior, o novo retdngulo MNPQ seria mais “estreito” e, em consequenc1a a abertura 0

seria maior.

[ 93

. c
Ora, diminuir o valor de (mantendo c fixo) signifca aumentar o valor de e = —

a
Assim, quanto maior a excentricidade, maior sera a abertura, ou seJa mais “abertos”
estardo os ramos da hipérbole.
Quando a = b, o retdngulo MNPQ se transforma num quadrado e as assintotas serdo
perpendiculares (6 = 90°). A hipérbole, neste caso € denominada “‘hipérbole egiiildtera”.

Equacoées reduzidas
Seja a hipérbole de centro C(0, 0). Consideraremos dois y

Casos: Pexs)
. xSy
1°) O eixo real estd sobre o eixo dos x.

Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma hlperbole
(Figura 8.37) de focos F, (-c, 0) e E, (c, 0).

o) T
Pela definicdo em (1), tem-se F /A AZ: 2
d(P,F,) - d(P,F,)| = 2a .ch .
ou, em coordenadas

J&x 02+ (y=0)? - Jx - )%+ (y - 0)2;= 2a

Figura 8.37

Com procedimento de simplificagdo anélogo ao que foi usado na dedugio da equagao

2

da elipse, e lembrando que ¢? = a2 +b?, chegamos a equagédo

S

a2 2

o

que é a equagdo reduzida para este caso.
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2°) O eixo real estd sobre o eixo dos y

Observando a Figura 8.38, com procedimento anélogo

ao 1° caso, obtemos a equagao reduzida

2 2
2'_2_ R}
a“~ b

Exemplo

A partir de um caso particular, serdo feitas
algumas observagdes. Seja a hipérbole da
Figura 8.39.

Sua equacdo reduzida é
2 2

\FZ/(O,?/

Al

VRN

Figura 8.38

Xy
N AR 2
9 4 @

onde a’=3%2=9 ¢

b’=2? =4

Observacées

Figura 8.39

a) E imediato que os vértices sdo A, (-3, 0) e A, (3, 0). Estes também seriam obtidos

fazendo y = 0 na equacio (2), donde resulta % =1 ou x =13, que sdo as abscissas

dos vértices.

2

Por outro lado, se na equacgdo (2) fizermos x = 0, obteremos - yT =1 ou y%=-4,

que € uma equagio impossivel no conjunto dos reais. Isto signifca que a hipérbole nao

corta o eixo dos y.

b) Como a equagao apresenta somente poténcias pares de x ey, a hipérbole é simétrica em
relac@o ao eixos coordenados e em relagdo a origem.
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Por exemplo, o ponto P, (6, V12 ) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afir-
magao
62 (J12)?
9 4
e, da mesma forma, também pertencem os pontos P, (6, - Nip) 2) (simétrico de P, em rela-

¢do a Ox), P;(-6, i) 2) (simétrico de P, em relagdo a Oy) e P,(-6, V12 2) (sunetrlco de

=1 ou 4-3=1

P, emrelagdo a origem). : : A
¢) As assintotas r e s sdo retas que passam pelo centro da hipérbole, no caso, a origem do

sistema. Logo, suas equagdes sdo do tipo
y = mx, sendo m a declividade.

. . b 2

A assintota r tem declividade m, =—= 3
a

. .. b 2
e a assintota s tem declividade m, =-—= —E
a

Portanto, as assintotas tém equagGes
y= 2 X e y=-—x
3 ' 3

2 2

Quando a equagdo da hipérbole é da forma R X—Z =1, as declividades das: assin-

a’? b

N a
totas serao m = i-g.

Exemplos
Nos problemas 1 e 2, determinar, para cada uma das hipérboles:
a) a medida dos semi-eixos;
b) um esbogo do grafico;
C) os vértices;
d) os focos;
e) a excentricidade;
f) as equacdes das assintotas;

1) x?-4y%+16=0

Solucao
a) Passando esta equagao para forma reduzida, obtém-se
2 2
-4y2=-16 ou X
4 16
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que representa uma hipérbole com eixo real sobre Oy. 1
Entdo, a’=4 - a=2 F,
b>=16 .. b=4 \_if‘z/
b) O grafico com assintotas: Figura 8.40. 4! 4
¢) Vértices: A,(0,-2) e A,(0,2) 0l N
ou A(0, +2). /7 7;1\
1

d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c:
c?=aZ+b? Figura 8.40
c’=4+16
c=+20=25

Focos: F (0, -24/5) e F,(0,2V5).

C%z\/g

e) Excentricidade: e=—=

a
1 a 2 1
Assintotas; y=1+—x (pois —=—=—
f y=£_X (pois =7=2)
2) x2 - y2= 4
Solucao
a) Passando para a forma reduzida, obtém-se
2 2
¥y,
4 4

que representa uma hipérbole com eixo real sobre Ox.
Entio, a?=b?=4 .. a=b=2 (hipérbole eqiiilitera)
b) O grifico com assintotas: Figura 8.41.
c) Vértices: A,(-2,0)e A,(2,0)

d) c’=a’+b’
c’=4+4

c=\/§=2x/§

Focos: F (- 2\/5, 0) e E (2x/5, 0).

e) Excentricidade: e = C= ¥ = \/5
a
. . b 2 .
f) Assintotas: y=1tx (pois —= 5 =1) Figura 8.41
a :
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Observemos que, em toda hipérbole egiiilatera, a excentricidade é sempre igual a V2
e as equagdes das assintotas sdo sempre iguais a y = + x.

3) Uma hipérbole tem focos em F (-5, 0) e F, (5, 0) e a medida do eixo real é 6. Determi-
nar sua equagio reduzida.

Solucao
Tendo em vista que os focos sdo pontos do eixo dos x, a equagao desta hipérbole € da forma
2 2
Xy,
) a 2 b 2

na qual precisamos determinar a e b.
De F(+5, 0), vem ¢ = 5 (distancia de cada foco ao centro).
O eixo real mede 6, isto é 2a = 6. Logo, a = 3.

De c’=a’+b? ou 25=9+b2, vem b2 =16.

Portanto, a equagio procurada é

X2 y2

=1
9 16

Outras Formas da Equacao da Hipérbole

Seja uma hipérbole de centro C(h, k) # (0, 0). Consideraremos somente os casos de os
etxos da hipérbole serem paralelos aos eixos coordenados.

1°) O eixo real é paralelo ao eixo dos x
Com procedimento anilogo ao que foi visto
para a elipse, resulta a equagao

-0 (-7

L_a’ b2
- N * S oL
que € a forma padrdo para este caso (Figura 8.42).
2°) O eixo real € paralelo ao eixo dos y
De igual modo ao 1° caso, temos 5 X

B S A

(-0 (x-h)? :;j‘

i a2 - b2 Figura 8.42

Exemplos
1) Determinar uma equagio da hipérbole de vértices A (1,-2) e A,(5,-2), sabendo que
F(6, -2) é um de seus focos.
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Solucao '
Em funcdo dos dados do problema, esbogcamos o grifico desta
hipérbole (Figura 8.43)

Sendo o eixo real A|A, paralelo a Ox, a equagio da hipér- 0|\l , 3  5/6 «
bole é da forma _2:'_%__1__ H

-0 (y-k? A\ C Ay F
a’ b?

O centro € o ponto médio de A Az C(@3, -2).

E imediato que: a=d(C,A )= e c=d(C,F)=3

Da relagio c¢’= a’+b? ou 9=4+b?, vem b%=5. Figura 8.43

Logo, uma equacao da hipérbole é
x-3> (y+2)?
4 5

Eliminando os denominadores, desenvolvendo os quadrados e ordenando os termos,
encontramos

5(x2-6x+9)-4(y* +4y+4) =
-30x +45-4y% -16y-16-20=0
5x2 -4y? -30x-16y+9=0
que é uma equagdo geral desta hipérbole.

Assim, qualquer hipérbole cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados ou sao
paralelos a eles, sempre pode ser representada por uma equagao geral que terd a forma

=1

ax +by? +cx+dy+f 0

- . . - - . e e e

com a e b de sinais contrarios.

2) Dada a hipérbole de equagao 9x? - 4y%-54x +8y +113 =0, determinar

a) sua equagdo reduzida; d) os vértices;

b) o centro; e) os focos;

¢) um esboc¢o do gréfico; f) a excentricidade.
Solucao

a) Iniciemos escrevendo a equac;ao ‘na forma
(9x? - 54x) - (4y? -8y) =-113
ou
9(x? - 6x) - 4(y? - 2y)=-113
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onde agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores 9 e 4 para facili-
tar a construgdo dos trindbmios quadrados nestes dois parénteses. Entio, temos

9(x? - 6x +9) - 4(y? - 2y +1) =-113+9(9) - 4(1)
ou
9(x -3)% - 4(y - 1)?=-36.
e dividindo ambos os membros por -36, resuita
(y-D? (x-3)?% _
9 4 _
que € a forma padrao da hipérbole de eixo real paralelo ao eixo dos y. Utilizando em (3) as

férmulas de translagao
X'=x-3ey=y-1

1 3

teremos

y X

2 o)

4
queéa eqiagdo reduzida desta hipérbole.
b) Como a equagdo (3) é da forma padrio
(y-k?® (x-h)?> _
a’ b2
onde 4 e k sdo as coordenadas do centro, vem imediatamente: C(3, 1).

¢) Um esbogo do gréfico: Figura 8.44.
d) Confrontando (3) e (4), concluimos:

2
a‘=9 . a=3 \ /
F
b2=4 o b=2 4.& 2
e pelo grifico tem-se: -

Ai(, -2)e A,(3,4) 1+--4C
€) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 9] 3

Da relagdo -2 7——'
c’=a%+b? ou c?=9+4 / N

vem ¢ =+/13 e, portanto, os focos sdo
F(3,1-13) e E,(3,1+13)
V13

f) Excentricidade: e = c_~N»
a 3

1 4)

Figura 8.44




202 Vetores e Geometria Analitica

Equacoes Paramétricas
2 2

Consideremos a hipérbole de equacio x_z - Z? =1. Escrevendo esta equagdo como
a® b

<\ y 2
21 2L =1 5
significa dizer que % e % sdo niimeros reais cuja diferenca de seus quadrados é sempre

igual a 1.
Se na identidade
sen’0+cos20=1 »
dividirmos ambos os membros por cos?@# 0, obtemos
sen? O 1
a 1=
cos“ 0 cos” 0

sen © > 1 Y
+1=
cos0 cos 6
Como sen 6 =tan0 e
cos O cos 9

ou

=secO, vem

sec’@-tan20=1

Portanto, confrontando esta equagdo com a equacgdo da hipérbole em (5), podemos
fazer

y

X
—=secO e =tan®
a

P . R . T 3t .
e daf concluir que para o pardmetro 6,0 <0 < 27, excluidos ) e - 0 sistema

- — e 1 = e o s i v e e v ot e oy

{x =asecO i

L y=bwnb R

constitui equacdes paramétricas dessa hipérbole.

. T , . . g
Quando @ percorre o intervalo (- 5,5] serd descrito o ramo direito da hipérbole

(x 2 a) e quando percorre o intervalo (g,%) , 0 ramo esquerdo (X < -a).
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Observacoes
a) No caso da hipérbole ser % - z—z— =1 (eixo real sobre Oy), suas equagOes paramétri-
cas sao ) |
‘|x =btan6
{y =asec

b) Quando o centro da hipérbole for C(h, k), aplicando a translagao de eixos, as equacgdes
paramétricas sdo

{x:h+ase¢9 {x=h+btan6

y=k+btan6 y=k+asecO

conforme o eixo real seja paralelo a Ox ou Oy, respectivamente.

Exemplos

Obter equagdes paramétricas da hipérbole de equagio:
1) 4x2-9y2-36=0

2) x%-3y248x+12y-13=0

Solucao
1) A forma reduzida da equagio 4x2-9y%-36=0 ¢

X2 y2

9 4
e, portanto, a =3 e b = 2. Logo,
x =3secH
y=2tan0
sao equagOes paramétricas desta hipérbole.
A Figura 8.45 apenas indica pontos da tabela para alguns dngulos no intervalo

(5
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y
0 - | Ponto
0 (3,0)
3 (v2,2)
-Z (3\/5, - 2) *
3 (6, 2\/?_))
"3- (6, - 2\/5)

Figura 8.45
2) A forma padrio de x2-3y?+8x +12y-13=0 ¢
x+4? (y-2°
9 3
e, portanto, o centro da hipérbole € (-4, 2), sendoa=3e b= NE)
Logo, o
x =-4+3secH
y=2+ J3tan#
sd0 equacdes paramétricas desta hipérbole.

=1 (a cargo do leitor)

Problemas Propostos ,
Em cada um dos problemas de 1 a 12, esbogar o grdfico e determinar os vértices, os

focos, a excentricidade e equacées das assintotas das hipérboles dadas.
2,2 2 L2

D o=l y L Z-
3) 16x*-25y*-400=0 4) 9x?-16y*=144
5) 4x*-5y*+20=0 6) x2-2y?-8=0
7 x2-4y*+16=0 8) x2-y?=1
9) y2-x%=2 10) y?-4x%=1
11) x2-9y%=1 12) 2y?-4x2=1

13) Esbogar o grafico de uma hipérbole (com suas assintotas) de centro (0, 0), eixo real
sobre Ox e excentricidade

5 3
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Em cada um dos problemas de 14 a 37, determinar uma equacdo da therbole que

satisfaca as condicoes dadas. Esbogar o grdfico.

14)
15)
16)

17)

18)
19)
20)
21)

22)

23)
24)

25)

26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)

focos F(5,0), vértices A(+3,0);
focos F(0, £3), vértices A(0, +2);
focos F(0, +4), eixo real de medida 2;

focos F(#8, 0), excentricidade g;

vértices A(0, +5), excentricidade 2;

vértices A(0, £2), distincia focal 2«/ﬁ ;

focos F(x4, 0) e que seja hipérbole eqiiilatera;

focos F(%5, 0), eixo imagindrio medindo 4;

centro C(0, 0), eixo real sobre Oy, b = 8, excentricidade % ;

vértices A(+4, 0) e passando por P(8,2);
vértices A(E3, 0) e equagdes das assintotas y = +2x;

vértices A(0, £2) e equagdes das assintotas y = i% X;

focos F(13, 0) e equagdes das assintotas y = +x;

centro C(3, 2), um vértice A(1,2) e um foco F(-1, 2);

vértices em (3, -2) e (5, -2) e um foco em (7, -2);

vértices em (2, -4) e (2, 0) e um foco em (2, -2+ J13 );

vértices em (5, -1) e (5, 5) e excentricidade 2;

focos F, (3, -2) e F, (3, 4) e excentricidade 2;

focos F, (-6, 1) e F, (0, 1) e eixo real medindo 4;

centro C(5, 1), um foco F(9, 1) e eixo imagindrio medindo 4\/5 ;
vértices A, (-3, -4) e A, (-3, 4) e que seja hipérbole eqiiilatera;

focos F, (-1, -5) e F, (5, -5) e que seja hipérbole eqiiildtera;

centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy e passando por (3, -1) e (-1, 0);
centro C(-2,1), eixo real paralelo a Ox e passando por (0, 2) e (-5, 6).

Em cada um dos problemas 38 a 43, determinar a equacdo reduzida, o centro, os

Vvértices, os focos, a excentricidade e equacoes das assintotas das hipérboles dadas. Es-
bogar o grdfico.

38)
39)
40)

9x2-4y2-18x -16y-43=0 41) 4x%-y2-32x+4y+24=0
x2-4y%+6x+24y-31=0 42) 16x2-9y?-64x - 18y +199=0
9x2-4y?-54x +8y+113=0 43) 25x%-4y%+40y=0
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Nos problemas de 44 a 49, obter equagdes paramétricas da hipérbole de equagdo

dada.

44) x2-4y2=4 47) 9x2-16y*+1=0

45) 3y?2-x2-9=0 48) 9x%-25y2-18x-50y-241=0
46) x2-y%=1 49) 3x2-y%+18x+18=0

Nos problemas 50 a 53, obter uma equacgdo geral da hipérbole dada por, equagébes
paramétricas. Esbogar o grdfico.

x =4secH x=2'+3tan9 :
50) 52) 4. ,
y=2tan6 . y=1+4secH
51) {xztane oo '53)- x =2sec9
y =3secH ly=4+3tan0
54) Determinar os focos da hipérbole de equagdes x =4++/5tan0 e y=-5+2secH.

v 2,2
55) Encontrar uma equagio de hipérbole com focos nos vértices da elipse Y o1

vértices nos focos dessa elipse.

y2 2

56) Encontrar uma equacéo da elipse com focos nos vértices da hipérbole il —’55—— =le
vértices nos focos dessa hlperbole N |

57) Encontrar uma equagio da hipérbole de excentricidade 2 e focos coincidentes com os
2,2
focos da elipse }——+% =1.

58) Determinar uma equagdo da curva descrita por um ponto que se move, de modo que
sua distincia ao ponto A(-1, 3) seja
a) igual a sua distincia a reta x = 3;
b) a metade de sua distancia a reta x = 3;
¢) o dobro de sua distancia 2 reta x = 3.

Respostas de Problemas Propostos

1) A(*2,0), F(+4/13,0), e=£,

Il H

+ I+
WM Wi oW

> >

e

2) A(0,+2), F(O,++/13),

AN‘S‘N
|l (¥8]

»

3) A(#5,0), F(x+/41,0), e=-—‘/5-——,

«
]
+
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4)

5)

6)

7)

8)
9)

10)

11)

12)

14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)

38)

A(i4, O), F(i59 O); € :%9
3

A(0,£2),  F(Q,+3), =2,

A@E22,0), F(#243,0), e=—‘/2§,

A0,£2),  F(0,+2y5),  e=45,

A(£L0),  F#v2,0), e=+2,

A(0V2,), F012), e=42,

A0, £1), F(O,i—?), e:-‘g,

A(il, O)a F(i@s 0)7 €= @

A(O,i-—\/——z—), F(O,iﬁ), e=ﬁ,
2 2 2

16x%-9y2-144=0

4x2-5y2+20=0

15y*-x*-15=0

7x%-9y2-252=0

x2-3y2+75=0

4x2-7y%+28=0

X2_y2___8

4x?-21y*=84

16y%-9x2-576=0

x2-12y2-16=0

4x%-y2-36=0

16y? - x?=64

12 12

4
3x-2y-7=0e3x+2y+1=0

X Y o1, C,-2), A(L-2), A,(3,-2), FU++13,-2), e=2>
9 ! 2 2

3
=+—x
YT
y=i2J§x
5
\/5 .
=+—xXx
YRS
1
=+—x.
y==3x
y=%x
. y=%x
y=%2x
yosly
Y733
y=i¢&'
26) 2x2%-2y%=9 . A
27) 3x%-y%-18x+4y+11=0
28) 8x2-y2-64x -4y+116=0
29) 4x?- 9y?-16x -36y+16=0
30) x%-3y?-10x+12y+40=0
31) 12y2?-4x2-24y+24x-51=0
32) 5x%-4y%4+30x+8y+21=0
33) x2-y2-10x+2y+16=0
34) x?-y?+6x+25=0
35) 2x2-2y?-8x-20y-51=0 .
36) 5x%-8y?-20x -48y-25=0
37) 24x?-5y%+96x +10y=0

J13




208 Vetores e Geometria Analitica

12 12
39) XT'_yi"=1! C('3? 3)» A]('Sa 3)9A2('l: 3)3 F(-3i'\/§, 3),e=%
x-2y+9=0e x+2y-3=0
12 12
40) X--7-=1,C0,1, A3, D), A, (3,4, FG, 1£413), € =—‘/,i,_—3
3x-2y-7=0e3x+2y-11=0
12 12 '
41) "7 - 2—6 =1,C(4,2), A (1, 2), A,(7,2), F(4£3Y5,2),e =5
2x-y-6=0e2x+y—-10=0
y|2 x|2 5
42) E'T:L C(za _l)a A](2! '5)7 A2(2a 3)a F](Q', -6)’ F2(2’ 4)e=Z
4x -3y-11=0¢e 4x+3y-5=0
2 a2
43) 12; - XT =1,C(0, 5), A, (0, 0), A, (0,10), F(0, 5++/29), e = %E
5x -2y+10=0 e 5x+2y—-10=0
x=ltan9
X =2secO 3
44) 47)
y=tan® : 1
y =—sec9
4
45) x =3tan® 4 {x=l+5sece
y:\/gsece y=—1+3tan9'
= 9 = _
46) {X sec 49) x =-3++/3sec @
y=tan® y =3tan®

50) x%2-4y?-16=0

51) 9x%-y?+9=0

52) 16x%-9y?-64x+18y+199=0
53) 3x2-4y2+32y-76=0

54) (4, -8)e (4, -2)

55) 9x2-16y%-144=0

56) 9x2+5y2-45=0

2 2
A

57) x =
4 12
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58) a) y*-6y+8x+1=0 (par4bola)
b) 3x%+4y? +14x - 24y +31=0 (elipse)
c) 3x%- y2-26x+6y+26 =0 (hipérbole)

Curiosidades
Para encerrar o estudo das conicas, vejamos, a titulo de ilustracdo, a proprzedade da re-
flexdo de cada uma delas. :
1) Parabola ,

Na pratica, esta curva tem uma série de aplicagdes.
Ouve-se dizer que antenas de TV e os espelhos dos faréis

dos automéveis sdo parabdlicos. Mas isso tem alguma eixo

coisa a ver com a curva que estudamos? Tem tudo.

Na verdade nio se trata de “uma” s6 pardbola e sim
de um paraboldide (Figura 8.46), que € a superficie de
revolucdo obtida girando-se a pardbola em torno do seu
eixo. Todas as infinitas pardbolas que possamos imaginar
formando o paraboldide tém o mesmo foco F.

Admitindo espelhada a parte interna deste parabolide
(pode ser um farol de automével, ou holofote, ou outros refle-
tores em geral), se uma fonte de luz for colocada em F, os
raios que esta fonte irradia serdo refletidos ao longo de retas eixo
paralelas ao eixo (Figura 8.47).

Esta propriedade, chamada re-
flexdo, estd baseada no fato de que,
sendo f uma reta tangente a uma para-
bola no ponto P (Figura 8.48) o an- )
gulo & (angulo de incidéncia) € igual Figura 8.47
ao angulo f (angulo de reflexio).

Figura 8.46

Este mesmo principio é utilizado na
fabricagdo de antenas parabélicas e espelhos
de telescopios. Como os sinais (ondas de
radio ou raios de luz) sdo muito fracos, ha a
necessidade de capté-los utilizando uma su-
perficie ampla e concentré-los num dnico ponto (que é o foco F) a fim
de serem amplificados (Figura 8.49). .

Figura 8.48

Figura 8.49
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Entende-se agora porque as antenas e os espelhos telescopicos precisam ser parabolicos.

O experimento da foto (Figura 8.50) encontra-se no Museu de Ciéncias e Tecnologia
da PUCRS e traduz de uma forma particular a propriedade da reflexao da parabola. A
mesa € dotada de um anteparo curvo de forma parabélica. O orificio na mesa esta exata-
mente na posi¢dao do foco desta pardbola. Entao, um objeto (na foto é um botao) ao ser
langado paralelamente ao eixo da curva, apés chocar-se contra o anteparo, retorna e cai
sempre no orificio. O menino da foto deve estar achando esta “proeza” resultado de sua
habilidade.

Figura 8.50

2) Elipse
A propriedade da reflexdo na elipse € andloga a da pardbola. Se ¢ P
¢ a tangente no ponto P de uma elipse de focos F, e F,, sdo iguais os ‘<
angulos o e [ formados pela reta tangente e os raios focais F P e
F, P, respectivamente (Figura 8.51).
Imaginando uma superficie obtida girando-se a elipse em torno
do eixo maior (a superficie € um elipséide), e admitindo espelhada a parte Figura 8.51
interna, se uma fonte de luz for colocada num dos focos, digamos F, os
raios que esta fonte irradia serdo refletidos todos no outro foco
F, (Figura 8.52).
Se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos uma
fonte sonora, o som emitido de F se refletiria nas paredes

W

do elipsoide, convergindo em F, .

%’»}.&‘v

Figura 8.52
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3) Hipérbole ,

A propriedade da reflexdo na hipérbole é anédloga a da elipse: a reta tangente ¢ num
ponto P da hipérbole € bissetriz do dngulo formado pelos raios focais F P e F,P, isto &,
o = 3 (Figura 8.53(a)).

Seja a superficie obtida girando-se uma hipérbole em torno da reta que contém seu
eixo real (a superficie € um hiperboléide de duas folhas), e admitindo-se espelhada a parte

externa da superficie, todo raio de luz incidente a superficie na dire¢do de um dos focos, é
refletido na direcdo do outro foco (Figura 8.53(b)).

@ ®)

Figura 8.53







Superficies
Qudadricas

Introducao
A equagdo geral do 2° grau nas trés varidveis x, y € z

ax?+ by 2+ cz? + 2dxy +2exz + 2fyz+ mx +ny + pz+q=0 @

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f é diferente de zero, (a fim de assegu-
rar grau 2 para a equagdo), representa uma superficie quddrica, ou simplesmente, uma
quddrica.

Observemos que, se a superficie quadrica dada pela equagdo (1) for cortada pelos
planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de intersecio sera uma cénica.
A interse¢do de uma superficie com um plano ¢ chamada trago da superficie no plano.

Por exemplo, o trago da superficie quadrica (1) no plano z = 0 é a conica

ax2+by2+2dxy+mx+ny+q:0 . 2)
contida no plano z = 0, isto é, no plano xQy, e representa uma elipse, uma hipérbole ou
uma parébola, pois suas equagdes gerais sdo desse tipo. Em casos particulares, no entanto,

a equacdo (2) pode também representar uma reta (3x2= 0 x=0), ou duas retas
(xy=0x=00uy=0), ou um ponto (3x*+4y?=0< x=y=0) ou o conjunto va-

zio (x*+ y?+3=0) . Estes casos constituem as cOnicas degeneradas.

A redugdo da equagdo geral (1) das quéadricas as suas formas mais simples exige
célculos laboriosos, o que ndo € objeto deste texto. Daremos énfase ao estudo das quadri-
cas representadas por equacgOes denominadas candnicas e intimamente relacionadas as
formas reduzidas das conicas.
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Superficies de Revoiucio

Superficie de Revolugdo € a superficie gerada por uma curva plana (chamada geratriz) que
gira de 360° em torno de uma reta (chamada €ixo) situada no plano da curva. Neste caso, o
trago da superficie num plano perpendicular ao eixo € uma circunferéncia e a equagio da
superficie de revolugdo € obtida através da equagdo da geratriz.

Exemplo

z%=2y

em torno do eixo dos y
x=0

Seja a superficie gerada pela revolugdo da pardbola {

(Figura 9.1).

Figura 9.1

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superficie e C(0,y,0) o centro da circunferén-
cia que € o trago da superficie no plano que passa por P e é perpendicular ao eixo dos y
(eixo de revolugdo). A intersegdo desta circunferéncia com a pardbola € o ponto
Q0,y,z)).

Seja R o pé da perpendicular tragada de P ao plano xy. Ainda, CP = CQ =r, por
serem raios da mesma circunferéncia.

Como o tridngulo CRP € retdngulo em R, vem CP= \/ (CR)2+(RP)2=\/X2+ z? .
Mas, CQ =1z, =,/2y , pois Q € ponto da pardbola. Portanto,

/x2+z2'=‘/g

ou . _ -
x2+2%=2y 3)
que € a equacdo desta superficie.
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Observemos que essa equagdo (3) pode ser obtida imediatamente pela substituigdo,
na equagio z? =2y (geratriz), de z porvx? +2z? . Utilizaremos este prbcedjménto para
todos os casos de superficie de revolugio.

Entdo, se a geratriz estiver contida num dos planos coordenados e girar de 360° em

torno de um dos eixos desse plano, a equagdo da superficie assim gerada serd obtida da
seguinte maneira: se a curva gira em torno

’;1) do eixo dos x, substitui-se y ou z na equagdo da curva por y2 +22;
ib) do eixo dos y, substitui-se x ou z na equagio da curva por Vx2 +2z2 ;

¢) do eixo dos z, substitui-se X ou y na equag¢io da curva por \/xz +y2.

]
]

A seguir estudaremos as superficies quidricas denominadas elipsdides, hiperboléi-
des e paraboldides.
Observacao

Quando da substitui¢io de z por /x2+z2 na equagio z2=2y para resultar. x>+ z% =2y,
considerou-se z>0. Para se ter a superficie completa devemos substituir z por

+Vx2+22, o que nao vai alterar em nada a equagdo (3) da superficie. A mesma obser-
vagdo vale também para as outras substituicdes acima descritas.

Elipsoides

Consideremos no plano yz a e]jpse Ao girarmos essa elipse em torno do eixo Oy,

de equagdes obtemos o elipsdide de revolucao (Figura 9.3),
2 .2 cuja equacdo serd obtida da equacgdo da elipse,

z .
1}),_2+c—2=1’ x =0 ( Figura 9.2)

z

]

-
%

b"‘“y

Figura 9.2

substituindo-se z

por +vVx%+z%:

x2+z2

N

2

y z

S AL
2 2 02

o
o

Figura 9.3
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De maneira andloga se obtém o elipsdide de revo-
lugdo em torno de Oz. Neste caso sua equagdo € obtida
da equacdo da elipse, substituindo-se y por

+4 x2 + y2 :
2 2.2
X_ + y_ E_ — 1
b> b* ¢?
O elips6ide da maneira mais geral (Figura 9.4) é
representado pela equagao
re= -~ > : Figura 9.4
i 2 2 2 ] b4
| S+l Z= @]
L_m a“~ b- ¢ s
onde a, b e ¢ sdo reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipséide.
Observemos ainda que os pontos (%a, 0, 0), (0, b,0)e (0, 0, =c) sdo solucdes da equagao

(4), chamada forma candnica do elipséide.

2 2
O trago no plano xy ¢ a elipse ——2—+X2— =1, z=0 e os tragos nos planos xz e yz so
a® b
2,2 y2 22
as elipses —t+t—== l,y=0e St = 1, x = 0, respectivamente.
a® ¢ b® ¢

Observemos também que as intersegdes do elipséide com planos x =k, y=kouz =k
(k = constante), resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio.
No caso de a = b = ¢, a equagdo (4) toma a forma
2 2 2
X z
X Y L2

a? a? a?

ou

g x2+y2+22:_a2 S (5ﬂ

o — e W oo e b v o o -

e representa uma superficie esférica de centro (0, 0, 0) e raio a.

Observemos que esta superficie também é de revolugio e obtida pela revolugio de
uma circunferéncia em torno de um de seus didmetros.

Se o centro do elipséide é o ponto (h, k, 1) e seus eixos forem paralelos aos €ixos
coordenados, a equacdo (4) assume a forma
| | G2 6P @) 1
L a2 b2 %

obtida por uma translacdo de eixos.
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Exemplos :

1) Determinar uma equagao da superficie esferlca de centro C e raio r, nos casos:
a)C(0,0,0), r=
b) C(2,4,-1),r= 3

Solucao:
a) Da equagao (5), vem unedlatamente

x24y2+22=4? ou - x*+y%+z? 16 0 :
b) Se o centro da superflcle esférica é C(h,k,l), por simples transla¢do de eixos a equagao
(5) assume a forma

(x-h)*+(y-K)*+(z- D=1’ . ©)
No caso presente, tem-se
(x-2)24+(y-4)2+(z+D?=32
ou ' :
X2-4x+4+y2-8y+16+2z%+22+1=9
ou
x2+y?+22-4x-8y+22+12=0
2) Dada a equagdo da superficie esférica x? +y% +22 +6x — 4y -12=0, determmar o
centro e o raio. '
Solucao:
Comecemos escrevendo a equagdo na forma
(X2 +6x)+(y?-4y)+22 =12
e completemos os quadrados
(X2 +6X+9)+(y2 -4y +4)+(z2)=12+9+4
nao esquecendo de somar 9 e 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma feita ao pri-

meiro membro.
Logo, a equacdo fica

(x+3)?+(y-2)2 +(z-0)? =5
e, portanto, C(-3, 2, 0)er = 5.
Observacao _
E ficil ver que uma equacdo de superficie esférica do tipo (6) podera representar
a) um ponto, se 1> =0 (é 0 préprio centro);

b) um conjunto vazio, se r’<0.
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3) Obter uma equagdo geral do plano = tangente & superficie esférica
x2 +y2 +22-4x+6y+22-35=0, no ponto P(4, 3, 2).

Solucao:
Um plano 7 € tangente a uma superficie esférica de centro C e
raio r se a distdncia d(C, ) =r e, sendo P o ponto de tangén-

cia, o vetor CP é um vetor normal a 7. Entdo, precisamos

determinar o ponto C. »
Utilizando: o método do problema anterior, a- equacdo da
superficie esférica serd

(x-2)2+(y+3)2+(z+1)? =49
e, pértanto, C(2, -3, -1).
Como CP=P-C= (2, 6,3) é um vetor normal a 7, uma
equacio geral de ® é 2x+6y+3z+d =0 e pelo fato de que :
P4,3,2)en tem-se 2(4)+6(3)+3(2)+d=0 e d=-32. . Fig;,,a 9.5
' Logo, uma equacdode € 2x +6y +32-32=0.

Hiperboloides
Consideremos no plano yz a hipérbole de equagdes
2 2
%’—2——(2:—2=1,X=O(Figura9.6)

Figurﬁ 9.6

Os hiperboléides de revolugdo serdo obtidos por rotagdes em torno de um de seus
€ixos.
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a) Hiperboléide de uma Folha

A rotagdo dessa hipérbole em torno do eixo Oz
resulta no hiperboloide de uma folha (Figura 9.7),
cuja equacdo serd obtida da equagao da hlperbole,

substltumdo-se y por + \/x + y

x*+y? 2z

2 2
ou '
2 )
R AN
b2 b? 2

Um hiperbol6ide de uma folha da maneira mais
geral € representado pela equacdo :

2 2 - Figura 9.7
L,y 3.2. =1 : )

a2 b2
chamada forma canénica do hiperboléide de uma folha ao longo do eixo Oz. As outras

duas formas sdo
2 2 2 2 2 2
x—z-y—2+z—2=1 e -X—2+y—2+z—2=1
a® b® ¢ a® b® ¢
e representam hiperboléides de uma fotha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.
* A equagdo (7) mostra que o trago do hiperboléide no plano xy € a elipse

22
X
— + y—2 = 1 z=0
a® b
€ 0s tragos nos planos xz e yz sao as hipérboles
2 2 2 .2
X° 2z z
—2-—2:1,y=0 € y_z""‘2_=1>x=09
a“ ¢ b c
respectivamente. i

Um trago no plano z = k € uma ehpse que aumenta de tamanho & medida que o plano
se afasta do plano xy. Os tragos nos planos x = k e y = k s@o hipérboles.

Observacio

E importante assinalar que, embora a Figura 9. 7 mostre um hiperboléide hmltado ao longo
do eixo Oz, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos que se
restrinja o valor de z a um intervalo limitado). Esta observagéo estende-se para todas as
superficies a serem apresentadas. '
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b) Hiperboléide de duas Folhas

A rotagdo da hipérbole da Figura 9.6 em tor-
no do eixo Oy resulta no hiperboldide de
duas folhas (Figura 9.8) cuja equagdo serd -
obtida da equagdo dessa hipérbole, substitu-

indo-se z por +vx% +22 :

y2 XZ +22

bz— c? =
ou
IS A
2 b2 o2 - Figura 9.8

Um hiperboléide de duas folhas da maneira mais geral € representado pela eqﬁagﬁo

2. 2
X Z
-_+y___2=1
C

2
a2 b2

chamada forma canénica do hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo Oy. As outras
duas formas sdo
2 2 2_1 . x2 y2+22_1
a? b ¢? a2 b? c?
e representam hiperboldides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente.
Observemos ainda que os tracos desses hiperboléides nos planos x =k, y = k ou
z = k (k = constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio.

Resumo
As equagdes dos elipsdides e hiperboléides podem ser reunidas em
x2  y? 72
t—t—t—=1

a’? b2 2
e conforme os sinais dos termos do 1° membro, apresentados nesta ordem, temos o se-
guinte quadro:

sinais ao longo do eixo
Elipséide +++ | e ‘
Hiperbol6ide de -t : Ox
+ -+ Oy
uma folha
. + + - , Oz
Hiperboléide de oo 8"
duas folhas Tt y
- -+ Oz
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Parabolodides

a) Paraboléide Eliptico

Consideremos no plano yz a pardbola de equagdes
) 4
2= x =0 (Figura 9.9)

b2 ’ -y
A rotagdo dessa pardbola em torno do eixo Oz resulta no
paraboléide de revolugdo (Figura 9.10) cuja equagéo serd obtida
da equagdo da pardbola, substituindo-se y por ++/x2+y? : Figura 9.9
Xy | .
e
Um paraboldide mais geral, denominado paraboldide
eliptico, é representado pela equacdo
X .Yy
= —2-1—2* + ? ) ‘ (8)
chamada forma canénica do paraboléide eliptico ao longo do '
eixo Oz. As outras duas formas sio o y
x2 g2 y2 72
Y= a_2 + C_z € X = b_2 + :2— | X ‘ , -
e representam parabol6ides elipticos ao longo dos eixos Oy e Figura 9.10

Ox, respectivamente. ‘
A equagao (8) mostra que o traco do paraboléide no plano xy (z = 0) € a origem (0, 0, 0),
0s tragos nos planos z =k > 0 sdo elipses, nos planos z=k < 0 sdo vazios e nos planos

x=key=ksio parabolas
Z

Exemplo
A Figura 9.11 representa o parab0101de eliptico de

equacgio

y:4x2+z2
ou
yo 2 +Zz
=T +—
7} 1

ao longo do eixo.Oy.

Figura 9.11
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2 :
Observemos que no plano y = 4 estd a elipse x2+% =1 e as parédbolas nos planos x =0

ez=0sdo

y=22,x=0 e y =4x2, z = 0, respectivamente.
b) Paraboléide Hiperbdélico
A superficie dada por uma equagéo do tipo

y: X

> ©)

zZ=

m|><
N

¢ denominada paraboldide hiperbélico e esta equacio é chamada forma candnica do pa-
raboléide hiperbdlico ao longo do eixo Oz (Figura 9.12). As outras formas so

y= 2?2 x? z
CZ a2
e
22 y?
X="3"17
c® b
e representam paraboldides hiperbélicos ao
longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

A equacg@o (9) e a propria Figura 9.12
mostram que os tracos nos planos x =k e
y = k sdo parédbolas, ao passo que em z = k
sdo hipérboles que se degeneram em duas
retas quando z = 0. Na verdade, fazendo
z = 0 na equacgio (9), resulta

y2 x 2 Figura 9.12

e representam as duas retas acima referidas, podendo ser v1suahzadas na Flgura 9.12.
Ainda com relac¢do a equagdo (9), observemos que quando z=k > 0, os tragos nesses pla-
nos sao hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z=k < 0, os tragos sdo
hipérboles de eixo real paralelo a Ox. :
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V4
Superficies Conicas
Consideremos no plano yz a reta g de equagdes
z=my, x = 0 (Figura 9.13).
A rotagio desta reta em torno do eixo Oz resulta na superfi-
cie conica circular (Figura 9.14) cuja equagdo serd obtida da

equagdo da reta substituindo-se y por £+/x°+y> :

z= m(i \/m) ou.z*= mz(xz+y2)

ou ainda, ,
2 2 :
2_X Y
z° = ——2- + —2
a® a v _ "
A reta g € chamada geratriz da superficie e o ponto O, que

separa as duas folhas € o vértice da superficie.
Uma superficie conica mais geral, denominada superficie
conica eliptica é representada pela equagdo

R G p——i—— oy oy 1 g

2=,y (10)

chamada forma canénica da superficie conica ao longo do eixo
Oz. As outras duas formas s3o
, x2 22 , yr 22
yi=—+-~> e x‘=I_+
2 2 b2 2 .
a ¢ c Figura 9.14

e representam superficies conicas elipticas ao longo dos eixos Oy
e Ox, respectivamente. '

A equagdo (10) mostra que o trago da superficie no plano xy (z = 0) € o ponto O(0, 0, 0) e
em z = k sd0 elipses. Os tragos nos planos x = k ou y = k s@o hipérboles que se degeneram
em duas retas no casode x =0 ouy = 0.

Exemplo
Se areta z = 2y, x = 0, do plano yz € girada em torno de Oz, a superficie de revolugdo
resultante € a superficie conica circular de vértice na origem e eixo coincidindo com Oz, e

cuja equagdo se obtém de z = 2y substituindo y por + 4/ x2+ y2 .
z=12\/x%+y? ou z? = 4(x%+y?)

Observacéo : ‘
No caso dos hiperboldides, paraboldides e superficies conicas de centro ou vértice no
ponto (h, k, 1) e eixo paralelo a um eixo coordenado, de forma andloga ao que foi feito para
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o elipséide, as equacgdes serdo obtidas das correspondentes formas candnicas substituindo-
sexporx-h ypory-kezporz-1

Superficie cilindrica é a superficie gerada .
por uma reta g que se move paralelamente a reta
fixa r em contato permanente com a curva plana C. g

A reta g que se move € denominada geratriz \\\\\

Esta superficie pode ser vista como um con- O \
junto de infinitas retas paralelas que sdo as infini- N ity
tas posicGes da geratriz. L Vi
Em nosso estudo consideraremos apenas R

Superficies Cilindricas

e a curva C € a diretriz da superficie cilindrica

superficies cilindricas cuja diretriz é uma curva \\ \\\\\\\\\
que se encontra num dos planos coordenados € a

Seja C uma curva plana e r uma reta fixa nao-paralela ao plano de C.
(Figura 9.15).
geratriz € uma reta paralela ao eixo perpendicular

ao plano da diretriz. . ois
Para exemplificar, consideremos a pardbola igura 9.|
no plano xy dada por
x?=2y 11)

(na verdade a pardbola tem equagoes: x2=2y, z=0).

Como a geratriz é uma reta paralela ao eixo Oz, a su-
perficie cilindrica estd ao longo deste eixo (Figura 9.16).

E importante observar que se tomarmos um ponto da
diretriz, por exemplo A(2, 2, 0), todo ponto do tipo (2, 2, z),
para z real qualquer, tarnbém satisfaz a equagédo (11) pois ‘

esta pode ser vista como x2=2y+0z. Em outras palavras, a

superficie contém o ponto A e toda reta por A e paralela ao eixo

Oz. Significa dizer: o valor de z no influi no fato de um ponto Figura 9.16

P(x, y, z) pertencer ou nio a superficie. Entfo, como para o ponto sé interessam as varidveis x e
y, a prépria equagdo da diretriz € a equagdo da superficie cilindrica, isto €,

= 2y
A auséncia da varidvel z para este caso permite concluir de modo geral: o gréfico em
trés dimensdes de uma equagio que ndo apresenta uma determinada varidvel, corresponde
a uma superficie cilindrica ao longo do eixo desta varidvel ausente. E, ainda, conforme a
diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou pardbola, a superficie cilindrica é




Cap.9 Superficies quadricas 225

chamada circular, eliptica, hiperbélica ou parabélica. -

Portanto, a Figura 9.16 apresenta uma superficie cilindrica
parabdlica ao longo do eixo Oz. 2

Assim também, a equagio

2 .2 R e
x__+-Z_:1 R 2" n -
49 '

. . . X
representa uma superficie cilindrica ehptlca (a diretriz € 3|
uma elipse) ao longo do eixo Oy (y € a variavel ausente)

(Figura 9.17).

Figura 9.7

Problemas Propostos
1) Determinar uma equagio das superficies esféricas nas condi¢des dadas.

2)

3)

4)

a) Centro C(2, -3, 1) e raio 4.

b) Centro C(4, -1, -2) e passando por P(2, 3, -1).

¢) O segmento de extremos A(-1, 3, -5)e B(5, -1, -3) é um de seus dlametros
d) Centro C(-2, 3, 4) e tangente ao eixo Oz.

e) Centro C(0, -4, 3) e tangente ao plano 7w:x+2y-2z-2=0

Determinar uma equagéo da superficie esférica de centro C(2, -3, 4) e

a) tangente ao plano xQOy .

b) tangente ao plano xOz

c) tangente ao plano yOz

Obter uma equagdo geral do plano tangente a superficie esférica E no ponto P.

a) E: x+y+z—9 P2, 1, -2)
b) B:(x-3)2+(y+1)2+(z-2)2=12, P(l, -3, 4)
c) E:x*+y%+22-4x+2y-6z-11=0, P2, -5, 6)

Obter uma equagio da superficie gerada pela rotagdo 'de cada uma das curvas dadas
em torno do eixo indicado.

x2 y?
a) 4—+E—1 z = 0; eixo maior. f) y=4x2,z=0;eix00y-

x2 y?
b) 4_+E 1, z = 0; eixo menor. g z=-2y*,x=0;eixo Oz.
¢) x2+y2=9,z=0;eixo Ox. ) z=2j,x_=0;_eixo Oz.

2
d) —Z_-yzzl,x=0;eix00y. 1) z:2y,x=0;eix00y.

2
e) z——yzzl,x:();eionz. ) y=x,z=0;eixo Oy. -
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5)

6)

7

Reduzir cada uma das equacGes a forma candnica (caso ndo esteja), identificar a super-
ficie e construir seu grifico.

a) x’+y2+2z2=25 ) 36x2-4y2+922=0

b) 2x2+4y’+2?-16=0 m) 4x%+4y? -z?=0
c) 36x2+16y2+922-144=0 n) z=x%+y?

d) 36x2+16y2-922-144=0 o) z=2+x%+y?

e) 4x2—y2+422-4=0 ’ o p) z=-x2—y2

f) 22 -4x2-4y’=4 q z=6-x"-y’

g) 4x2-y2422244=0 1) y=-2+x2+22
h) 4x2+zz—y=0 o s) x2+y2.=9

i) 9x2+4y®+9z=0 - t) x%+z=0

D) y2+4z2—x=(’)v R v u) z=4-x>2

k) z=y2-x? | V) Z_z_'_}_z_z

Identificar e representar graficamente as superficies expressas pelas equagdes nos in-

tervalos dados.
2

a) x2+l’_=-§, 3<z<0 h) x2-y2+z2=0, -4<y<4
y2

b) 3x2-y24+222=0, -6<y<6 S ) -x=—4+2—+22, 4<x<5
<) 22=x2+y2>+1, ‘-3‘st3v j)-z—'—-4—,‘2x2—y2,, 0<z<4

d) z? =x2+y%1, -3<z<3 k) y>+4z2=x, 0sx<4

22 ‘

e) y=-2+x2+2—, 2<y<2 )y y*+42%-4=0,-4<x<6

f) y=6-x2-22, 3<y<6. m) y>-x2=16, 0<z<4

g) x2=2z, -3<y<5 n z=9-y%, -4<x<4

Identificar as superficies definidas pelas equagdes, dizendo ao longo de que eixo €las
ocorrem, conforme o caso. )

a) 25x2+100y2+3622—'900=0 c) z=-\/16-x2-y2
b) z=\/9-x2— y2 . . d) y=\/16x2+422
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€) z2=-x24v-y2 I o ;i)A'..Z='\/X2+'y,2, :
f) 12x2+4y%-3z2+12=0 i) z=3-\/x?+y2
g z=x’+y%1 k) x2+2-9=0

h) z=+/4+4x%+4y? S ) x-y=0" ,

8)

9

10)

Identificar a superficie S e a sua intersegdo com o plano 7t dado. Representar grafi-
camente esta interse¢do no plano 7 .

a) S:y2-422-2x=0 e m:x-2=0

b) S:dx*+4y?-22=0 e m:z=4
2 2

c) Siz=-24¥_ e m:z=1
4 9
2 .2 .2
d) S:x——y—-z—-=1 e m:x=2
4 8 16

e) S:x*+y+z2=0 e n:y+4=0

f S:1_8x2+9y2-222-18:O e m:z=3
Identificar e descrever as superficies de equagdes dadas.
a) x2+y2+22-6x+4y+9_=0

b) x*+4y’+8x -8y-4z+28=0

©) 4x?-2y%+2%-24x -4y +82+42=0
d) 2x%+y?-4224+2y+5=0

e) x*+y2-2y=0

f) y?-4z%-4x-6y-24z-31=0

g) 6x2+3y?+222+24x -6y -122+39=0
h) x*-4x-z+6=0

D) 2x2-6y%-32%-24y+62-27=0

1)) x2+y2-4x—6y-z+12=0

O trago de um elipséide (centro na orlgem) no plano xy é a elipse x’+2-=1,z=0.

Y_
4
Determinar a equacao do elipséide, sabendo que contém o ponto |0, ( )
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11) Deduzir uma equacgdo do paraboléide de vértice na origem, sabendo que sua interse-

¢do com o plano z = 4 € a circunferéncia de centro (0, 0, 4) e raio 3.
2 2 .2

12) Determinar os vértices e os focos da elipse z—+§—-%—=l, z=3.
Respostas de Problemas Propostos
1) a) x°+y?+2z%2-4x+6y-22-2=0
b) x2+y?+2%-8x+2y+4z=0
¢) x2+y?+22-4x-2y+8z+7=0
d) x%+y%+2%+4x-6y-82+16=0
e) 9x2+9y?+92z%+72y-54z-31=0
2) a) x%2+y*+z%-4x+6y-82+13=0
b) x2+y%+z%-4x+6y-82+20=0
¢) x’+y?+2%-4x+6y-82+25=0
3) a) 2x+y-2z-9=0
b) x+y-z+6=0
c) 4y-3z+38=0
2 2 2
X y .z 2 2
4) a) —+—+—= =4x°+4z
R TIA D y=dx
2 2 2
X y .2 2 2
b) —+—+—=1 z=-2x"-2
VEASTIRT: £) Y
Z2
¢) x2+y*+z*=9 h) x2+y2-—4—=0
2 2 2 2
S 2.2 L X 5 Z
d —-y" +—=1 —-y+—=0
) VS VoY
Z2
e 4——x2-y2= D x?-y*+2%=0
2 y2 2 - .
5) a) —+-=—+—=1, superficie esférica de raio 5
25 25 25 .

2 2 2
b) = +¥ +Z =1, elipséide
8§ 4 16
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x2 gyt 22
) —+—+—=1, ehpsmde
4 9 16
x2 y2 2
d) —+=—-— =1, hiperboldide de uma folha
4 9 16 _
2,2 2 :
e) )](— - Z— i— =1, hiperboléide de uma folha
2

f) x2-y2+ %— =1, hiperboléide de duas folhas

'y2 2

g) x> ta ;— =1, hiperboléide de duas folhas

x2 o
h) y= —l—— + 2%, parabol6ide eliptico
4

2

i) z=-x? , paraboléide eliptico

9
4

2
i) x=y%+ ZT , paraboldide eliptico

4
k) paraboléide hiperbélico
X2 22
) y?= -t superficie cOnica
9 5
2 2
X A
m)z? = -+ YT , superficie c6nica
4 4

n) paraboldide circular

0) paraboléide circular

p) paraboldide circular

q) paraboléide circular

r) paraboléide circular

s) superficie cilindrica circular

t) superficie cilindrica parabélica
u) superficie cilindrica parabdlica
v) superficie cilindrica hiperbélica
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6) a) paraboléide eliptico h) superficie conica circular
b) superficie cdnica i) paraboléide eliptico
¢) hiperboléide de duas folhas j) paraboléide eliptico
d) hiperbol6ide de uma folha k) paraboléide eliptico
e) paraboldide eliptico 1) superficie cilindrica eliptica
f) paraboléide circular m) superficie cilindrica hiperbdlica
g) superficie cilindrica parabélica : n) ‘superficie cilindrica parabdlica

7) a) elipsdide
b) semi-superficie esférica superior de raio 3
¢) semi-superficie esférica inferior de raio 4
d) semi-superficie conica ao longo de Oy
e) superficie conica circular ao longo.de Oz -
f) hiperbol6ide de duas folhas ao longo de Oz
g) semi-hiperboldide de uma folha ao longo de Oz
h) semi-hiperboléide de duas folhas ao longo de Oz
i) semi-superficie conica inferior ao longo de Oz
j) semi-superficie conica ao longo de Oz
k) superficie cilindrica parabdlica ao longo de Oy
1) plano que contém o eixo Oz
8) a) paraboldide hiperbdlico e hipérbole
b) superficie cdnica e circunferéncia
¢) paraboléide hiperbélico e hipérbole
d) hiperboléide de duas folhas e ponto (2, 0, 0)
e) paraboldide eliptico e circunferéncia
f) hiperboléide de uma folha e elipse
9) a) superficie esférica, centro (3, -2, 0) e raio 2 ‘
b) paraboldide eliptico, vértice (-4, 1, 2), eixo paralelo a Oz
¢) hiperbol6ide de uma folha, centro (3, -1, -4), eixo paralelo a Oy.
d) hiperboldide de duas folhas, centro (0, -1, 0), eixo paralelo a Oz
e) superficie cilindrica circular, geratriz paralela a Oz
f) paraboléide hiperbélico, centro (-1, 3, -3), ao longo de Ox
g) elipsdide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz
h) superficie cilindrica parabdlica, geratriz paralela a Oy
i) superficie cOnica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox
i paraboléide circular, vértice (2, 3, -1), eixo paralelo a Oz
2

10)x2y+—-]
4 '8

11) 4x%+4y%-9z=0
12) vértices: (0,+4,3) e (2,0, 3), focos: (0, £ 2\/5, 3).
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