Solução Analítica de Equações Diferenciais Lineares

homogêneas com coeficientes constantes

1. ORDINÁRIAS: a.f”(t) + b.f’(t) + c.f(t) = 0 ( f(t) = ?

1.1. Primeira Ordem: a.f’ + b.f = 0,  com a e b reais e  a ( 0.

Com  f’ = df/dt,  ficamos com  a.df = – b.f.dt ( a.df/f = – b.dt

Integrando ambos os membros da equação:  a.ln(f) + C1  = – bt + C2.

Como C1 e C2 são quaisquer, fazemos Cq = (C2 – C1)/a  para obter  ln(f) = Cq – bt/a.
Explicitando f, obtemos: f = e Cq – bt/a = e Cq.e – bt/a.

Finalmente, com C = e Cq – k = – b/a obtemos que  f(t) = C.e kt.
1.2. Segunda Ordem: a.f” + b.f’ + c.f = 0 , com a, b e c  reais e  a ( 0.

Supondo, a exemplo das de primeira ordem, que a solução seja   f(t) = C.e (t,  teremos: f’ = C(.e (t  e  f’’ = C(².e (t  ( a.f” + b.f’ + c.f = a.C(².e (t  + b.C(.e (t  + c.C.e (t = 0

	Fatorando: C.e (t( a.(² + b.( + c ) = 0  (
	ou  C = 0  ( f = 0
ou  a.(² + b.( + c = 0 ( 3 situações:


1) ( = b² - 4.a.c > 0 ( 2 valores (1  e  (2 reais e diferentes

Neste caso, temos que f(t) = C1.
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2) ( = b² - 4.a.c = 0 ( apenas um valor real (
Neste caso, pode-se provar que f(t) = C1.e (t + C2.t.e (t, ( C1 e ( C2.

3) ( = b² - 4.a.c < 0 ( 2 valores ( = ( ( ( i  complexos conjugados.
Neste caso, com e(( ( ( i)t  = e(t.e((t i= e(t(cos( ( i.sen(), teremos:

f(t) = e(t(A.cos(t  + B.sen(t),  (A  e  (B.

2. PARCIAIS: a.Fxx + b.Fxy + c.Fyy + d.Fx + e Fy + k.F = 0  ( F(x,y) = ?
2.1. Calor na Barra: Ft = (².Fxx 

	2.1.1. Supondo que F(t,x) = f(t).g(x), de variáveis separadas, temos:

 e     
	Ft = f’(t).g(x)  

Fxx = f(t). g’’(x).


Então, Ft = (².Fxx   (   f’(t).g(x) =  (².f(t).g’’(x)   (   f’(t) / f(t) =  (². g’’(x) / g(x).

Como o primeiro membro f’(t)/ f(t)  não depende de x e o segundo (². g’’(x) / g(x) não depende de t, a igualdade só pode ocorrer, para qualquer t e qualquer x, se ambos os membros forem constantes: f’(t) / f(t) =  (². g’’(x) / g(x) = k.
	Isto nos remete a duas equações :
	f’(t) / f(t) = k  
(². g’’(x) / g(x) = k 
	( f’(t) – k.f(t) = 0

( (². g’’(x) – k.g(x) = 0


	2.1.2. Suas soluções:  
	f(t) = C.e kt.

g(x) = C1.e –m x +  C2.e m x  
g(x) = C1  +  C2.x 

g(x) = A.cos mx + B.sen mx
	k > 0  e  m = k1/2/(
k = 0

k < 0  e  m =(– k)1/2/(


Chamando a = C.C1 (ou a = C.A)  e b = C.C2 (ou a = C.B), teremos:

F(t,x) = e kt.( a.e –m x  +  b.e m x), se k > 0 e m = k1/2/(
  a  +  b.x, se k = 0

  e kt.( a.cos mx + b.sen mx), se k < 0 e m =(– k)1/2/(
Os valores de k, a e b  são determinados pelas condições:

	 iniciais 
	(
	F(0,x) = T0(x), 0 ( x ( L
	( Temperatura inicial

	de contorno.
	(
	F(t,0) = 0,   t ( 0

F(t,L) = 0,   t ( 0
	( de Dirichlet

( de Dirichlet


Iniciamos pelas condições de contorno: F(t,0) = 0,   t ( 0

F(t,L) = 0  t ( 0

	i) se k > 0, então:
	e kt.( a.e –m 0 +  b.e m 0) = 0   (
e kt.( a.e –m L +  b.e m L) = 0  (
	a + b = 0

a.e –m L +  b.e m L = 0


 Resultado: a = b = 0  ( F(t,x) = 0, o que não nos interessa.

	ii) se k = 0, então:
	 a +  b.0 = 0   (
 a +  b.L = 0  (
	a = 0

a +  b.L = 0


 Resultado: a = b = 0  ( F(t,x) = 0, o que não nos interessa.

	iii) se k < 0, então:
	e kt.( a.cos 0 + b.sen 0) = 0   (
e kt.( a.cos mL + b.sen mL ) = 0  (
	a = 0

b.sen mL = 0


 Como  a = b = 0  ( F(t,x) = 0  não nos interessa, nos resta a solução:

a = 0,  b ( 0 e mL = n(, com n inteiro.   (  Fn(t,x) = e kt.( bn.sen n(x/L )  , n = mL/(
Mas, cada solução Fn(t,x) = e kt.( bn.sen n(x/L), com t = 0, fica: 

Fn(0,x) = e k0.( bn.sen n(x/L) =  bn.sen n(x/L

Isto significa que T0(x) = F(0,x) só pode ser senoidal = b.sen [(– k)1/2x/()] ?!..!?..

Aí é que vem a grande utilidade do 

2.1.3. Teorema da Superposição: 

Se F1, F2, ... , Fn são soluções de uma equação Diferencial Linear, Homogênea, com condições de contorno nulas, então F = ( Fk também é solução.

Assim, a solução mais geral para o problema do Calor na Barra é:

F(t,x) = ( Fn(t,x) = ( e kt.( bn.sen n(x/L ), com  k = - (n((/L)²  e

T0(x) = F(0,x) = ( e k0.( bn.sen n(x/L) =  ( bn.sen n(x/L, ou seja:

os bn são os coeficientes de  Fourier  de T0(x) no intervalo [0,L].

2.1.4. Outras considerações:

	a) Com as devidas unidades de comprimento

    e de tempo, podemos supor que:
	L = (
(²  = 1


b) Outras condições de contorno:

	b1) Se as condições de contorno fossem
	Fx(t,0) = 0,   t ( 0

F(t,() = 0,   t ( 0
	( de Neumann

( de Dirichlet


Seguindo como antes, teríamos novamente que k < 0 e:

F(t,x) =   e kt.( a.cos mx + b.sen mx), se k < 0 e m =(– k)1/2
Fx(t,x) =  m e kt.( - a.sen mx + b.cos mx).

	Fx(t,0) = 0   (
F(t,() = 0    (
	m e kt.( - a.sen 0 + b.cos 0) = 0       (
 e kt.( a.cos m( + b.sen m( ) = 0     (
	b = 0

a.cos m( = 0


Como  a = b = 0  ( F(t,x) = 0  não nos interessa, nos resta a solução:

a ( 0,  b = 0 e m = n/2, com n impar.   (  Fn(t,x) = e kt.( an.cos nx/2 )  , n = impar
Assim, a solução mais geral para o novo problema do Calor na Barra é:

F(t,x) = ( Fn(t,x) = ( e kt.( an.cos nx/2 ), com  k = - (n/2)²  e n = impar
T0(x) = F(0,x) = ( e k0.( an.cos nx/2) =  ( an.cos nx/2, ou seja:

os an são os coeficientes ímpares de  Fourier  em cosseno de T0(x) no intervalo [0,(].

	b2) Se as condições de contorno fossem
	F(t,0) = 0,   t ( 0

Fx(t,() = 0,   t ( 0
	( de Dirichlet ( de Neumann


Agora:

	F(t,0) = 0      (
Fx(t,() = 0    (
	 e kt.( a.cos 0 + b.sen 0) = 0                  (
m e kt.( - a.sen m( + b.cos m( ) = 0     (
	a = 0

b.cos m( = 0


Como  a = b = 0  ( F(t,x) = 0  não nos interessa, nos resta a solução:

a = 0,  b ( 0 e m = n/2, com n impar.   (  Fn(t,x) = e kt.( bn.sen nx/2 )  , n = impar
Assim, a solução mais geral para este novo problema do Calor na Barra é:

F(t,x) = ( Fn(t,x) = ( e kt.( bn.sen nx/2 ), com  k = - (n/2)²  e n = impar
T0(x) = F(0,x) = ( e k0.( bn.sen nx/2) =  ( bn.sen nx/2, ou seja:

os bn são os coeficientes ímpares de  Fourier  em seno de T0(x) no intervalo [0,(].

	b3) Se as condições de contorno fossem
	Fx(t,0) = 0,   t ( 0

Fx(t,() = 0,   t ( 0
	( de Neumann ( de Neumann


Agora:

	Fx(t,0) = 0      (
Fx(t,() = 0    (
	 m e kt.( - a.sen 0 + b.cos 0) = 0           (
m e kt.( - a.sen m( + b.cos m( ) = 0     (
	b = 0

- a.sen m( = 0


Como  a = b = 0  ( F(t,x) = 0  não nos interessa, nos resta a solução:

a ( 0,  b = 0 e m = n, qualquer inteiro.   (  Fn(t,x) = e kt.( an.cos nx ), n = inteiro.

Assim, a solução mais geral para este novo problema do Calor na Barra é:

F(t,x) = ( Fn(t,x) = ( e kt.( an.cos nx ), com  k = - (n)²  e n = inteiro
T0(x) = F(0,x) = ( e k0.( an.cos nx) =  ( an.cos nx, ou seja:

os an são os coeficientes de  Fourier  em cosseno de T0(x) no intervalo [0,(].

b4) Condições de contorno não nulas.

Exemplo:

	Equação Diferencial        (
	Tt = Txx  ( T(t,x) = ?


	Condição inicial               (
	T(0,x) = T0(x), 0 ( x ( (

	Condições de contorno
	T(t,0) = E + Rt,   t ( 0   ( Dirichlet
Tx(t,() = D,   t ( 0          ( Neumann


Solução:

T(t,x) = F(t,x) + (t + Ax² + Bx + C

	Tt = Ft + (
Txx = Fxx + 2A
	Como  Tt = Txx  , com A = (/2 , temos que
 Ft = Fxx


T(0,x) = F(0,x) + Ax² + Bx + C   ( F(0,x) = T0(x) – ( Ax² + Bx + C )

T(t,0) = F(t,0) + (t + C            (F(t,0) = E + Rt – ((t + C)             

Tx(t,() = Fx(t,() + 2A( + B      (  Fx(t,() = D – (2A( + B)

	Com
	C = E

( = R

B = 2A( - D
	teremos que   
	F(t,0) = 0 

Fx(t,() = 0


	Então, resolvemos
	Ft = Fxx  ( F(t,x) = ?

F(0,x) = T0(x) – ( Ax² + Bx + C ), 0 ( x ( (
F(t,0) = 0,   t ( 0   

Fx(t,() = 0,   t ( 0          


	Com
	A = R/2

B = R( - D

C = E
	a solução será: T(t,x) = F(t,x) + 2At + Ax² + Bx + C


2.2. Corda Vibrante:

	2.2.1. Problema  
	Htt = (².Hxx

H(0,x) = P0(x)

Ht(0,x) = V0(x)

H(t,0) = D + Rt + St²

Hx(t,L) = e + rt
	( \SYMBOL 108 \f "Symbol"² = T/\SYMBOL 114 \f "Symbol"  (Tensão / densidade linear)

( posição inicial da corda
( velocidade inicial da corda

( altura da ponta esquerda da corda
( ângulo da ponta direita da corda


A solução é H(t,x) = F(t,x) + (t² + (t  + (tx + Ax² + Bx+ C , onde F(t,x) é a solução do 

	2.2.2.Novo problema:
	Ftt = (².Fxx

F(0,x) =F0(x)

Ft(0,x) = ((x)

F(t,0) = 0

Fx(t,L) = 0
	( ( = (²A
( ((x) = P0(x) – (Ax² + Bx+ C)

( ((x) = V0(x) – (
( ( = S,  ( = R, C = D
(  ( = r, B = E – 2AL


Novamente, supondo F(t,x) = f(t).g(x), teremos que f’’/ f = (²g’’/ g = k (constante).

Com as condições de contorno nulas, só  interessa k < 0 : g(x) = sen (n(x/2L), n ímpar.
Com este k < 0, F(t,x) é limitada no tempo: f(t) =  a.cos mt + b.sen mt.
Por superposição: F(t,x) = ( [an.cos (n((t/2L) + bn sen (n((t/2L)].sen (n(x/2L), n ímpar
Para que F(0,x) = ((x), é necessário que:

an  = coeficientes ímpares de Fourier de ((x), em seno, no intervalo [0,L].
Para que Ft(0,x) = ((x), é necessário que:

bn  = coeficientes ímpares de Fourier de 2.L.((x) / n((, em seno, no intervalo [0,L].

2.2.3.Em particular:

Se ( = 0 então F(t,x) = ( an.cos (n((t/2L).sen (n(x/2L).

Lembrando que sen p . cos q  = (1/2)[sen(p+q) + sen(p–q)]: 

F(t,x) =  [(an.sen (n(/2L)( x – (t ) + (an.sen (n(/2L)( x + (t)] / 2.

Como an  = coeficientes ímpares de Fourier de ((x), em seno, no intervalo [0,L] :

2.2.4. Fórmula de D’Alembert:  F(t,x) =   [ ((x – (t) + (( x + (t) ] / 2

(válida para condições de contorno e velocidade inicial nulas)

(( é o prolongamento ímpar de F0 , simétrico em rel a x = L, de período 4L)

2.3. Calor na Chapa retangular: Tt = (².(Txx + Tyy) ( T(t,x,y) = ?
	2.3.1. Problema  
	Tt = (².(Txx + Tyy)
T(0,x,y) = T0(x,y)

T(t,x,0) = 0

Ty(t,x,H) = 0

Tx(t,0,y) = 0

T(t,L,y) = 0
	( t ( 0 ,   0 (  x (  L   e   0 (  y (  H
( temperatura  inicial da chapa
( temperatura da borda inferior

( sem fluxo de calor na borba superior
( sem fluxo de calor na borda esquerda

( temperatura da borba direita


	Supondo T(t,x,y) = f(t).g(x).h(y), teremos que
	Tt = f’.g.h

Txx = f.g’’.h

Tyy = f.g.h’’


Substituindo na equação diferencial: f’.g.h = (².( f.g’’.h + f.g.h’’)

Dividindo tudo por f.g.h, teremos:  f’/ f = (²(g’’/ g + h’’/ h  ) = k = k1 + k2 (constantes).

A menos que T0(x,y) seja nula, só nos interessamos por:

	f(t) = C.ekt
g(x) = a.cos px 

h(y) = b.sen qy 
	com  p = (-k1)1/2/ ( = n(/2L   e   n ímpar

com  q = (-k2)1/2/ ( = m(/2H  e  m ímpar 


Por superposição: T(t,x,y) = ( ekt.Anm cos (n(x/2L).sen (m(y/2H),

com   n   e  m ímpares  e k = - (n(( /2L)² - (m(( /2H)²

Para que T(0,x,y) = T0(x,y), é necessário que:

Anm = coeficientes ímpares duplos de Fourier de T0(x,y), 

 em senos e cossenos, no retângulo [0,L] x [0,H].

Anm = (4/LH)
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