Série de Fourier

por

Milton Procópio de Borba

Dada uma T0(x), como determinar os coeficientes bn tais que:T0(x) =  ( bn.sen n(x/L?

Isto significa como calcular os coeficientes de  Fourier  de T0(x) no intervalo [0,L] ?
Partimos de   T0(x) =  b1.sen (x/L + b2.sen 2(x/L + b3.sen 3(x/L + b4.sen 4(x/L + …
Multiplicando a equação acima por sen n(x/L:

T0(x).(sen n(x/L) =  b1.(sen (x/L).(sen n(x/L)  + b2.(sen 2(x/L).(sen n(x/L) + …
Integrando em x, entre 0 e L:
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T0(x).(sen n(x/L)dx =  b1
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(sen (x/L).(sen n(x/L)dx  + b2
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(sen 2(x/L).(sen n(x/L)dx + …

Com a Notação Ink = 
[image: image4.wmf]ò

(sen k(x/L).(sen n(x/L)dx  , teremos o seguinte sistema:

	n =1 (  (I11)b1 + (I12)b2 + (I13)b3 + (I14)b4 + (I15)b5 + … = 
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T0(x).(sen (x/L)dx = I1

n =2 (  (I21)b1 + (I22)b2 + (I23)b3 + (I24)b4 + (I25)b5 + … = 
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T0(x).(sen 2(x/L)dx = I2

n =3 (  (I31)b1 + (I32)b2 + (I33)b3 + (I34)b4 + (I35)b5 + … = 
[image: image7.wmf]ò

T0(x).(sen 3(x/L)dx = I3

  …                                   …                                                                    …


	 Matricialmente:
	I11 I12 I13 I14 I15   …

I21 I22 I23 I24 I25  …
I31 I32 I33 I34 I35  …
         …
	
	b1

b2

b3

…
	 = 
	I1

I2

I3

…


Na verdade, mostraremos depois que:

	Ink = 
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(sen k(x/L).(sen n(x/L)dx  =
	L/2, se n = k

0,  se n ( k


Assim, o sistema é imediatamente resolvido: bn = In / (L/2) = 2.In/L , ou seja:

bn = (2/L).
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0

ò

T0(x).sen(n(x/L) dx

Realmente, de cos(a+b) = cos a . cos b – sen a . sen b, tiramos que:

	   cos(a – b) =     cos a . cos b + sen a . sen b

– cos(a + b) =  – cos a . cos b + sen a . sen b

	   cos(a – b) – cos(a + b) = 2 sen a . sen b


Ou seja: sen a . sen b = [ cos(a – b) – cos(a + b) ]/2
Então: sen (k(x/L) . sen (n(x/L) = [ cos(k – n)(x/L – cos(k + n)(x/L]/2

E então: Ink = 1/2
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cos(k – n)(x/L dx   – 1/2
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cos(k + n)(x/L dx   

Se n ( k, então: Ink =
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= 1/2[ 0 – 0 ] – 1/2[ 0 – 0 ]

Se n = k, então a segunda integral tem o mesmo tratamento, mas a primeira vale:

Inn = 1/2
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cos(0) dx = 1/2
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 dx = L/2.

	Um caso Particular: T0(x) =

( L = 3)
	  60 x

  20 x + 40

- 80 x + 240
	se  0 ( x ( 1

se  1 ( x ( 2

se  2 ( x ( 3
	[image: image16.png]]
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Chamando p = n(/3, simplificamos a nossa notação: In = 
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T0(x).(sen px)dx, ou 

 In =  
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60 x.(sen px) dx + 
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1
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(20 x + 40) .(sen px) dx + 
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(- 80 x + 240) .(sen px) dx =
=  60
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x.sen px dx + 20
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x.sen px dx + 40
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sen px dx – 80
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x.sen px dx + 240
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Se F(x) é a primitiva de x.sen px, então:

In =  60[F(1) – F(0)] + 20[F(2) – F(1)] – (40/p)
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    = – 60F(0) + 40F(1) + 100F(2) – 80 F(3) + (40/p)cos p + (200/p)cos 2p – (240/p)cos 3p .

	Cálculo de F(x) = 
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x.sen px dx = 
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u dv = uv – 
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v du, 

onde:
	u = x ( du = dx

dv = sen px dx ( v = (-1/p) cos px


 F(x) = uv – 
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v du = x(-1/p) cos px - 
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(-1/p) cos px dx = (-x/p) cos px + (1/p²) sen px.

	Assim, temos que:
	F(0) = 0

F(1) =(-1/p) cos p + (1/p²) sen p.

F(2) =(-2/p) cos 2p + (1/p²) sen 2p.

F(3) =(-3/p) cos 3p + (1/p²) sen 3p.


Substituindo em In, teremos:

In = – 60(0) + 40[(-1/p) cos p + (1/p²) sen p] + 100[(-2/p) cos 2p + (1/p²) sen 2p] +

· 80[(-3/p) cos 3p + (1/p²) sen 3p] + (40/p)cos p + (200/p)cos 2p – (240/p)cos 3p .

In =  (40/p²) sen p +  (100/p²) sen 2p  – (80/p²) sen 3p = (20/p²)( 2sen p + 5sen 2p - 4sen 3p ).
Lembrando que p = n(/3, voltamos a ter:

In = (180/n²(²)(2sen n(/3 + 5sen 2n(/3 - 4sen n() e portanto :

bn = 2.In/3 =   120( 2sen n(/3 + 5sen 2n(/3 )/n²(²  .
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	n
	bn
	
	n
	bn

	1
	73,70724
	
	11
	-0,60915

	2
	-7,89720
	
	12
	0,00000

	3
	0,00000
	
	13
	0,43614

	4
	1,97430
	
	14
	-0,16117

	5
	-2,94829
	
	15
	0,00000

	6
	0,00000
	
	16
	0,12339

	7
	1,50423
	
	17
	-0,25504

	8
	-0,49358
	
	18
	0,00000

	9
	0,00000
	
	19
	0,20418

	10
	0,31589
	
	20
	-0,07897


Mais geralmente (porém considerando o intervalo padrão), dada uma f(x) definida em [-(,(], queremos determinar os coeficientes An e  Bn tais que:

f(x) =  ( (An.cos nx + Bn.sen nx),  - ( < n < (.

Estes An e  Bn são chamados os coeficientes de  Fourier  de f(x) no intervalo [-(,(].

Usando que cos (-nx) = cos nx e que sen(-nx) = - sen nx, é suficiente ter n ( 0.

De   f(x) = a0/2 +  a1.cos x + b1.sen x + a2.cos 2x + b2.sen 2x +  a3.cos 3x + b3.sen 3x + …,
multiplicamos esta equação por sen nx para obter:

f(x)(sen nx)= a0.(sen nx)/2 +  a1.cos x.(sen nx)+b1.sen x.(sen nx)+a2.cos 2x.(sen nx) + …

Integrando em x, entre -( e (:
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f(x).(sen nx)dx =( a0/2)
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(sen nx)dx + a1
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cos x.(sen nx)dx + b1
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sen x.(sen nx)dx +…  

Todas as integrais do lado direito são nulas, exceto
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sen nx.(sen nx)dx = (.

Assim, da equação integral acima, só resta: 
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f(x).(sen nx)dx = bn.(
Portanto: bn = (1/()
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f(x).(sen nx)dx.

Analogamente, se multiplicarmos f(x) por cos nx e integrarmos no intervalo [-(,(], obtemos an = (1/()
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f(x).(cos nx)dx.

Podemos, ainda considerar cos nx = (einx + e-inx)/2  e  sen nx = (einx - e-inx)/2 para obter:

f(x)=
[image: image41.wmf]inx
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f(x) e-inx.dx

Propriedades:

1) a0/2 = média de f(x) para x entre -( e (
2) Se f é par então bn = 0 para todo n
3) Se f é impar então an = 0 para todo n
4) Se f  for limitada e descontínua apenas em alguns pontos, então |
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5) Se f e f´ são contínuas, então 
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6) Se f , f´ e f’´ são contínuas, então |
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Uma conseqüência destas propriedades é que a série de Fourier de f converge para f(x) nos pontos x em que f é contínua e converge para a média dos limites laterais, onde for descontínua.

Aplicação às EDPs ( Equação do Calor na Barra ): Tt = Txx 

Para cada  t > 0, T(t,x) deve ser uma função contínua com derivadas contínuas e portanto pode ser expressa por uma serie de Fourier: 

T(t,x) = ft(x)= ( [an(t).cos nx + bn(t).sen nx],

As propriedades acima permitem as derivações dentro do somatório:

Tt = ( [a’n(t).cos nx + b’n(t).sen nx],

Txx = ( [(-n²)an(t).cos nx + (-n²)bn(t).sen nx],

Como as duas séries devem ser iguais (Tt = Txx ), devemos ter:

a’n(t) = (-n²)an(t) ( an(t) = an.e-n²t
b’n(t) = (-n²)bn(t) ( bn(t) = bn.e-n²t
Assim,  T(t,x) = ( [an(t).cos nx + bn(t).sen nx] = ( e-n²t [an.cos nx + bn.sen nx]
Os coeficientes an e bn são determinados pelas condições iniciais e de contorno.
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bn

73.7072439396

-7.8972047078

-0

1.974301177

-2.9482897576

-9.93067932711381E-16

1.5042294682

-0.4935752942

-4.41363525649503E-16

0.3158881883

-0.6091507764

-4.96533966355691E-16

0.4361375381

-0.161167443

-0

0.1233938236

-0.2550423666

-3.31022644237127E-16

0.204175191

-0.0789720471



Plan1

		n		bn		2sen(nPI/3)		5sen(2nPI/3)

		1		73.70724		1.73205		4.33013

		2		-7.89720		1.73205		-4.33013

		3		-0.00000		0.00000		-0.00000

		4		1.97430		-1.73205		4.33013

		5		-2.94829		-1.73205		-4.33013

		6		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		7		1.50423		1.73205		4.33013

		8		-0.49358		1.73205		-4.33013

		9		-0.00000		0.00000		-0.00000

		10		0.31589		-1.73205		4.33013

		11		-0.60915		-1.73205		-4.33013

		12		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		13		0.43614		1.73205		4.33013

		14		-0.16117		1.73205		-4.33013

		15		-0.00000		0.00000		-0.00000

		16		0.12339		-1.73205		4.33013

		17		-0.25504		-1.73205		-4.33013

		18		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		19		0.20418		1.73205		4.33013

		20		-0.07897		1.73205		-4.33013

		21		-0.00000		0.00000		-0.00000

		22		0.06527		-1.73205		4.33013

		23		-0.13933		-1.73205		-4.33013

		24		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		25		0.11793		1.73205		4.33013

		26		-0.04673		1.73205		-4.33013

		27		-0.00000		0.00000		-0.00000

		28		0.04029		-1.73205		4.33013

		29		-0.08764		-1.73205		-4.33013

		30		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		31		0.07670		1.73205		4.33013

		32		-0.03085		1.73205		-4.33013

		33		0.00000		-0.00000		0.00000

		34		0.02733		-1.73205		4.33013

		35		-0.06017		-1.73205		-4.33013

		36		-0.00000		-0.00000		-0.00000

		37		0.05384		1.73205		4.33013

		38		-0.02188		1.73205		-4.33013

		39		-0.00000		0.00000		-0.00000
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