Primeira Prova de MME  -  MCEM  -  Prof. Milton – 05/04/2004

1) Sabe-se que P3 (conjunto dos polinômios de grau até 3) com as operações usuais, é um espaço vetorial. Considere, agora:

a) somente deste, os polinômios p que "passam" pela origem, isto é p(0) = 0.

b) somente destes, os polinômios q = ax³ + bx² + cx + d, com b maior ou igual a c.

Responda: Estes subconjuntos são subespaços vetoriais ? 
Se SIM, apresente uma base.

Se NÃO, justifique.

2) Analise o resultado das seguintes duas transformações em (³ :

( primeira = projeção no plano XoY;

( segunda = rotação de 90º da projeção (em torno do eixo OZ) no sentido horário (de OY p/ OX).

Se este resultado for uma transformação linear, apresente-a na forma de uma matriz

Caso contrário, justifique.

3) Escreva, como entende, o significado de autovalores e autovetores de um operador linear. 

Apresente, com detalhes, duas aplicações em situações diferentes.

4) Mostre que se { v1, v2, v3,...} é um conjunto ortogonal, então v = a1v1 + a2v2 + a3v3 + ... só se consegue com  ai = < v , vi > , para qualquer i = 1, 2, 3, ...

   < vi , vi >

===========================================================================

Gabarito

1a) É subespaço vetorial, cuja base = { x³ ,  x²  , x }
1b) Não é subespaço vetorial, pois q = 4x³ + 3x² + 2x + 1 estaria neste conjunto ( 3 ( 2), mas 

-2q = -8x³ - 6x² - 4x - 2, não ( - 6 < - 4 ).

2) v = [ a, b, c ] ( Projeção (v) = [ a, b, 0 ] ( Rotação(Projeção(v))  = [ b,  -a, 0 ] é linear, pois 
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3) Se, para algum escalar m e para algum vetor v, tivermos que T( v ) = m.v dizemos que v é um auto vetor de T com relação ao auto valor m.

Aplicações:  

a) A equação de uma elipse ou hipérbole centrada na origem, mas com eixos inclinados, tem equações do tipo Ax² + By² + 2Cxy = K. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	Mudando o sistema de coordenadas 

	
	Matricialmente, [x , y] 
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	paralelo aos autovetores U e V, perpediculares entre si, teremos: 
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(onde (1   e  (1   são os autovalores)

	
	
	
	
	
	
	
	
	


b) Aplicação às EDPs Lineares , por exemplo Ft = 4Fxx ( D1(F) = 4.D2(F) 
 Auto funções de D1 : F1 = g(x) ekt ( D1( g(x) ekt ) = k.g(x) ekt = k.F1 
Auto funções de D2 : F2 = f(t) cos(mx)  ( D2( f(t) cos(mx)  ) = -m².f(t) cos(mx) = -m².F2 
Igualando: k.F1 = 4( -m².F2)  ( k.g(x) ekt = -4m².f(t) cos(mx), 
obtemos que   g(x) = cos(mx),  que    f(t) = ekt   e que   k = -4m² 
    Portanto: F(t,x) = e-4m²tcos(mx) ou seus múltiplos

Mais geralmente (vale também para senos) F(t,x) = e-4m²t[ cos(mx) + sen (mx)]
4) v = a1v1 + a2v2 + a3v3 + ... ( < vi , v> = < vi , a1v1 + a2v2 + a3v3 + ... >  ( i = 1, 2, 3, ...
< vi , v> =  0 + 0 + ... + ai  < vi , vi > + ... + 0.

Portanto,   ai = < v , vi > , para qualquer i = 1, 2, 3, ...

< vi , vi >

===========================================================================

Segunda Prova de MME  -  MCEM  -  Prof. Milton – 07/jul/2003

1ª) Use auto-vetores para achar a solução geral de: 100Ft = Fxx  ;  Fx (t , 0) = 0 = F(t , 2).
2ª) Mostre que V1 = [ 1 , 0 , -3 ] , V2 = [ -1 , 5 , 0 ] e V3 = [ 0 , 2 , -1 ] são auto vetores do operador linear 

T [ x , y , z ] = [ -21x - 4y - 8z , - 30x -7y -10z , 75x +15y +28z ] , com relação aos auto valores 

(1 = 3 , (2 = -1 e (3 = -2 respectivamente. 

3ª) Com relação à transformação T da questão anterior, responda sem ter que usar a expressão geral desta transformação (apenas justifique a sua resposta):

a) Qual o valor de T [ 0 , 5 , - 3 ] ?

b) Todo vetor não nulo do R³ , depois de transformado, fica ..................... seu tamanho original.
4ª) Some a cada polinômio do segundo grau, o produto entre ele e a sua segunda derivada.

a) Qual a expressão geral desta transformação  ?

b) Esta transformação é linear ?

c) Se a resposta b) for NÃO, qual a condição não satisfeita ? 

d) Se a resposta b) for SIM, qual a matriz correspondente ? e qual seus auto vetores ?

5ª) Resuma a ferramenta matemática necessária para resolver o seguinte problema geral:

Expressar v como combinação linear dos elementos v1, v2, v3, ..., ortogonais entre si.

==========================================

Gabarito

1ª)  100Ft = Fxx  (   D1(F) = D2(F) ( F(t,x) = ?

Auto funções de D1 = 100(t : F1 = g(x). ekt ( D1( g(x). ekt ) = 100k.g(x). ekt = 100k.F1

Auto funções de D2 = (xx : F2 = f(t). sen(mx)  { ou F2 = f(t). cos(mx) }
D2( F2 ) = D2( f(t). sen(mx) ) = (xx( f(t). sen(mx) ) = - m². f(t). sen(mx)  = - m².F2

Igualando: D1(F) = D2(F) ( 100k.F1 = - m².F2 ( 100k.g(x). ekt = - m². f(t). sen(mx)  
obtemos que   f(t) = a. ekt , que  g(x) = a.sen(mx)  e que   100k = - m² ( k = - m²/100.

Portanto: Fm (t,x) = F1 = g(x). ekt = a.sen(mx).ekt  = a. 
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 ou  Fm  (t,x) = F2 = f(t). sen(mx)  = a. ekt . sen(mx)  = a. 
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ou  Fm (t,x) =  b. 
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Mais geralmente: Fm (t,x) = 
[image: image4.wmf]100

2

t

m

e

-

[a.sem(mx) + b.cos(mx)] , (m real.

Derivando em x: (Fm)x (t,x) = m.
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[a.cos(mx) - b.sen(mx)] , (m real.

Substituindo x = 0, temos  (Fm)x (t , 0) = m.
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Assim,  Fm (t , x) = b. 
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Substituindo x = 2, temos  Fm (t , 2) = b.
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Agora, ou b = 0 ou cos (2m) = 0  ( 2m = n(/2 ( m = n(/4 (n impar)
Como  a = b = 0  ( F(t , x) = 0  não interessa, nos resta a solução:

Fm (t , x) = b.
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Assim,  Fn(t , x) = b.
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cos (n( x/4) (n impar)
2ª)   T( V1 ) = T [ 1 , 0 , -3 ] = [ -21(1) - 4(0) - 8(-3), - 30(1) -7(0) -10(-3) , 75(1) +15(0) +28(-3) ]

T [ 1 , 0 , -3 ] = [ -21 + 24, - 30 + 30 , 75  - 84 ] = [ 3 , 0 , -9 ] = 3 V1

T( V2 ) = T [ -1 , 5 , 0 ] = [ -21(-1) - 4(5) - 8(0), - 30(-1) -7(5) -10(0) , 75(-1) +15(5) +28(0) ]

T [ -1 , 5 , 0 ] = [ 21 - 20 , 30 - 35 , -75  + 75 ] = [ 1 , -5 , 0 ] = - 1 V2

T( V3 ) = T [ 0 , 2 , -1 ] = [ -21(0) - 4(2) - 8(-1), - 30(0) -7(2) -10(-1) , 75(0) +15(2) +28(-1) ]

T [ 0 , 2 , -1 ] = [ -8 + 8 , - 14 + 10 , 30  - 28 ] = [ 0 , - 4 , 2 ] = - 2 V3

3ª) a) [ 0 , 5 , - 3 ] = [ 1 , 0 , -3 ] + [ -1 , 5 , 0 ] (  T [ 0 , 5 , - 3 ] = T [ 1 , 0 , -3 ] + T [-1 , 5 , 0 ]

T [ 0 , 5 , - 3 ] = 3 [ 1 , 0 , -3 ]  -1 [-1 , 5 , 0 ]

T [ 0 , 5 , - 3 ] = [ 3 , 0 , -9 ] + [ 1 , -5 , 0 ]

T [ 0 , 5 , - 3 ] = [ 4 , -5 , -9 ] 
b) Todo vetor não nulo do R³ , depois de transformado, fica  não menor que seu tamanho original, pois o menor módulo dos auto valores é |-1| =1.

b) Todo vetor não nulo do R³ , depois de transformado, fica  no máximo, o triplo do seu tamanho original, pois o maior módulo dos auto valores é 3.
4ª) p = ax² + bx + c ( S(p) = p + p”p = ax² + bx + c + 2a(ax² + bx + c)

a) ( S(p) = (2a²+a)x² + (2ab+b)x + (2ac + c)

b) Esta transformação NÃO é linear.
c) Nem S(p+q) = S(p)+ S(q), nem S(mp) = mS(p).

Realmente, p = x² e q = x² + 7 (T(p) = 3x²  e  T(q) = 3x² + 21

Agora, p+q = 2x² + 7  ( T(p+q) = 10x² + 35 ( T(p) + T(q)

Também, 5p = 5x² ( T(5p) = 55x² ( 5T(p)
5ª) Para Expressar v como combinação linear dos elementos v1, v2, v3 ,..., ortogonais entre si, devemos ter um Espaço Vetorial V com Produto Interno  (  ,  ( : V x V ( (, de forma que: 

( vi , vj ( = 0, sempre que i ( j.

Com isto,  v = c1.v1 + c2.v2 + c3.v3 + ... 

( ( vk , v (  =  ( vk , c1.v1 + c2.v2 + c3.v3 + ... (   , para cada k
( ( vk , v (  =  c1.( vk , v1( + c2.( vk , v2 (+ c3 .( vk , v3 (+ ... + ck .( vk , vk (+ …
( ( vk , v (  =  c1. (    0    ) +  c2. (    0    ) + c3. (    0    )  + ... + ck .( vk , vk (+ …
( ( vk , v (  =  ck .( vk , vk ( 

( ck  =  ( vk , v ( / ( vk , vk (  , para cada k
Segunda Prova de MME – Álgebra Linear – 05 de julho de 2002

1) Um operador linear T em R³  tem os seguintes auto vetores:  U = [ 1 , 0 , 1 ] em relação ao auto valor -1/4
 V = [ 0 , 0 , 2 ] em relação ao auto valor -2
W = [ 0 , 3 , 0 ] em relação ao auto valor 5
 Calcule T [ 32 , 0 , 32 ],   T [ 0 , -10 , 0 ]   e  T [ 50 , 0 , -80 ].

2) Mostre que nenhum vetor do R³ fica maior que o quíntuplo do seu tamanho original, depois de sofrer a transformação T da questão anterior.

3) Que vetores do plano, depois de rotacionados de 90º (anti-horário) e em seguida cisalhados por 

C[x, y] = [x, x - 2y] ficam na  mesma direção original ?

Desenhe dois deles (não paralelos entre si) com suas respectivas transformações.

4) Use auto-vetores para achar a solução geral de 4Fxx – 9Ftt = 0, F(t,0) = F(t,5) = 0.
5)  Considere Pn = conjunto dos polinômios de grau ( n, na variável x.

Seja a transformação D: P4 ( P5 dado por D(p) = p´´ + x.p .   

a) Esta transformação é linear ?

b) Se a resposta a) for NÃO, qual a condição não satisfeita ? 

c) Se a resposta a) for SIM, represente D matricialmente.

=============================================================================

Gabarito:

1)   T [ 32 , 0 , 32 ] = T (32U) = 32.T(U) = 32.(-1/4 U) = -8U = [ -8 , 0 , -8 ].

T [ 0 , -10 , 0 ]  =  T( -10/3 W) = -10/3 T(W) = -10/3 (5W) = -50/3 W = [ 0 , -50 , 0 ]  

Como [ 50 , 0 , -80 ] = 50.U – 65.V, 

T [ 50 , 0 , -80 ] = T [50.U – 65.V] = 50.T(U) – 65.T(V) = 50(-1/4 U) – 65(-2V) = -25/2 U + 130 V 

T [ 50 , 0 , -80 ] = -25/2 [ 1 , 0 , 1 ] + 130 [ 0 , 0 , 2 ] =  [ -25/2 , 0 , -25/2 ] + [ 0 , 0 , 260 ] 

T [ 50 , 0 , -80 ] = [ -25/2 , 0 , 495/2 ] 

2)   Qualquer vetor v, podemos escrever como v = a.U + b.V + c.W. 

||v|| = || a.U + b.V + c.W|| = = || [ a , 0 , a ] + [ 0 , 0 , 2b ] + [ 0 , 3c , 0 ]|| = || [ a , 3c ,  a + 2b]|| 

||v||² = a² + 9c² + a² + 4ab + 4b²  (  25 ||v||² = 25a² + 225c² + 25a² + 100ab + 100b²

||T(v)|| = || T (a.U + b.V + c.W)|| = || a.T(U) + b.T(V) + c.T(W)|| = || a.(-1/4U) + b.(-2V) + c.(5W)||
||T(v)|| = || -1/4(a.U) -2(b.V) + 5(c.W)|| = || [ - a/4 , 0 , - a/4] + [ 0 , 0 , - 4b ] + [ 0 , 15c , 0 ]||

||T(v)|| = || [ - a/4 , 15c , - a/4 - 4b]||  ( ||T(v)|| ² = a²/16 + 225c² + a²/16 + 2ab + 16b²
Conclusão: ||T(v)|| ² ( 25 ||v||²   e    Portanto, ||T(v)|| ( 5||v||
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4)    4Fxx – 9Ftt  = 0 (  4Fxx = 9Ftt  ( D1(F) = D2(F) ( F(t,x) = ?

 Auto funções de D1 = 4(xx: F1 = f(t) cos(mx)  { ou F1 = f(t) sen(mx) }
D1( F1 ) = D1( f(t) cos(mx) ) = 4(xx( f(t) cos(mx) ) = - 4m².f(t) cos(mx) = - 4m².F1

Auto funções de D2 = 9(tt: F2 = g(x) sen(kt)  { ou F2 = g(x) cos(kt) }
D2( F2 ) = D2( g(x) sen(kt) ) = 9(tt( g(x) sen(kt) ) = - 9k². g(x) sen(kt) = - 9k².F2

Igualando: D1(F) = D2(F) ( -4m².F1 = -9k².F2 ( -4m².f(t) cos(mx) = -9k². g(x) sen(kt)
obtemos que   f(t) = a.sen(kt),  que  g(x) = a.cos(mx)  e que   -4m² = -9k² ( m = ( 3k/2.

Portanto: Fk(t,x) = F1 = f(t) cos(mx) = a.sen(kt).cos(mx) = a.sen(kt).cos(3kx/2)

ou  Fk(t,x) = F2 = g(x) sen(kt) = a.cos(mx).sen(kt) = a.sen(kt).cos(3kx/2)

ou  Fk(t,x) =  b.sen(kt).sen(3kx/2)

ou  Fk(t,x) =  c.cos(kt).sen(3kx/2)

ou  Fk(t,x) =  d.cos(kt).cos(3kx/2)

Mais geralmente: Fk(t,x) = [ (.sen(kt) + (.cos(kt) ].[ p.sen(3kx/2) + q.cos(3kx/2) ]

Com Fk(t,0) = 0, temos  0 = [ (.sen(kt) + (.cos(kt) ].[ p.0 + q.1] ( q = 0.

Assim podemos escrever: Fk(t,x) = [ A.sen(kt) + B.cos(kt) ].sen(3kx/2)

Com Fk(t,5) = 0, temos  0 = [ A.sen(kt) + B.cos(kt) ].sen(3k5/2) ( 15k/2 = n(, n( N.

Então, Fn(t,x) = [ A.sen(2n(t/15) + B.cos(2n(t/15) ].sen(n(x/5), n( N.

Por superposição, F(t,x) = ( [ A.sen(2n(t/15) + B.cos(2n(t/15) ].sen(n(x/5),
5)    Consideremos a Base: { 1, x, x², ... , xn} de Pn  e  p = a + b x + c x² + d x³ + e x4 ( P4 .

D(p) = p” + x.p = 2c + 6d x + 12e x² + x(a + b x + c x² + d x³ + e x4).
D(p) = 2c + (a+6d) x + (b+12e) x² + c x³ + d x4 + e x5 ( P5
	     Matricialmente: 
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e
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	2c
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Portanto:  a) é linear

b) D é a matriz  6 x 5 acima representada.
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