Segunda Prova de MME - MCEM - Prof. Milton - 05/jul/2004

1) Use diretamente Séries de Fourier para encontrar F(t,x) tal que 
Ft = Fxx t  0,  x [ 0 , 2 ],
F(0,x) = 5.sen(3 x/4) – 40 sen ( x/4) , x [ 0 , 2 ] e
F(t,0) = 0 = Fx (t,2)  t  0.
2) Para encontrar G(t,x) tal que 
9Gt = Gxx  t  0,  x [ 0 , 5 ],
G(0,x) = (9x² - 225)/20  x [ 0 , 5 ] e
Gx (t,0) = t/10 = G(t,5)  t  0,
convém relacionar G(t,x) com H(t,x) tal que 
9Ht = Hxx  t  0,  x [ 0 , 5 ],
H(0,x) =  (x)  x [ 0 , 5 ] e
Hx (t,0) = 0 = H(t,5)  t  0.
Encontre esta relação entre G(t,x) e H(t,x) e apresente  (x) .
3) Encontre f(t,x) tal que 
4ftt = fxx  t  0 ,  x [ 0 ,  ],
ft (0,x) = 0  x [ 0 ,  ],
f(0,x) = x( - x)²  x [ 0 ,  ] e
f (t,0) = 0 = fx (t, )  t  0.
4) Apresente possíveis interpretações físicas para as soluções G de 2) e f de 3).
===========================================================
Gabarito:
1) F(t,x) = 5e-9 ²t/16 sen(3 x/4) – 40 e- ²t/16 sen ( x/4) 
2) G(t,x) = H(t,x) + 0,15x³ + 0,1xt - 1,8x² - 0,4t + 26,25
  (x) = - 0,15x³ + 2,25x² - 37,5 
3) f(t,x) = { (x + t/2) +  (x - t/2)}/ 2, 
onde  é o prolongamento ímpar de x( - x)², de período 4 , simétrica em relação a x = .
4) G(t,x) representa a temperatura de uma barra (  ² = 1/9  0,111..), de comprimento 5, isolada termicamente, exceto na extremidade esquerda ( x = 0 ), onde o fluxo de calor é crescente (1 un. temperatura/ un. comprimento a cada un. tempo) com o passar do tempo e na extremidade direita, onde ( x = 5 ) a temperatura cresce na taxa de 1un. temperatura/un. tempo. A sua temperatura inicial era dada, em cada ponto (x) , por (9x² - 225)/20 un. temperatura.
f(t,x) representa a altura de cada ponto de uma corda de comprimento  que foi largada da posição descrita pelo gráfico da função dada por  y = x( x)², com a extremidade esquerda mantida fixa na altura zero e sua extremidade direita mantida na horizontal.
===================================================================
Primeira Prova de MME  -  MCEM  -  Prof. Milton – 30/mai/2003

Fazer 4 questões: 1a, 2a, 3a e 4a. Cada CERTA vale 2,5
------------------------------------------------------

1ª) Mostre que f(t , x) = ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x) resolve a equação  diferencial

     9ft = 2fxx. Quando vale a condição fx(t , 0) = 0 ?   E   f(t , 0) = 0  ?  
------------------------------------------------------

2ª) Em que condições, G(t , x) = [((x - kt) + ((x + kt)] é solução do problema 

	0,81Gtt = Gxx
	 [ 0 , ½ ] x t > 0 , 

	G(0 , x) = 2x(2x-1)²
	 [ 0 , ½ ]              x 

	Gt (0 , x) = V0(x)
	 [ 0 , ½ ]              x 

	G(t , 0) = 0  = Gx( t , ½ ) 
	 0 t 


------------------------------------------------------

3ª) Use o método de Variáveis Separadas para resolver o seguinte problema:

	F(t , x) = ?

100Ft = Fxx
F(0 , x) = 60cos(5(x/4)

Fx (t , 0) = 0 = F(t , 2)
	( t > 0 , ( x ( [ 0 , 2]
    “             “

                   “

    “


3ª)  Use os conhecimentos de Séries de Fourier para resolver diretamente:

	gtt  =  64gxx                 
	 [ 0 , 50 ] x 0 ,  t 

	gt(0 , x) = v(x)
	 [ 0 , 50 ] x 

	g(0 , x) = 0          
	 [ 0 , 50 ] x 

	g(t , 0) = 0  = g(t , 50)      
	 0 t 


------------------------------------------------------

4ª)  Que significados práticos podem ter as funções acima  G(t , x)  e F(t , x) ?

Em especial, o que significam G( 3  , x )  e  F( t , 0 ) ?

Calcule G( 1/2 , 1/3 ) ou F( 5 , 1 ), conforme  a sua escolha p/  3ª questão.
4ª)  Complete os ..... para que o problema abaixo possa ser resolvido usando a solução da 3ª) questão.

	100Ut = Uxx                  
	 [ 0 , 2 ] x 0 ,  t 

	U(0 , x) =  ......            
	 [ 0 , 2 ]              x 

	Ux(t , 0)  =   2             
	 0 t 

	U(t , 2) = t - 10             
	 0 t 


Qual a mudança de variáveis que relaciona U(t , x)  com  F(t , x) ?

Gabarito

1ª)  f(t , x) = ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x) (ft = -2 ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x)
fx = -3 ( e-2t(Ansen 3x - Bn.cos 3x)
fxx = -9 ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x)
9ft = -18 ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x)

2fxx = -18 ( e-2t(Ancos 3x + Bn.sen 3x) ( 9ft = 2fxx

Substituindo x = 0 em fx ( fx(t , 0) = ( e-2t(An .0 + Bn .1) = ( e-2tBn = 0
Concluímos que Bn = 0
Substituindo x = 0 em f  ( f(t , 0) = ( e-2t(An .1 + Bn .0) = ( e-2tAn = 0
Concluímos que An = 0
2ª)  G(t , x) = ((x - kt) + ((x + kt) (Gtt = k²[((x - kt) + ((x + kt)] 

Gxx = [((x - kt) + ((x + kt)] 

0,81Gtt = Gxx ( 0,81k² = 1 ( k = 1/0,9 ( k = 10/9

Substituindo t = 0 em G ( G(0 , x) = ((x) + ((x) = 2((x) = 2x(2x-1)²

Concluímos que ((x) = x(2x-1)² para  x  [ 0 , ½ ]   

Gt(t , x) = -k(’(x - kt) + k(’(x + kt)

Substituindo t = 0 em Gt ( Gt(0 , x) = -k(’(x) + k(’(x )= 0

Concluímos que V0(x) = 0

Substituindo x = 0 em G ( G(t , 0) = (( - kt) + (( kt) = 0 ( (( - kt) = - (( kt)
Concluímos que (  é impar

Gx(t , x) = (’(x - kt) + (’(x + kt)

Substituindo x = ½  em Gx ( Gx(t , ½) = (’( ½ - kt) + (’(½+ kt) = 0 

Portanto,  (’( ½ - kt) = - (’(½+ kt) (  (’ é anti-simétrica em x =½
Concluímos que (  é simétrica em x =½
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3ª)  Supondo que F(t , x) = u(t).V(x), temos: Ft = u’.V  e que Fxx = u.V’’
Então, 100Ft = Fxx  ( 100u’.V =  u.V’’ (  100u’(t) / u(t) =  V’’(x) / V(x)

Como 100u’(t)/ u(t) não depende de x e V’’(x) / V(x) não depende de t, a igualdade só pode ocorrer, para qualquer t e qualquer x, se ambos os membros forem uma constante: 100u’(t) / u(t) =  V’’(x) / V(x) = c
Isto nos remete a duas equações : 100u’ / u = c ( u(t) =  ?
V’’ / V = c ( V(x) =  ?
Suas soluções:  u(t) =  C.
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V(x) = C1.
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V(x) = C1  +  C2.x                                      , se c = 0
V(x) = C1.cos (x
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Com A = C.C1 e B = C.C2, teremos que 
F(t , x) = 
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Os valores de c, A e B  são determinados pelas condições de fronteira:

Usando as condições de contorno Fx (t , 0) = 0 = F(t , 2), chegaremos,  com c ( 0, que A = 0 = B , o que nos conduz F (t , x) = 0 , que certamente não interessa.

Com c > 0 temos  F(t , x) = 
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Fx(t , x) = 
[image: image17.wmf]100

ct

e

.[-A.sen(x
[image: image18.wmf]c

-

) + B.cos  (x
[image: image19.wmf]c

-

)]
[image: image20.wmf]c

-


Substituindo x = 0, temos  Fx(t , 0) = 
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Assim,  F(t , x) = 
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Substituindo x = 2, temos  F (t , 2) = 
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Agora, ou B = 0 ou cos (2
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Como  A = B = 0  ( F(t , x) = 0  não interessa, nos resta a solução:
F(t , x) = 
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Assim,  F(t , x) = 
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Substituindo t = 0, temos  F(0 , x) = A.cos (n( x/4) = 60cos(5(x/4) (n impar)
Conclui-se que  A = 60 , que n =5 e que então
 F(t , x) = 60
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cos (5( x/4)

3ª)  En cada t, a curva g( t , x) pode ser expressa por série de Fourier em x:

g(t , x) = ( [An(t).cos mx + Bn(t).sen mx]. Substituindo x = 0, temos:
g(t , 0) = ( [An(t).(1) + Bn(t).(0)] = 0 ( ( An(t) = 0 ( An(t) = 0.

Então,  g(t , x) = ( Bn(t).sen mx .Substituindo x = 50, temos:

g(t , 50) = ( Bn(t).sen 50m = 0

Agora, ou Bn(t) = 0 ou sen 50m = 0 ( 50m = n( ( m = n(/50
Como  An(t) = Bn(t) = 0  ( g(t , x) = 0  não interessa, nos resta a solução:
g(t , x) = ( Bn(t).sen(n(x/50) ( gtt (t , x) = ( Bn’’(t).sen(n(x/50)

gxx (t , x) = ( (-n²(²/2500)Bn(t).sen(n(x/50)

gtt  =  64gxx  ( ( Bn’’(t).sen(n(x/50) = 64( (-n²(²/2500)Bn(t).sen(n(x/50)   
( Bn’’(t) = -64 (n²(²/2500)Bn(t)

A solução destas n equações diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem é :

Bn(t)= an.cos (8n(t/50) + bn.sen (8n(t/50)

( g(t , x) = ( [an.cos (8n(t/50) + bn.sen (8n(t/50)]. sen(n(x/50)

Com t = 0  ( g( 0 , x) = ( an. sen(n(x/50) = 0 ( an = 0
( g(t , x) = ( bn.sen (8n(t/50). sen(n(x/50)

    gt (t , x) = ( bn.(8n(/50).cos(8n(t/50). sen(n(x/50)

Com t = 0  ( gt ( 0 , x) = ( bn.(8n(/50). sen(n(x/50) = v(x) 

Isto significa que bn.(8n(/50) são os coeficientes de Fourier de v(x)

Ou seja, bn.(8n(/50)= (2/50)
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Portanto, g(t , x) = ( bn.sen (8n(t/50). sen(n(x/50) ,
onde cada coeficiente bn  é dado por  bn  = 
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4ª)  G(t , x)  = altura,  em cada instante t,  de cada ponto x de uma corda largada da posição inicial descrita pela curva h(x) = 2x(2x-1)², com a extremidade esquerda fixa na altura zero, mantida, durante to o temo,  a outra extremidade na horizontal. 

Em especial, G(3 , x) descreve a “foto” da corda no instante t = 3un. tempo.
G(1/2,1/3) = ((1/3 – (10/9)(1/2)) + ((1/3 + 5/9) = ((-2/9) + ((8/9)

Mas ( é impar e simétrica em x = ½.  Então:
G(1/2,1/3) =  -((2/9) + ((½+7/18) = -((2/9) + ((½ -7/18) = -((2/9) + ((1/9)

Como ((x) = x(2x-1)² para  x  [ 0 , ½ ] , podemos, agora calcular:
G(1/2,1/3) =  -((2/9) + ((1/9) = -2/9(4/9 –1)² + 1/9(2/9 –1)² =...= -1/9³u.c.

F(t,x) = temperatura, a cada instante t,  de cada ponto x de uma barra metálica de comprimento 2u.c. (coeficiente de difusão térmica 0,01 u.a./u.t.); isolada termicamente, exceto na extremidade à direita (x = 2), que era mantida na temperatura de 0º. Sua temperatura inicial em cada ponto x era descrita pela curva T0(x) = 60cos(5(x/4).

Em especial, F(t , 0) descreve a temperatura da extremidade à esquerda (x = 0),  ao longo do tempo t,  começa em 60º e decai exponencialmente a zero.

F(5 , 1) = 60
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Aproximadamente, F(5 , 1) ( -19,6º
4ª) U(t , x) é solução de:
	100Ut = Uxx                  
	 [ 0 , 2 ] x t > 0 , 

	U(0 , x) = ( (x) = ?
	 [ 0 , 2 ]              x 

	Ux(t , 0)  =   2             
	 0 t 

	U(t , 2) = t - 10             
	 0 t 


F(t , x) é solução de:
	F(t , x) = ?

100Ft = Fxx
F(0 , x) = 60cos(5(x/4)

Fx (t , 0) = 0 = F(t , 2)
	( t >0 , ( x ( [ 0 , 2]
    “             “

                   “

    “


A mudança de variáveis que relaciona U(t , x)  com  F(t , x) , pode ser determinada por um polinômio R  em t e x, com os coeficientes a determinar. Vamos propor:

U(t , x)  =  F(t , x) + R(t , x)  , com R(t , x) = A  + Bt + C x + Dt² + E tx + Hx²
Ut =  Ft + B + 2Dt + E x   e    Uxx  = Fxx + 2H
De 100Ut = Uxx, obtemos: 100[Ft + B + 2Dt + E x] = Fxx + 2H
De 100Ft = Fxx, obtemos:   Fxx + 100B + 200Dt + 100E x] = Fxx + 2H

Desta igualdade, tiramos que: D = E = 0 e que 100B = 2H, ou melhor, H = 50B
Já temos, então que  U(t , x)  =  F(t , x) + A  + Bt + Cx + 50Bx²

Ux =  Fx + C  + 1000Bx 

Substituindo x = 0 ( Ux(t , 0)  =   Fx (t , 0)  + C  ( 2  =   0  + C  ( C  =  2                             

Já temos, agora  U(t , x)  =  F(t , x) + A  + Bt + 2x + 50Bx²

Substituindo x = 2 ( U (t , 2)  =  F (t , 2)  + A  + Bt + 4 + 200B

(   t - 10  =    0  + A  + Bt + 4 + 200B 

Desta igualdade: B = 1 e que  A  + 4 + 200(1) = -10,  ou melhor, A = - 214
Portanto, U(t , x)  =  F(t , x) - 214 + t + 2x + 50x²
A relação é, pois: R(t , x) = -214 + t + 2x + 50x²

Substituindo t = 0, temos: U(0 , x)  =  F(0 , x) - 214 + 2x + 50x²,

o que dá: ( (x) =  60cos(5(x/4) - 214 + 2x + 50x²           
Primeira Prova de MME - Prof. Milton – 24/mai/2002

1ª)  Use os conhecimentos de Séries de Fourier para resolver diretamente

  F(t,x) = ?

	16.Ftt  =  Fxx                 
	 x t > 0 ,  [ 0 , 5 ]

	F(0,x) = 3.cos (3(x/10) – cos ((x/10)          
	 x [ 0 , 5 ]

	Fx (t,0) = 0 = F(t,5)
	 0 t 


GABARITO: 

En cada t, a curva F(t,x) pode ser expressa por série de Fourier em x:

	F(t,x)= ( [An(t).cos mx + Bn(t).sen mx]  (
x = 0 (
	Fx(t,x) = ( m [ - An(t).sen mx + Bn(t).cos mx],

Fx(t,0) = ( m [ - An(t).(0) + Bn(t).(1)] = 0 ( Bn(t) = 0


	 F(t,x)= ( An(t).cos mx  (
	16Ftt = ( [16A’’n(t).cos mx],

Fxx = ( [- m²An(t).cos mx],
	16Ftt = Fxx  (   16A’’n(t) = - m²An(t) 

( An(t) = (n.cos (mt/4) + an.sen (mt/4)


( F(t,x) = ( [(n.cos (mt/4) + an.sen (mt/4)] cos mx

x = 5  ( F(t,5) = ( [(n.cos (mt/4) + an.sen (mt/4)] cos 5m = 0, ( t ( 0  ( cos 5m = 0, ( m
 ( 5m = n(/2 ( m = n(/10, (( n = impar)
( F(t,x) = ( [(n.cos (n(t/40) + an.sen (n(t/40)] cos (n(x/10)

t = 0  ( F(0,x) =( (n cos (n(x/10) = 3.cos (3(x/10) – cos ((x/10) 

  (  (1 = -1, (3 = 3 e (n = 0  se n ( {1 , 3}  .
  F(t,x) = 3.cos (3(t/40) cos (3(x/10) – cos ((t/40)cos ((x/10) + ( an.sen (n(t/40) cos (n(x/10) .
Ft(t,x) = (-9(/40).sen (3(t/40) cos (3(x/10) + ((/40). sen ((t/40)cos ((x/10) +

+((n(/40).an.cos (n(t/40) cos (n(x/10)

t = 0  ( Ft(0,x) = ((n(/40) an. cos (n(x/10) = v0(x), ( x ( [0 , 5]
  ( (n(/40.an  são os coeficientes de Fourier de v0(x) (velocidade inicial), isto é:
(n(/40).an  = (2/5)
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v0(x).cos(n(x/10).dx (   an  = (16/n()
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Se a velocidade inicial de cada ponto for nula, isto é: v0(x) = 0, ( x( [0 , 5], 

então an = 0, ( n e então    F(t,x) = 3.cos (3(t/40) cos (3(x/10) – cos ((t/40)cos ((x/10)  .
2ª) Em que condição(ões) H(t,x) = [((x-3t) + ((x+3t)]/2 é solução do problema 

	 (i)
	Htt = (2Hxx
	 x 0 ,  t  [ 0 , 1 ]

	(ii)
	Ht(0,x) = V(x)
	 x [ 0 , 1 ]

	(iii)
	H(0,x) = P(x)
	 x [ 0 , 1 ]

	(iv)
	H(t,0) = 0 = Hx(t,1)
	 0 t 


GABARITO: 

Para que (i) seja satisfeito: [9(’’(x - 3t) + 9(’’(x+3t)]/2 =(2[(’’(x - 3t) + (’’(x+3t)]/2 (  ( = 3 .

Para que (ii) seja satisfeito: [ -3(’(x - 0) + 3(’(x + 0)]/2  = V(x) (  V(x)= 0, (x [ 0 , 1 ] .

Para que (iii) seja satisfeito: [((x - 0) + ((x + 0)]/2  = P(x) (  P(x) = ((x), (x [ 0 , 1 ] .

	 Para que (iv) seja satisfeito: 

	[((0 – 3t) + ((0 + 3t)]/2 = 0 (  ((-3t) = - ((3t) ( (  seja impar .

[(’(1 – 3t) + (’(1 + 3t)]/2 = 0 (  (’(1-3t) = - (’(1+3t) .


Portanto, basta que ( = 3, V(x) = 0 e que ( seja um prolongamento impar de P(x), simétrica em relação a x = 1. Como conseqüência, ( será de periódica de período 4.
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3ª)  Encontre os valores de a e de b e apresente outro problema (OP) passível de ser resolvido pelo Método do Produto (de variáveis separadas), que permitam resolver o problema seguinte (PS)

	S(i)
	Gt = 0,16 Gxx
	 x t > 0 ,  [ 0 , 2 ]

	S(ii)
	G(0,x) = 3 + 6x – x²
	 x [ 0 , 2 ]

	S(iii)
	Gx(t,0) = a
	 t  0

	S(iv)
	G(t,2) = b - t
	 t  0


Qual a relação entre as soluções dos problemas OP e PS ?

GABARITO: 

	De S(ii), com x = 2, tiramos que: G(0,2) = 11.

De S(iv), com t = 0, tiramos que: G(0,2) = b.
	(  b = 11  . 


	De S(ii), tiramos que: Gx(0,x) = 6 – 2x. Com x = 0, temos: Gx(0,0) = 6.

De S(iii), com t = 0, tiramos que: Gx(0,0) = a
	(  a = 6  . 


Outro problema (OP) passível de ser resolvido pelo Método do Produto :

	O(i)
	Ut = 0,16 Uxx
	 x t > 0 ,  [ 0 , 2 ]

	O(ii)
	U(0,x) = ((x)
	 x [ 0 , 2 ]

	O(iii)
	Ux(t,0) = 0
	 t  0

	O(iv)
	U(t,2) = 0
	 t  0


A relação entre as soluções dos problemas OP e PS é dada por

U(t,x) = G(t,x) + A + Bx + Ct + Dx² + Etx + Ft²   . Vamos determinar: ((x) , A , B , C , D , E e F 

Da relação, tiramos: Ux(t,x) = Gx(t,x) + B + 2Dx + Et . 

Para x = 0 , temos: Ux(t,0) = Gx(t,0) + B + Et .

Com O(iii) e  S(iii) (para a = 6), temos: 0 = 6 + B + Et  (   B = - 6   e   E = 0  .

Da relação, (com B = - 6 e E = 0), tiramos: U(t,2) = G(t,2) + A – 6(2) + Ct + D(2²) + Ft²   

De O(iv) e  S(iv) (com b = 11), temos: 0 = 11 - t + A – 12 + Ct + 4D + Ft².

Ou seja: Ft² + Ct + (4D + A) = t + 1 (   F = 0   ,   C = 1  e   A = 1 - 4D  .

Da relação, (com B = - 6 , E = 0, F = 0, C = 1 e A = 1 - 4D), tiramos: 

	U(t,x) = G(t,x) + 1 – 4D – 6x + t + Dx²   
	( Ut = Gt + 1

( Uxx = Gxx + 2D   (  0,16 Uxx = 0,16Gxx + 0,32D


Com O(i) temos que: Gt + 1 = 0,16Gxx + 0,32D

Com S(i) ficamos: 0,16Gxx+ 1 = 0,16Gxx + 0,32D (  0,32D = 1  (  D = 3,125   e   A = - 11,5  .

Finalmente:   U(t,x) = G(t,x) – 11,5 – 6x + t  + 3,125 x²   . 

Com t = 0, tiramos que: U(0,x) = G(0,x) – 11,5 – 6x + 3,125x² 

( ((x) = 3 + 6x – x² – 11,5 – 6x + 3,125x² (   ((x) = 2,125x² - 8,5  .

4ª)  Que significados práticos podem ter as funções F(t,2), H(1,x) e G(t,x) acima ?

GABARITO: 

F(t,2) = altura,  em cada instante t,  do ponto situado a 2/5 (a partir da esquerda) do comprimento de uma corda com a extremidade direita fixa na altura zero, mantida a outra extremidade na horizontal, partindo da posição inicial descrita pela curva h(x) = 3.cos (3(x/10) – cos ((x/10).          

H(1,x) = altura,  no instante 1,  de cada ponto (“foto”) de uma corda de comprimento unitário, com a extremidade esquerda fixa na altura zero, mantida a outra extremidade na horizontal, partindo da posição inicial descrita pela curva h(x) = P(x), com velocidade inicial de cada ponto dada por V(x).

G(t,x) = temperatura, a cada instante,  de cada ponto de uma barra metálica de comprimento 2u.c. (coeficiente de difusão térmica 0,16 u.a./u.t.); cuja extremidade direita começa na temperatura de 11ut. e baixa 1ut por unidade de tempo; cuja extremidade esquerda permite a entrada de um fluxo de calor que proporcione um gradiente constante de temperatura de 6ut/u.c. e cuja temperatura inicial de cada ponto era descrita pela curva T(x) = 3 + 6x – x².
===================================================
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1ª)  Mostre que    F(t,x) = 20 e-7tcos 5x + 30 e-28tsen 10x 

é uma solução da equação    25 Ft = 7 Fxx . 

Apresente   F(t,0), F(0,x), F(t,() 

e uma interpretação prática para estes resultados.

GABARITO:

Ft  = -140 e-7tcos 5x - 840 e-28tsen 10x    ( 25 Ft  = -3500 e-7tcos 5x - 21000 e-28tsen 10x
Fxx = -500 e-7tcos 5x - 3000 e-28tsen 10x ( 7 Fxx = -3500 e-7tcos 5x - 21000 e-28tsen 10x
F(t,0) = 20e-7t( A temperatura (+) da extremidade esquerda (*) decaindo exponencialmente para zero, com o tempo (t) 
F(0,x) = 20 cos 5x + 30 sen 10x ( A temperatura inicial de cada ponto (x) (*)
F(t,() = -20e-7t( A temperatura (-) da extremidade direita (*) crescendo exponencialmente para zero, com o tempo (t) 

(*) = de uma barra metálica ( (² = 7/25 ), homogênea, isolada termicamente, exceto nas extremidades.
2ª)  Use os conhecimentos de Séries de Fourier para resolver diretamente:

	9 Gtt  =  4 Gxx                 
	 x t > 0 ,  [ 0 , 30 ]

	Gt (0,x) = ((x)
	 x [ 0 , 30 ]

	G(0,x) = 5x(30 - x)²          
	 x [ 0 , 30 ]

	G(t,0) = 0  = Gx (t,30)      
	 0 t 


GABARITO: 

En cada t, a curva G(t,x) pode ser expressa por série de Fourier em x:

	 G(t,x)= ( [An(t).cos mx + Bn(t).sen mx]  (
	9Gtt = ( [9A’’n(t).cos mx + 9B’’n(t).sen mx],

4Gxx = ( [- 4m²An(t).cos mx  - 4m²Bn(t).sen mx],


	9Gtt = 4Gxx    (
	9A’’n(t) = - 4m²An(t)

9B’’n(t) = - 4m²Bn(t)
	( An(t)=(n.cos (2mt/3) + an.sen (2mt/3)
( Bn(t)= (n.cos (2mt/3) + bn.sen (2mt/3)


G(t,x) = ( [(n.cos (2mt/3) + an.sen (2mt/3)] cos mx + ( [(n.cos (2mt/3) + bn.sen (2mt/3)] sen mx
x = 0 ( G(t,0) = ( [(n.cos (2mt/3) + an.sen (2mt/3)] = 0   ( (n = 0 = an

G(t,x) = ( [(n.cos (2mt/3) + bn.sen (2mt/3)] sen mx 

Gx(t,x) = ( m [(n.cos (2mt/3) + bn.sen (2mt/3)] cos mx 

x = 30 ( Gx(t,30) = ( m [(n.cos (2mt/3) + bn.sen (2mt/3)] cos 30m  = 0 ( cos 30m = 0 

  ( 30m = n(/2 ( m = n(/60, (n = impar)

G(t,x) = ( [(n.cos (n(t/90) + bn.sen (n(t/90)] sen n(x/60 

G(0,x) = ( (n sen n(x/60  = 5x(30-x)² ( (n = (1/15)
[image: image44.wmf]30

0

ò

5x(30-x)².sen(n(x/60) dx, (n = impar)
Gt(t,x) = ((n(/90) [ - (n.sen(n(t/90) + bn.cos(n(t/90)] sen n(x/60 

t = 0 ( Gt(0,x) = ((n(/90) bn sen n(x/60 = ((x) ( (n(/90) bn =(1/15)
[image: image45.wmf]30

0

ò

((x) sen(n(x/60) dx

( bn = (6/n()
[image: image46.wmf]30

0

ò

((x) sen(n(x/60) dx
Se  ((x) = 0,  então bn = 0 e G(t,x) = ( (n.cos (n(t/90) sen n(x/60 = [ ((x+2t/3) + ((x-2t/3) ] / 2, onde ( é prolongamento impar de 5x(30 - x)², de período 120, simétrico em relação a  x = 30.
[image: image47.png]0
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3ª)  Apresente outro problema (OP) passível de ser resolvido pelo Método do Produto (de variáveis separadas), que auxilia a solução do problema seguinte (PS)
	Utt = 0,16 Uxx
	 x t > 0 ,  [ 0 , 5 ]

	Ut (0,x) = x(5 - x)
	 x [ 0 , 5 ]

	U(0,x) = 3 + 6x - x2
	 x [ 0 , 5 ]

	U(t,0) = 3 - 10t
	 0 t 

	U(t,5) = 8 
	 0 t 


 Qual a relação entre as soluções dos problemas OP e PS ?

GABARITO: 

O OP deve ter as últimas condições de contorno nulas (para ser resolvido pelo método):

	Vtt = 0,16 Vxx
	 [ 0 , 5 ] x t > 0 , 

	Vt (0,x) = V’o (x) = ?
	 [ 0 , 5 ] x

	V(0,x) = Vo (x) = ?
	 [ 0 , 5 ] x

	V(t,0) = 0
	 0 t 

	V(t,5) = 0 
	 0 t 


A relação entre as soluções U(t,x) do PS  e V(t,x) do OP deve ser do tipo
U(t,x) = V(t,x) + a + b t + c x + d tx
U(t,0) = V(t,0) + a + b t ( 3 – 10t =  0 + a + b t  ( a = 3  e b = -10
U(t,x) = V(t,x) + 3 – 10 t + c x + d tx ( U(t,5) = V(t,5) + 3 – 10 t + 5 c + 5 d t 

( 8 = 0 + 3 – 10 t + 5 c + 5 d t ( 8 = (3 + 5 c) + (5 d – 10) t ( c = 1 e d = 2
	U(t,x) = V(t,x) + 3 – 10 t +  x + 2 tx (
	Utt = Vtt         (
Uxx = Vxx
	Utt = 0,16 Uxx  

Vtt  = 0,16Vxx


U(t,x) = V(t,x) + 3 – 10 t +  x + 2 tx

U(0,x) = V(0,x) + 3 +  x  ( 3 + 6x – x² = Vo(x) + 3 +  x  ( Vo(x) = 5x – x²

Ut(t,x) = Vt(t,x) - 10 + 2 x ( x(5 - x) = V’o(x) - 10 + 2 x ( V’o(x) = 10 + 3x – x²

===================================================
 Primeira Prova de MME – Prof. Milton – jul/2001

1ª)  Use os conhecimentos de Séries de Fourier para resolver diretamente:

	9Gt = Gxx                 
	 x t > 0 ,  [ 0 , 2 ]

	G(0,x) = 50x(2-x)²          
	se    x [ 0 , 2 ]             

	G(t,0)  =   0   = Gx (t,2)      
	 0 t 


GABARITO: 

En cada t, a curva G(t,x) pode ser expressa por série de Fourier em x:

G(t,x)= ( [An(t).cos mx + Bn(t).sen mx] 

9Gt = ( [9A’n(t).cos mx + 9B’n(t).sen mx],

Gxx = ( [(-m²)An(t).cos mx + (-m²)Bn(t).sen mx],

	9Gt = Gxx    (
	9A’n(t) = (-m²)An(t)

9B’n(t) = (-m²)Bn(t)
	( An(t)= an.e-m²t/9

( Bn(t)= bn.e-m²t/9


G(t,x) = ( e-m²t/9 [an.cos mx + bn.sen mx]

x = 0 ( G(t,0) = ( e-m²t/9 [an.1 + bn.0] ( 0 = ( e-m²t/9 an ( an = 0 

G(t,x) = ( e-m²t/9 bn.sen mx ( Gx(t,x) = ( m.e-m²t/9 bn.cos mx
x = 2 ( Gx(t,2) = (m.e-m²t/9 bn.cos 2m ( 0 = ( m.e-m²t/9 bn.cos 2m  ( cos 2m = 0 

( 2m = n(/2 ( m = n(/4, (n = impar)

G(t,x) = ( e-n²(²t/144 bn.sen n(x/4, (n = impar)

t = 0 ( G(0,x) = ( bn.sen n(x/4 ( 50x(2-x)² = ( bn.sen n(x/4

bn = 
[image: image48.wmf]2

0

ò

50x(2-x)².sen(n(x/4) dx, (n = impar)

2ª)  Encontre a solução analítica F(t,x) para:

	Ftt = 4Fxx
	 x t > 0 ,  [ 0 , 3 ]

	F(0,x) = 5x²(3-x)
	 x [ 0 , 3]

	Ft (0,x) = 0
	 x [ 0 , 3 ]

	Fx(t,0) =  0 = F(t,3) 
	 0 t 


GABARITO:

Equação da corda vibrante com condições de contorno e velocidade inicial nulas:

D’Alembert:  F(t,x) =   [ ((x – 2t) + (( x + 2t) ] / 2,

onde ( é o prolongamento par de 5x²(3-x), de período 12, antissimétrico em relação a  x= 3.

[image: image49.png]



3ª)  Que significados práticos podem ter as funções acima  G(t,x)  e F(t,x) ?

Em especial, o que significam G( t ,1 )  e  F( 3 ,x ) ?

Calcule G( 3 ,1 ) e F( 3 ,1 ) .
GABARITO:

G(t,x) pode ser a temperatura de cada ponto x de uma barra com (² = 1/9 e comprimento 2, inicialmente com temperaturas T0 dadas por T0(x) = 50x(2-x)², tendo sua extremidade esquerda mantida a 0º e a direita isolada termicamente.

F(t,x) pode ser a posição de cada ponto x de uma corda com (² = 4 e comprimento 3, largada das alturas H0 dadas por H0(x) = 5x²(3-x), tendo sua extremidade esquerda mantida na horizontal e a direita fixa na altura 0.

G(t,1) = temperatura do ponto média da barra ao longo do tempo.

F(3,x) = “foto” da corda no instante t = 3.

G(3,1) = ( e-n²(²3/144 bn.sen n(1/4 = ( e-n²(²/48 bn.sen n(/4  (n = impar).

G(3,1) =  e-(²/48b1.
[image: image50.wmf]2

/2 + e-9(²/48b3.
[image: image51.wmf]2

/2 - e-25(²/48b5.
[image: image52.wmf]2

/2 -++- - ...

G(3,1) = 
[image: image53.wmf]2

( e-(²/48b1+ e-9(²/48b3 - e-25(²/48b5 - e-49(²/48b7 + +- - ...)/2.

F(3,1) = [ ((1 – 6) + ((1 + 6) ]/2 = [ ((-5) + ((7) ]/2

F(3,1) = [ ((7) + ((7) ]/2 = ((7) = ((3 + 4) = - ((3 - 4) = - (( -1) = - ((1) = -5.1²(3-1) = -10.
4ª)  Complete os ..... para que o problema abaixo possa ser resolvido usando a solução da primeira questão.

	9Ut = Uxx                  
	 x t > 0 ,  [ 0 , 2 ]

	U(0,x) =  ......            
	se    x [ 0 , 2 ]             

	U(t,0)  =   5t               
	 0 t 

	Ux (t,2) =  - 1             
	 0 t 


Qual a mudança de variáveis que relaciona U(t,x)  com  G(t,x) ?

GABARITO: 

U(t,x) = G(t,x) + (t + Ax² + Bx + C

U(t,0) = G(t,0) + (t + C  ( 5t =  0 + (t + C  ( 5t =  (t + C   ( ( = 5  e C = 0                       

	9Ut = 9Gt + 9(
Uxx = Gxx + 2A
	9Ut = Uxx  , ( 9Gt + 9( = Gxx + 2A
 9Gt = Gxx  , ( Gxx + 9( = Gxx + 2A    ( A = 9(/2  ( A = 45/2


 Ux(t,2) = Gx(t,2) + 2A(2) + B      (  - 1 = 0 + 4A + B  (  B = - 1 -  4A (  B = - 91  

U(t,x) = G(t,x) + 5t + 45x²/2  - 91x
U(0,x) = G(0,x) + Ax² + Bx + C   ( U(0,x) = 50x(2-x)² + 45x²/2 - 91x = 50x³ - 177,5x² - 109x

 ( U(0,x) = 50x³ - 177,5x² + 109x
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