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Caros Professores e Alunos,

O presente texto é uma introducao ao conjunto dos numeros reais. Escrever
um texto sobre niimeros reais para uma turma tao heterogénea foi um desafio
arduo e gratificante. A dificuldade central em falar sobre ntimeros reais, para
alunos no ensino fundamental e médio, reside basicamente na impossibilidade
de apresentar um nogao, ou definicao, que utilize as construgdes mentais que a
tenra idade permite. Desta forma, recomendamos, tanto ao professor quanto ao
aluno, a associagao dos niimeros reais positivos com comprimento de segmentos
de retas iniciando em um ponto O e terminando a direita do mesmo.

A idéia de que cada segmento tem um comprimento é facilmente aceita
pelos alunos. O uso de régua e compasso pode auxiliar a construcao de /2
e de outros numeros irracionais mas, lembre-se que nossa visao nao é muito
exata. Os exercicios sobre divisao proporcional podem, e devem, também ser
trabalhados utilizando o Teorema de Thales.

Assumimos que a no¢éo de fragéo ja é de conhecimento do aluno. Caso seja
necessario, o aluno pode, e deve, rever o livro utilizado na 4% e 5 séries.

Ao final deste curso, recomendamos que os alunos revejam e refagam os
exercicios dos livros de Matemadtica que eles utilizaram na sua escola.

O autor gostaria de ouvir de voces criticas e sugestoes para a melhoria do
texto.

Finalmente, agradecemos ao professor Samuel Jurkiewicz pelo texto uti-
lizado no capitulo sobre fragoes continuas e pelos problemas interessantes in-
clusos no apéndice, e, a professora Maria Lucia Villela por sua colaboragao
como revisora.

Divirtam-se,

Carlos E. N. Bahiano






Capitulo 1

Senso comum

1.1 Aristoteles e o senso comum: nocao de igual-
dade

Acredita-se que os primeiros filésofos surgiram nas colonias gregas de Jonia
e Magna Grécia no século VI antes de Cristo. A Filosofia caracterizava-se,
até entao, por ser uma busca organizada e racional de explicagoes para os
fendmenos naturais e questoes que desafiavam a mente humana. Existiam ba-
sicamente dois tipos de problemas: o primeiro tipo compreendia a necessidade
de entender a natureza humana, sua origem e razao de sua existéncia; o se-
gundo grupo compreendia a necessidade de entender os fendmenos naturais, a
existéncia de padroes matematicos e sua utilizacao para compreender, prever e
resolver problemas cotidianos relativos a construgao, comércio, musica e outros.
Neste momento, entendia-se que o estabelecimento de uma resposta aceita por
todos como verdadeira solucionava o problema em questao, este era o chamado
“Senso comum.”

Do ponto de vista matematico o uso da expressao senso comum tem seu
primeiro registro no Livro I dos Elementos de Euclides. Euclides de Alexan-
dria (360A.C-265 A.C) é o mais conhecido autor matemdtico da antiguidade,
escreveu “Stoichia” (Os elementos) uma obra composta por treze livros que
reuniam o conhecimento matematico de seus predecessores, sendo cinco sobre
geometria plana, trés sobre ntimeros, um sobre proporgoes, um sobre grandezas
incomensuraveis e os trés iltimos sobre geometria no espaco. No livro I, apare-
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cem as seguintes afirmacoes:
1. Objetos que sao iguais a uma mesma coisa também sao iguais entre si.
2. Se iguais forem somados a iguais, entao os resultados sao iguais.

3. Se iguais forem subtraidos a dois valores iguais, entao os resultados sao
iguais.

4. Coisas que coincidem umas com as outras sao iguais entre si.
5. O todo é maior que a parte.

Estas afirmagoes, que ele classificou como senso comum, foram aceitas como
verdadeiras e, de certa forma, sdo os principios bésicos para entender o que
sS40 e para que servem os ndmeros, assim como, para resolver problemas ou
equagoes envolvendo niimeros. Podemos entender o uso destes principios, que
chamaremos de principios do senso comum, estudando os exemplos a seguir.

Exemplo 1.1. Juilia tem 8 anos. Se somarmos 8 d idade que Paulo tem,
encontramos como resultado o dobro da idade de Jilia. Qual a idade de Paulo?

O dobro de 8 ¢ 16, aplicando o primeiro principio do senso comum, a idade
de Paulo mais 3 é igual 16. Ou seja, a idade de Paulo mais 3 é igual a (13 +
3). Aplicando o terceiro principio do senso comum, subtraindo 3, descobrimos
a idade de Paulo. Paulo tem 13 anos. O

Exemplo 1.2. O triplo de idade de Paulo somado ao dobro da idade de Ana
resulta em 10. Subtrair a idade de Ana do dobro da idade de Paulo, resulta em

2. Qual a idade de Paulo?

Se representarmos por z a idade de Paulo e por y a idade de Ana, podemos
escrever o problema da seguinte forma:

Jx+2y=10 e 2x—y=2

Ora, aplicando os principios do senso comum, como 2z —y = 2, entdo (2 —y)+
y = 2+y. Ou seja, 2x = 2+ y. Portanto, 2z — 2 = y. Por outro lado, devemos
ter 3z + 2y = 10. Substituindo y por 2z — 2 devemos ter 3z + 2(2z — 2) = 10.
Ou seja, 3z + 4z — 4 = 10. Aplicando novamente os principios do senso comum
4 equacao 7x — 4 = 10, obtemos que 7z = 14 e portanto x = 2. Logo, como x
representa a idade de Paulo, Paulo tem 2 anos. O
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Quando resolvemos problemas matemaéticos sempre utilizamos os principios
do senso comum, pois ao resolvermos um problema matematico estamos sem-
pre comparando “coisas”. Por exemplo, comparamos areas, comparamos re-
sultados de operacoes matematicas como soma, subtragao e divisao, além de
outros objetos mateméticos que conhecemos ao longo da nossa vida estudantil.
Se numa comparag¢ao aplicamos os principios do senso comum e obtemos um
resultado falso, entao os objetos comparados nao sao iguais.

Exemplo 1.3. A professora perguntou a wm aluno qual o resultado da ex-
pressdo 5 + (35 + 5). O aluno respondeu erradamente que o resultado era 8.
Vamos provar que a resposta estd errada.

A afirmagédo do aluno foi que 5 + (35 + 5) = 8. Se isto fosse verdade, sub-
traindo 5 em cada lado da igualdade, deveriamos ter 35 + 5 = 3. Mas todo
mundo sabe que 35 dividido por 5 é igual a 7 e 7 nao é igual a 3. Logo, a
resposta do aluno esta errada. De fato, a resposta correta é 12.

Exercicio 1.4. Use os principios do senso comum para descobrir o valor de
x em cada uma das sequintes equagdes:

1. Se x4+ 2 =5 quanto vale ©?

2. Se 2z — 3 =11 quanto vale x?

3. Se2x —3=x+ 7 quanto vale x?
4. Se x — 3 =11 — z quanto vale x?

5. Se x +2 =10 quanto vale x?

1.2 Os matematicos e a nogao de objetos equi-
valentes

Na se¢ao anterior vimos que, para resolver um problema matematico, nés
usamos regras que antigamente eram chamadas de principios do senso comum.

Hoje os matematicos deram um novo formato a estes principios, reduzindo-os
para apenas trés e denominado-os de principios de equivaléncia.

1. Todo objeto é igual a si préprio.
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2. Se o objeto A é igual ao objeto B, entao B é igual a A.

3. Se o0 objeto A é igual ao objeto B e o objeto B é igual ao objeto C, entao
o objeto A é igual ao objeto C

O primeiro principio é chamado de “reflexividade”, o segundo é chamado de
“simetria” e o ultimo é a “transitividade”. Qualquer nocao de igualdade ou
equivaléncia deve obedecer a estes trés principios. A razdo para utilizar estes
principios, em lugar dos principios do senso comum , é que hoje a Matemética
estd muito mais sofisticada e precisamos comparar outros objetos matematicos,
além de numeros e dreas.

De fato, a nogao de equivaléncia € a ferramenta basica para a construcao dos
ntmeros, mas isto é uma histéria para ser contada mais tarde. Por enquanto
podemos nos contentar em entender que os nimeros podem ser representados
de varias formas, que a nocao do que chamamos de nimero evoluiu de acordo
com as necessidades humanas, que existem regras para fazer operagdes com os
nimeros e para compara-los. Por exemplo, todas as expressoes a seguir sao
iguais a 4.

12 8 4 63 1
2+2, 3+1, 5-1, —, —+-=, ——=, V16, 22 log10*
+ ) + 9 9 3 ) 3 + 37 15 57 ) ) OglO
Podemos ainda representar os niimeros usando tipos diferentes de escrita ou de
notagao. Por exemplo, o niimero 4 pode ser escrito nas seguintes formas:

IV em algarismo romano, 4 em algarismo indu-arabico.

Cada civilizagao pode possuir uma forma de representar os niimeros, mas as
operacoes matemadticas de soma, multiplicacao, divisao, exponenciagao, assim
como a resolugao de equagoes numéricas, sempre obedecem aos principios de
equivaléncia ou, equivalentemente, a nocao de igualdade matemaética.

Para entender porque a nocao de ntimeros evoluiu com as necessidades hu-
manas, basta observar que no seu estado primitivo o homem apenas precisava
dos numeros naturais. Por exemplo, para saber se todos os filhos estavam
presentes, quantas “ovelhas” tinham, quantos soldados inimigos a tribo con-
corrente tinha, etc.... Certamente, com o desenvolvimento da capacidade de
fazer comércio (troca) veio junto a necessidade de exprimir a falta ou débito e,
neste momento, precisaram da nogao de nimeros inteiros. Com a necessidade
de construir edificacoes veio a necessidade de comparar coisas, que podem ser
particionadas (divididas) em quantidades que nao poderiam ser quantificadas
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apenas com numeros inteiros, como por exemplo drea de terra, distancia entre
dois pontos, justificando a “criagao” dos niimeros racionais e irracionais.

Outras necessidades humanas, quer sejam simplesmente a necessidade de
exercer sua racionalidade através do pensamento matemaético, ou necessidades
tecnolégicas, nos levaram a4 ampliacao das nogoes de nimero, de suas operagoes
aritméticas e de suas representagoes. Ao longo da sua vida académica o aluno
conhecerd, sequencialmente, os seguintes conjuntos numéricos: conjunto dos
niimeros Naturais (representado por N), conjunto dos niimeros Inteiros (repre-
sentado por Z), conjunto dos nimeros Racionais (representado por Q) e Irra-
cionais (representado por I), conjunto dos nimeros Reais (representado por R),
conjunto dos niimeros Complexos (representado por C), conjunto dos nimeros
p-adicos (representado por Z(,,)) e outros. Neste texto, estudaremos os niimeros
racionais e irracionais.
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Capitulo 2

O que é uma razao?

Uma razao é uma comparagao quantitativa entre dois objetos matematicos.
Podemos comparar informagoes numéricas de naturezas diversas, por meio da
razao entre elas.

e Podemos comparar informacoes numéricas sobre dois conjuntos. Por ex-
emplo, podemos calcular a razao entre a quantidade de alunos e a quanti-
dade de professores existentes numa escola ou, em outras palavras, quan-
tos alunos existem para cada professor disponivel.

e Podemos comparar o custo de um servigo e o nimero de pessoas aten-
didas. Por exemplo, podemos calcular a razao entre os gastos de uma
escola e o seu numero de alunos.

e Podemos comparar informacao numérica sobre areas, volumes e, ou com-
primentos. Por exemplo, a razao entre a area de um retangulo e o com-
primento da sua base é igual a altura do retangulo. A razao entre a drea
de um triangulo e a area do paralelogramo, determinado por ele, é igual
a 0.5.

e Podemos comparar o valor de uma distancia percorrida por um atleta e
o tempo gasto para percorré-la. Neste caso, a razao é a velocidade do
atleta e a informacao, que a razao fornece, é a idéia de quanto tempo o
atleta gastou em cada parte do percurso.

7
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A D

B C
Figura 2.1: Razdo entre as areas ABC e ABCD ¢ %

Podemos comparar o peso de uma pessoa e o quadrado da sua altura em
metros. Neste caso, a razao é conhecida como Indice de massa corporal,

IMC — peso em Kg

Altura ao quadrado’

O IMC ¢ usado para determinar se uma pessoa esta acima ou abaixo do
peso normal. A tabela abaixo é uma classificagdo usada pela Organizacao
Mundial de Saude:

| Categoria | IMC |
Abaixo do peso || menor que 18,5
Peso normal entre 18,5 e 24,9
Sobrepeso entre 25 e 29,9
Obesidadede acima de 30

Podemos comparar a drea de um circulo com o quadrado do seu raio.
Neste caso, a razao ¢é igual a m. Veja a figura 2.6

Podemos comparar o preco de um saco de bombons com a quantidade de
bombons existentes no saco. Neste caso, a razao fornece o preco de cada
bombom.

Podemos concluir que uma razao expressa uma relacao entre dois niimeros
e que esta relagao contém, de certa forma, informacgoes sobre os objetos
associados aos numeros. Por exemplo, se 10 garrafas idénticas, comple-
tamente cheias, contém 9 litros de suco, entao a razao entre o volume,
9/, e o numero de garrafas, nos informa a capacidade de cada garrafa. O
volume de cada garrafa é %E =900 m/.



A seguir, exemplificamos dois tipos de razao que tém como resultado o
objeto de estudo deste curso. No primeiro exemplo, 2.1, a razao descrita é um
ndmero racional e no segundo exemplo, 2.2, a razao é o numero irracional 7.

Exemplo 2.1. Considere os cinco segmentos de reta A, B,C, D e E, descritos
na figura abaizo, cujos comprimentos estao indicados em metros.

2, D5 Pl + + oo ot

P L SRR R R

LI 72 T
0,75m v
(5 7L T S P
0,25md oo
O-— ...................................................

Figura 2.2: Razao entre comprimentos

Podemos nos perguntar quantos segmentos de mesmo comprimento que o
segmento A sdo mecessdrios para construir o segmento E, colando-os um apds
o outro. Neste caso, vemos que sao necessdrios 9 segmentos. De fato, o seg-
mento C pode ser construido com 4 segmentos iguais a A, o segmento D pode
ser contruido com 8 segmentos iguais a A e, finalmente, o segmento E pode
ser construido com 9 segmentos iguais a A. Portanto, a razdo entre os com-
primentos dos segmentos E e A € igual a 9.

Por outro lado, comparando os segmentos E e D, percebemos que, para
construir E, serao necessdrios dois segmentos iguais a C' e mais um segmento
igual ao segmento A, enquanto para D serdo necessdrios 8 segmentos iguais a
A. Conseqiientemente, a razdo € igual a 9 + 8, ou seja, 1,125.

No exemplo acima, vimos que comparando o segmento F com o segmento
D, concluimos que poderiamos construir o segmento F, usando um segmento
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igual a D e mais um segmento correspondente ao segmento D dividido em 8
partes iguais, ou seja, dividindo o segmento de um metro em um ntmero finito
de partes de comprimentos iguais, 4 partes neste caso. Podemos construir os
segmentos, citados no exemplo acima, colando um ntmero finito de segmentos
iguais a A. Entretanto, nem toda razao pode ser expressa como divisao de dois
nimeros inteiros, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2. Considere o circulo de raio igual a 1 ¢cm e o quadrado de lado
igual a 1 cm.

Figura 2.3: Qual a razao entre a drea do circulo e a drea do quadrado?

Vamos estimar qual a razao entre a drea do circulo e a drea do quadrado.

Vamos chamar de 7 a 4rea do circulo em em?. Sabemos que a area do

quadrado de lado igual a 1 cm é lem?. Podemos facilmente ver, na figura
abaixo, que a area do circulo é menor do que 4 vezes a area de quatro quadrados
de lado 1 c¢m.

Dividindo cada quadrado em 4 e depois em 16 quadradinhos congruentes,
temos: que a drea branca no interior do circulo corresponde a 2 cm?, e, anal-

isando a area externa ao circulo, vemos que do lado de fora do circulo a area é
maior do que 0,5 cm?. Logo, concluimos que 2 < 7 < 3, 5.
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Figura 2.4: A 4rea branca no interior do circulo corresponde a 2 cm?

Para prosseguir nossa andlise, observe-
mos que o circulo é formado por quatro fig-
uras de mesma area, logo basta que analise-
mos uma destas figuras e depois multi-
pliquemos o resultado por 4.

Figura 2.5:

Dividindo os lados do quadrado em partes cada vez menores, vamos observar
que a area do circulo é maior do que 3,1 e menor do que 3,2 e, além disto, a area
do circulo nunca vai ser inteiramente preenchida apenas com quadradinhos.

—] -
_— N

Figura 2.6: A érea do circulo de raio 1 ¢m ¢ igual a .

O que significa dizer que nunca expressaremos a razao entre a area do circulo
e a area do quadrado de forma andloga ao feito para os segmentos do exemplo
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anterior, isto é, como divisao de dois nuimeros inteiros. De fato, esta razao é
igual a 7 cujo valor aproximado, com cinco casas decimais, é 3,14159.

Observagao 1. Embora o exemplo anterior tenha sido feito com razdo entre
dreas, existem infinitos exemplos de razoes, entre comprimentos de segmentos,
que jamais poderao ser expressos como razao entre dois numeros inteiros. Veja
exemplo 4.2.

2.1 Teorema de Thales

A nocgao de razao fornece um dos mais belos teoremas da geometria plana:
Teorema de Thales. Thales de Mileto nasceu na regiao hoje conhecida como
Turquia, na cidade de Milletus, em 610 AC. Além de matematico, Thales foi
o que hoje chamariamos de engenheiro. Thales ficou conhecido por medir
as piramides do Egito, comparando a razao entre a sua altura e sua sombra
com a razao entre o comprimento das sombras das piramides. Em verdade,
Thales resolveu uma proporcao em que a altura era uma incégnita (valor a ser
encontrado), para isto, ele multiplicou a razao entre sua altura e sua sombra
pelo comprimento da sombra da piramide e assim, determinou o comprimento

da piramide.

Figura 2.7: A artimanha de Thales
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Teorema 2.3 (Teorema de Thales). Se duas retas sdo transversais a
trés retas paralelas, entao a razao entre dois segmentos quaisquer,
determinados por uma delas, é igual a razao entre os segmentos
correspondentes determinados pela outra. Isto €, se A,B,C e P,Q,R
sao 0s pontos de intersecao, respectivamente, entre as retas tranversais e as
retas paralelas, entao

AB PQ AC PR AC PR

BC ~ QR BC QR AB ~ PQ

Figura 2.8: Teorema de Thales g—g = %.
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CAPITULO 2. O QUE E UMA RAZAO?



Capitulo 3

Numeros racionails

3.1 O que é um numero racional

Na secao anterior, dissemos que a noc¢ao intuitiva de ntmero modificou-
se ao longo do tempo para atender, entre outras necessidades humanas, as
necessidades matematicas de cada época. Vejamos as questoes a seguir.

Questao 3.1.

1.

3
4.
)
6

Qual o nimero que devemos “somar”a 3 para obter, como resultado da
soma, 0 numero 27

Qual o nimero que devemos “multiplicar” por 2 para obter, como resul-
tado do produto, o nimero 3?7

. Qual o nimero cujo quadrado é 27

Quanto mede o perimetro de um circulo de raio 17

. Existe algum ntmero x tal que 10* = 27

. Existe algum nimero cujo quadrado é -17

Cada questao acima nos leva a necessidade de ampliagao do que foi chamado
de nimero em cada época.

A primeira questdao nao tem como solucdo um numero natural. De fato,
somar dois nimeros naturais sempre fornece como resultado um nimero maior

15
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ou igual aos dois numeros naturais que foram somados (lembre-se que N =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...}). Portanto, para responder corretamente a
questao 1, precisamos de considerar os nimeros inteiros negativos. Diophantus
de Alexandria, que viveu no século II, em seu livro “Aritmetika”, denominou
0s numeros inteiros negativos de numero absurdo ou impossivel, denominagao
que persistiu até o século XVI, quando finalmente passaram a ser chamados de
nimeros negativos, e somente no século XIX foram agregados ao conjunto dos
nimeros naturais para formar o conjunto dos nimeros inteiros:
zZ={..,-8-7,-6,-5,—-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,.. .}.

Durante todo este tempo, cerca de dois mil anos, os matemaéticos trabalha-
ram com uma no¢ao intuitiva de ntimeros inteiros negativos: “um nimero é
chamado de numero inteiro negativo se podemos somd-lo a um numero natural
para obter zero como resultado da soma.”

A questdo 2 nos leva ao conceito de ntimeros racionais positivos. Intuiti-
vamente, um numero racional permite expressar a divisao ou particao de um
objeto, matematico ou nao, em quantidades que nao poderiam ser quantifi-
cadas apenas com numeros inteiros. Por exemplo, quanto mede cada parte de
uma corda de 2 m que foi dividida em 3 partes iguais? Ou em outras palavras,
quanto ¢é 2 dividido por 3 7

Os numeros racionais positivos

sao conhecidos desde a antiguida-

de. O papiro de Ahmes, datado de ' ax t%i%:ﬁﬁg Pt et
1700AC, ilustra vérios problemas en- xS 5 = = _jemqus )
volvendo fragoes de numeros natu- a2 3 '??1]1:1%..3?‘:3

rais.

AR a2

. o , " AT v TS T

Apés a aceitacdo dos ntumeros e {)}dhﬂdd&%
o . " 1717

inteliros negativos os matematicos AJ--«u -u‘]’{-ﬁ.’-—l =i &

também passaram a considerar fragoes
de um ndmero negativo.

As questoes 3, 4 e 5, por sua vez,
nos levam ao conceito de nimero ir-
racional. Alguns nimeros irracionais
como /2 e T e a constante aurea ©
ja eram conhecidos desde a antigu-
idade. Outros, como log2, sao mais
recentes.

__311::‘ R

ey %
/'i"A v

_§=. 13 Asda

Figura 3.1: Papiro de Ahmes 1700 AC
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Finalmente, a questao 6 nos leva ao conceito de niimero complexo.

Do ponto de vista mateméatico, a definigao de nimero sé foi formalizada
por volta de 1922, como conseqiiéncia dos trabalhos de George Cantor (1872),
Richard Dedekind (1888), Ernest Zermelo (1908) e Adolf Fraenkel (1922).

De um modo geral, podemos dizer que um nimero x é um nimero
racional se podemos multiplicd-lo por algum niimero natural nao-
nulo e obter como resultado um nimero inteiro. Ou seja, um nimero
racional expressa a razao ou divisao entre dois nimeros inteiros. A notagao %
representa o numero racional que multiplicado por 3 resulta em 2. De forma
analoga, a notacao _TQ representa o nimero racional que multiplicado por 3
resulta em -2.

Desta forma, os nimeros a seguir sao exemplos de nimeros racionais:

-3 3 -3 1
-0,2 — —, —, = 2 25.
07 ) 15 ) ) 15? 4 ) 57 07 5 ) 07 8 5
Observe que —0,2 x 10 = —2, que 0,25 x4 = 1. Logo, —0,2 = ;—g, assim como,

0,25 é igual a %. De forma andloga, 0,825 x 40 = 33, logo 0,825 = %.

Definicao 3.2. Um niumero racional € todo e qualquer nimero que puder ser
escrito na forma %, em que T ey $Go numeros inteiros, com y diferente de
zero. O conjunto dos numeros racionais € usualmente representado por Q.

O valor x é chamado de numerador e o valor y é chamado de denomi-
nador. Por exemplo em %, o numerador é igual a 2 e o denominador é igual a
3.

Uma forma de compreender o conjunto QQ é lembrar que: o conjunto dos
nimeros inteiros é formado pelos nimeros naturais (incluindo o zero) e os seus
opostos aditivos (os inteiros negativos). De forma anéloga, o conjunto dos
numeros racionais é composto pelas fragoes de niimeros naturais e seus opostos
aditivos. Além disto, os nimeros racionais positivos, razao entre dois inteiros
positivos, admitem uma interpretagao como comprimento de segmentos de reta
medidos a partir de um ponto fixo, representado pelo zero. Enquanto os seus
opostos aditivos, os racionais negativos, sao representados por um ponto em
posicao simétrica em relagao ao zero.

Quando dois ntimeros racionais sao iguais?

Sabemos que é um nimero racional todo nimero que multiplicado por um
numero inteiro, diferente de zero, resulta em um nimero inteiro. Esta ca-



18 CAPITULO 3. NUMEROS RACIONAIS

=2
3
1
T

-2 -1

1 2

w1

Figura 3.2: Posigao relativa na reta

racterizacao de niimeros racionais nos traz algumas questoes interessantes. Por
exemplo, como determinar se dois niimeros racionais sao iguais, uma vez que
eles podem ter diferentes representagoes? Para ilustrar esta questao considere
a questao abaixo.

Questao 3.3. Na figura a sequir, os triangulos ABC e ADFE sao triangulos
retangulos, nos quais AB = BC =1, AD = DE =2 ¢ BC||DE. Qual a razdio
entre os comprimentos de AE e AC?

E

A B D

Figura 3.3: ﬁ—g = %5 é racional.

Resposta: Como ABC e ADE sao triangulos semelhantes (veja 2.3), facil-
mente concluimos que ﬁ—g = 2. Por outro lado, desde a antiguidade, os seres
humanos sabem calcular os comprimentos de AE e AC (Teorema de Pitdgoras:
(AE)? = (AD)? + (DE)?). De fato, o comprimento de AB é v/2 e o compri-
mento de AE é o dobro, 2v/2. Logo, a razio também pode ser expressa por
2v2 2v2 _ 92
73 Portanto, = =2=1. O
Observagao 2. Para os alunos que nao sabem o conceito de semelhanca, basta
observar que o ponto de intersecio do segmento DE com a reta paralela ao

segmento AD e que passa pelo ponto C determina um ponto P, tal que ABC
e CPFE sdo congruentes.
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A B D

Figura 3.4: ABC é congruente a CPE.

Logo, o comprimento de AC € igual ao comprimento de CE.

O que esta questao nos ensina?

Esta questao nos ensina que a razao entre dois niimeros pode resultar em
um nimero racional, mesmo que estes nimeros nao sejam inteiros.

Como saber se uma razao é um numero racional?

Para responder a esta pergunta, precisamos entender a propriedade funda-
mental da igualdade entre razoes: “Duas razoes ; e 7, com b e d diferentes
de zero, sao iguais se, e somente se, a X d = b x ¢.” Logo, uma razao 7,
entre dois niimeros, é um ntimero racional se, e somente se, existem inteiros c
e d, com d diferente de zero, tais que a X d = b X ¢. No exemplo 3.3, tem-se

%:%,poiSZ\/ﬁXI:ZX\/ﬁ.

Em particular, temos a seguinte regra para igualdade de niimeros racionais.

Propriedade 3.4 (Igualdade de numeros racionais).

Dois ntiimeros racionais { e 3 sao iguais se, e somente se,
X

axd=bxec.
Exemplo 3.5.

g . -9 -2 o~ . . . _
1. Os niimeros racionais § e =5 sdo iguais pois, 2 X (=3) = 3 x (=2).
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=2 e 3= sdo iguais pois, (—3) x (=5) =3 x 5.

2. Os numeros racionais -

Uma conseqiiéncia da propriedade acima é dada a seguir.

Propriedade 3.6. Todo numero racional pode ser representado na
a

forma § em que b é um nimero natural diferente de zero.
De fato, a propriedade acima nos diz que se b ¢ um nimero natural nao-nulo,
< a4 _a _ . B

entdo -4 = 3, pois a x (—b) = (—a) x b. Veja os exemplos em 3.5.

Como comparar dois ntimeros racionais?

Certamente, a comparagao entre dois nimeros racionais é ficil de ser feita
quando os dois nimeros tém um mesmo denominador positivo. Vejamos o
exemplo a seguir.

Exemplo 3.7. Vamos comparar os racionais % e %. Podemos representar as
2

razoes 5 e %, por meio das figuras a sequir, nas quais ABCD e EFGH sdo

quadrados de mesma drea.

H
A D E

Figura 3.5: A &rea escura representa % da drea de ABCD e em EFGH repre-
senta 2.
5

Se dividirmos a drea de ABCD em trés partes iguais e depois redividirmos
cada parte em &5 partes iguais, a drea de ABCD serd entdo dividida em 15
partes iguais, e os dois tercos da drea de ABCD corresponderdo a 10 destas
novas partes. Da mesma forma, se dividirmos a drea de EFGH em cinco
partes iguais e depois redividirmos cada parte em 3 partes iguais, a drea de
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EFGH serd entdao dividida em 15 partes iguais, e 0os quatro quintos da drea de
EFGH corresponderao a 12 destas novas partes.

B A E H

Figura 3.6: A drea escura em ABCD representa % e em EFGH representa
12
E.

= % Portanto, a fracio % representa uma

Portanto, temos % = e =
parte maior do que a fracdo %, portanto o nimero ractonal % € maior do que

o numero racional % O

&ls
® Gl

Logo, para comparar dois nimeros racionais, basta reduzi-los a um mesmo
denominador. Pois, dois niimeros racionais que possuem o mesmo de-
nominador sao iguais se, e somente se, os numeradores sao iguais.
Além disto, se dois niimeros racionais possuem um mesmo denominador (pos-
itivo), o maior entre eles serd aquele que possuir o maior numerador. Por
exemplo, % ¢ maior do que 2 e % é maior do que %. Pois, % = %, % = 19—5 e

5
% = _1—%4. Por outro lado, 10 é maior do que 9 e 9 é maior do que —24.

Como reduzir dois niimeros racionais a um mesmo denominador ?

De um modo geral, dados dois niimeros racionais ¢ e § temos ¢ = %ﬁ
e = gig Logo, sempre é possivel reescrever dois ntimeros racionais usando

um mesmo denominador. Neste caso, o denominador, a ser obtido, sera um
miltiplo comum dos dois denominadores. Observe que como b e d sao diferentes
de zero, entao o MMC(b,d) é o menor nimero natural diferente de zero que
é multiplo de b e de d, logo sempre é possivel multiplicar o numerador e o
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denominador de § e, analogamente, de ¢, por niimeros inteiros, de forma que
o denominador das duas razoes seja M MC(b,d).

Exemplo 3.8. Para reduzir os nimeros racionais % e % a um mesmo denomi-

nador, observamos que MMC(6,8) = 24. Por sua vez, 24:6 =4 e 24 : 8 =3.

5 _ 5x4 _ 20 5 _ 5x3 _ 15
Logo, § =651 =%1 €8 = 8x3 — 21"

3.1.1 Representando niimeros racionais com numerador
e denominador relativamente primos

Todo nimero racional { pode ser escrito na forma % em que

MDC(z,y) = 1.

De fato, se d = M DC/(a,b), entdo existem inteiros z e y tais que a = z x d
eb=yx de MDC(x,y) = 1. Logo, ¢ = %:%.
Exemplo 3.9. Vamos escrever os racionais %, % e %%)O com numeradores e
denominadores relativamente primos. Temos M DC(6,12) = 6, M DC(90,35) =

5 e MDC(—20,60) = 20. Logo,
90 18 x5 18 -20 -1 x20 ~—1

35 Tx5 T 60 3 x20 3

3.1.2 Ordenando os racionais

Todo ntimero inteiro é um numero racional. De fato, se n é um ntmero
natural entao podemos escrevé-lo na forma de razao 7. Sendo assim, para
comparar dois nimeros racionais precisamos de uma no¢ao de comparacao que
coincida com a comparacao de inteiros. Desta forma, todo nimero racional
negativo, aquele que pode ser expresso na forma § com numerador negativo
e denominador positivo, deve ser menor do que zero e menor do que qualquer
nimero racional positivo, aquele com numerador e denominador positivos.

Mais ainda, a um niimero racional positivo ¢ corresponde uma distancia,
medida entre o ponto que representa o zero e o ponto que representa %, en-
quanto que, ao seu oposto aditivo 5* corresponde o ponto em posicao simétrica
com respeito ao zero, conforme representado na figura abaixo.

Desta forma, se ordenamos os racionais positivos também ordenaremos,
automaticamente, os racionais negativos. A propriedade a seguir nos permite
comparar os numeros racionais, respeitando a nocao de maior ou menor dos

numeros inteiros.
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Figura 3.7: Representagao de ntimeros racionais na reta

Propriedade 3.10 (Ordenando os nimeros racionais). Se os ntimeros
racionais ; e § tém denominadores positivos, entao o niimero racional

7 € maior do que o nimero racional 7 se, e somente se, a X d é maior

do que ¢ x b.
A regra acima pode ser escrita usando o simbolo “ >” (lé-se “maior do
que”).

%> gse,esomentese,axd>c><b.

Utilizando a regra acima, sempre poderemos ordenar os niimeros racionais,
escrevendo-os em ordem crescente ou decrescente.

Exercicio 3.11. Coloque os niumeros racionais abaizo em ordem crescente.

1202 03 8T 11100 1o
5 3 4 7 2 23 3 4

3.2 Operacoes aritméticas com nimeros racionais

3.2.1 Soma e produto de niimeros racionais

A soma e o produto dos niimeros racionais sao definidos como a seguir.

Definicao 3.12 (Soma de ntimeros racionais). Dados dois nimeros racionais

a C .
T eq temos:

_ (axd) + (bxo)
% + g - bxd

Propriedade 3.13. A soma de nimeros racionais tem as sequintes propriedades:
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1. ¢4¢

I
Qo
+
S ]

(Comutatividade)
2. (4+5)+2=¢+(5+9) (Associatividade)

3. Para cada ntimero racional ¢, existe um nimero racional ¢, tal que 7 +

£ =0.
d
De fato, temos 7 + =5* = = 0. Neste caso, dizemos que <* é o oposto

b
aditivo de § e escrevemos —¢ em lugar de =*.

9
b

O que significa somar dois niimeros racionais?

Para entender o que significa somar dois niimeros racionais, vamos conside-
rar o caso da soma de dois niimeros racionais positivos.

Nas duas figuras a seguir os quadrados ABCD e EFGH sao congruentes,
a parte escura representa, respectivamente, 2 e % das dreas dos quadrados

3
ABCD e EFGH.

A D E H

Figura 3.8: Os quadrados ABCD e EFGH tém 24 retangulos de mesma area.

Se juntarmos a parte que representa % com a parte que representa % (lembre-
se que % = % e % = %), obteremos 19 partes de um quadrado que foi dividido
em 24 partes iguais.

Logo, a razao entre a area da uniao das partes escuras das duas figuras e a
/ s - 19 . 16 3 _ 19
area do quadrado, serd igual a 57, ou seja, 5; + 54 = o o

Deste exemplo, percebemos que para somar numeros racionais com um
mesmo denominador basta somar os numeradores e manter o denominador.

De um modo geral, dados dois ntimeros racionais § e § temos § = ‘gig e
c _ cXxXb 4t axXxd+exb
¢ = §%4- Portanto, a soma ¢ igual a “=7--2=2.
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A D

Figura 3.9: A area dos retangulos escuros, juntos, representa uma fragao igual
19
a 57 do quadrado.

Quanto é % de %?

Na figura 3.10, a area do retangulo AEHD corresponde a % da drea do

retangulo ABCD.

Se dividirmos B C
o retangulo
ABCD, horizon-
talmente, em 5
partes iguais e
depois dividimos,
verticalmente, cada FE
parte em 4 partes ..
iguais, o retangulo
ABCD serd divi-

dido em 20 partes A D A D
iguais e a 4area

do retangulo AEH D Figura 3.10:

serd dividida em &8 partes iguais. Desta forma, % da parte es-

cura corresponde a 6 partes de um total de 20 partes da unidade,

veja a figura 3.10. Logo, % da parte escura ¢é igual a 26—0.
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Reduzindo a fragao, temos que:

6 3x2 3

20 4x5 10

De uma forma geral, calcular uma fragao § de uma fracao 7 corresponde a

fracao 9. Esta interpretagdo se estende para os niimeros racionais.

Definicao 3.14 (Produto de nimeros racionais). Dados dois nimeros

racionais § € 3 temos:

aXc
bxd

Slls)

X

alo

Propriedade 3.15. O produto de nimeros racionais tem as sequintes pro-
priedades:

L gxg=9x%x7% (Comutatividade)
2. (fxg)xg=5x(gx3) (Associatividade)

4. Para cada ntimero racional §, com a # 0, existe um ntimero racional £,
a .y c
tal que 7 x £ =1.
De fato, temos & x % —axb _ 1 _

. b axb 1
inverso de 7.

1. Neste caso, dizemos que % éo

5.8 x(g+9)=(F x5 +(§ x3) (Distributividade)

A forma mais facil de entender o que sao e para que servem os Nnumeros
racionais é observar o que representam os numeros racionais positivos. Cada
ntumero racional positivo representa uma fragao racional, isto é, a expressao da
relacao entre partes de um todo e uma unidade, em que a unidade, a parte e o
todo sao divididos em partes menores de mesmo tamanho.

Exemplo 3.16. Na figura 3.11 o quadrado foi dividido em 16 quadrados de
mesmo tamanho.

A parte escura corresponde a 4 quadrados de um total de 16 quadrados
iguais. Portanto, a razdo entre a drea escura e a drea total do quadrado € igual
a 1%' Ora, quatro partes iguais em um total de 16 partes iguais correspondem

a um quarto do total.
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Figura 3.11: A &rea escura representa % da area do quadrado

Figura 3.12: A area escura representa % da area do quadrado

Ou seja, se a unidade fosse divida em quatro partes iguais, a drea escura
corresponderia a wma parte do total de quatro partes iguais. Desta forma, o
numero ractonal % expressa a mesma relacao que 14—6.

Neste caso, foi muito facil expressar o quanto a parte escura representa
do todo. Qualquer pessoa entende rapidamente quando alguém diz que comeu
metade, ou um tergo, ou um quarto de uma barra de chocolate, pois todos
nos imaginamos a barra de chocolate dividida em pedacos menores e de igual
tamanho. Além disto, todos entendem que metade da barra de chocolate €
menor que a barra inteira.

Exemplo 3.17. Joaozinho ganhou duas barras, idénticas, de chocolates. Cada
barra estava dividida em 4 quadrados iguais. Joaozinho comeu uma barra in-
teira e a metade da outra barra. Vamos representar cada barra de chocolate por
um quadrado em que a drea escura corresponde d parte que Joaozinho comeu.
Qual a fracao que expressa a relagdo entre o quanto Jodozinho comeu e o
tamanho da barra de chocolate?

Ora, cada barra foi dividida em 4 quadrados iguais. Jodozinho comeu 6
quadrados. Cada quadrado corresponde a um quarto da barra, logo Joaozinho
comeu 6 quartos de uma barra. Neste caso, a unidade é uma barra e o “
todo” corresponde as duas barras. O nimero racional % erpressa a razao entre

a parte escura e a unidade.
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Figura 3.13: A area escura corresponde a fracao %

Observemos que a parte escura € igual a trés vezes a metade de uma barra,
6

portanto o numero racional % expressa a mesma relagdo que 3.
Exercicio 3.18. Em cada caso, escreva a fracdo racional que representa a
relagdo entre a parte escura e a unidade.

1. No exercicio a seguir, cada retangulo representa a unidade e cada unidade
foi dividida em partes de mesmo tamanho. A qual fragao do retangulo,
corresponde a area escura em cada figura?

Figura 3.14: A area escura corresponde a fragao . ...

Figura 3.15: A 4rea escura corresponde & fragao ...
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Figura 3.16: A area escura corresponde & fracao ...

Wi

Figura 3.17: A &rea escura corresponde & fragao ...
Exercicio 3.19. Considerando a unidade indicada, escreva a fra¢ao racional
que representa a relacdo entre a parte em negrito e a unidade.

1. O segmento AB representa a unidade. A qual fragao correspondem juntos
0s segmentos em negrito?

1 2 4 6 10
Figura 3.18: Os segmentos em negrito correspondem a fragao .. ..

2. O disco representa a unidade. A qual fragao corresponde a area escura?
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Figura 3.19: A 4rea em negrito corresponde a fragao . ...

Exercicio 3.20. Faca um desenho que expresse a relacdo indicada pelos sequintes
nUmMeros racionais:

16

3008 4516
5 4 5 4 3

3.2.2 Subtraindo nimeros racionais

A subtracao de ntimeros racionais é definida a seguir:

(axd) — (bxec)

¢
d bxd

S e

Em verdade, a subtragao § — & corresponde a soma de 7 com o oposto de

. .
5+ Ou seja,
—c

a
b
3.2.3 Divisao de numeros racionais

Quando dividimos 6 por 3 sabemos que o resultado é igual a 2 pois 2 x 3 =
6. De forma andloga, dividir o ndmero racional % pelo niimero racional %,
corresponde a procurar o nimero racional % tal que % X % = %. Desta forma, o
resultado da divisao de % pelo niimero racional % é igual a % Pois, % X % = %.
De um modo geral, temos:

a cXx
= 3 se, e somente se, =

dxy b

alo
<8

Por outro lado,
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X
sz:% se, e somente se, (¢ X ) xb=(d X y) x a,
ou seja,
r axd
X (b xc)=y x X d), isto é, - = .
z % ( c)=y X (a ) isto é T

Portanto, para dividir um nimero racional § por um ntimero racional nao-

c A 13 a d

nulo g, basta multiplicar § por ¢.

A divisao de um nimero racional 7 por outro niimero racional 7,
diferente de zero, é definida a seguir:

ol

Sl RS
S e

E comum o uso da notagao ——;—— para indicar a divisao de § por 7.

oo ala

Questao 3.21.

1. Qual o nimero racional que devemos multiplicar por % para obtermos
como resultado o ntimero racional %?

para obtermos

~w

2. Qual o nuimero racional que devemos multiplicar por
como resultado o numero racional %9?

ulw

3. Qual o ntmero racional que devemos multiplicar por £ para obtermos

como resultado o nimero racional %?

4. E verdade que todo numero inteiro pode ser escrito como um ntmero
racional?

5. Qual o menor inteiro positivo que devemos multiplicar por g para obter-
mos como resultado um nimero inteiro positivo?

6. Podemos afirmar que para cada fracao g, diferente da fragao nula, existe

um menor inteiro positivo x tal que 7 x § é um nimero inteiro?

Exercicio 3.22. Calcule o resultado das seguintes expressoes:

1.

W=
=
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10. =2 x L3
11.
12. =L x 23
13.

14 £ —(5x3)

15343
16. 9 -3
17. 2+ 2
18. 2+ L

Observagao 3. As operagoes de soma, produto, subtracdo e divisdo de nimeros
ractonais obedecem as mesmas regras de precendéncia de sinais que as operacoes
com numeros inteiros. Numa expressao sem parénteses, primeiro realizamos o
produto ou a divisdo e, por fim, a soma ou multiplicacao. FEsta ordem de
operacao so € alterada pelo uso dos parénteses, meste caso, primeiro deve-se
calcular as operacoes indicadas entre os parénteses.
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1,3,3 1.3 _ G,§)+§(1X§
3 4 5 4 2 3 4) 5 \4 2
1 4\ 3 3
- <§X§)+5‘§
4.3 3
- 97578

160 216 135

360 360 360
160 216 135
360 360 360
160 + 216 — 135

360
241

360

Enquanto o resultado da expressao % = (% + %) — (% X %) ¢é dado a seguir:

To(3,8) (L, 3 _ 1.(1b 12y 3
3°\4 5 472)  3°\20 20/ 8
_ 1.2t 3
3720 8
_ (1.2ry 3
\3 720 8
_ (1,20 3
\3 7 27 8
_ 203
T 81 8
160 —243
o 648

—83
648
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Exercicio 3.23. Coloque os parénteses nas expressoes abairo para indicar a
ordem em que as operagoes devem ser erecutadas.

L g-ixioted
2 -3i-t0)
8. +x2+244+1
P heG-Deier-te)

1.

X

IS N Co
= W= Wi Wk W
|
— w
W
I
(S]]
~—
|
al=
_|_
[\
|
U
|
=

Wiy Wl

3.3 Representacgao decimal para niimeros racionais

De acordo com o significado de ntimero racional, vimos que um ndmero é
racional se, e somente se, podemos multiplicd-lo por algum ntimero natural nao-
nulo e obter como resultado um ntimero inteiro. Desta forma, podemos pensar
0s numeros racionais como resultado da divisao de dois niimeros inteiros. Por
exemplo, % = 0,125 enquanto que ﬁ = 0,01. Como ficaria a representacao
decimal de %?

Observe que
0,3x3=0,9, 0,33x3=0,99, 0,3333333333 x 3 = 0,9999999999

e que quanto mais casas decimais usamos, o produto por 3 fica cada vez mais
préximo de 1. Mas se usamos um numero finito de casas decimais iguais a
3, o resultado do produto por 3 nunca serd igual a 1. Sendo assim, é im-
possivel representar % usando um nimero finito de casas decimais. Neste caso,
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dizemos que o nimero racional % é representado por uma dizima periédica sim-
ples 0,33333.. ., isto é, um ntmero cujas casas decimais, a partir de um certo
ponto, constituem-se da repeticao infinita de um unico algarismo. Quando as
casas decimais de um nimero se repetirem indefinidamente numa seqiiéncia de
dois ou mais algarismos, dizemos que o numero é uma dizima periddica com-
posta. Por exemplo, 40 +~ 33 = 1,212121 ... repete infinitamente a seqiiéncia
de algarismos 21 a partir da prim eira casa decimal. Observe que multipli-
cando os numeros 1,21, 1,2121, 1,212121, 1,21212121 e 1,2121212121
por 33 obtemos, respectivamente, os nimeros 39,93, 39,9993, 39,999993,
39,99999993 e 39,9999999993, que estao cada vez mais préximos de 40. De
forma andloga, a divisao de 2102 por 900 nos fornece 2102900 = 2, 335555.. . ..

Para indicar que uma seqiiéncia de algarismos se repete infinitamente, us-
amos uma barra sobre ela. Desta forma, a notacdo 0,3 representa a repeticdo
infinita do nimero 3 a partir da primeira casa decimal, enquanto que 1,21
representa a repeticao infinita de 21 apds a primeira casa decimal. De forma
andloga, 2, 335 representa a repeticao infinita do algarismo 5 a partir da terceira
casa decimal.

De acordo com a notagdo acima, temos que + = 0,3, 22 = 1,2T e
% = 2,335. De acordo com a nociao de ntimeros racionais, percebe-se que
todo nimero racional tem uma expressao decimal. Esta expressao pode ter
um numero finito de casas decimais ou ser uma dizima periédica simples ou
composta. Para ser mais preciso, observando que um nimero racional, com um
ntumero finito de casas decimais nao-nulas, corresponde a uma dizima periddica
que consiste da repeticao do algarismo zero, entao todo nimero racional é uma

1

dizima. Por exemplo, temos § = &5 = 0,5 = 0,50 = &% = 230 = 0,500 =

.-+ =10,50. Qual a pergunta natural a ser feita aqui? Pense um pouco...
Questao 3.25. Toda dizima periddica corresponde a um numero racional?

A resposta é sim. A seguir apresentamos um artificio para encontrar o
numero racional que corresponde a uma dizima.

1. Primeiro verificamos qual a seqiiéncia de algarismos que se repete infini-
tamente.

2. Contamos quantos algarismos tem na seqliéncia que se repete.
3. Chamamos a dizima de .

4. Multiplicamos por 10 até que a seqiiéncia que se repete comece, imedia-
tamente, apds a virgula. Chamemos este valor de ax.
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5. Multiplicamos x por um multiplo de 10 que desloque a virgula para a
segunda seqiiéncia de algarismos. Chamemos este valor de cx.

6. O valor cx — axz é um numero inteiro. Chamemos este ntimero de n.

n
c—a’

7. Temos cx —ax =n. Logo, z = (Observe que a < ¢.)

Vamos aplicar a técnica acima para a dizima 1, 32

Temos:
r = 1,32=1,3222222. ..
10z = 13,2 =13,22222222222...
100z = 132,2 =132,222222222...
90x = 132,222222222...—13,22222222222...
90z = 132—-13=119
119
~ 90

Exercicio 3.26.
1. Encontre os numeros racionais que representam as sequintes dizimas periédicas:

(a) 1,2542
(b) 0,32
(c) —0,32
(d) 2,15
(e) 3,132
(f) —1,12
(9) 0,13532
(h) 0,250

2. Verifique que se n é um nimero natural, entdo n,9 =n + 1.
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3. Encontre o resultado das expressoes abaixo e escreva o resultado como
uma dizima periédica.
(a) 3+6
(b) 1—-3,3
(c) 0,32 x 10

3.3.1 Fracgoes decimais

Uma fragao decimal é uma ntmero racional positivo, cujo denominador é
uma poténcia de 10. Todo numero racional pode ser escrito como soma de um
numero inteiro mais a soma de um certo numero de fragoes decimais. Veja os
exemplos a seguir:

1,25 = 1424 -2
130 120 )
0,356 = 0+1—(1)+@+@
5,010010001 = 5+F‘;+1_055+W
~125 = 245+t

O numero de fragoes decimais necessédrias para expressar um nimero racional
como numero decimal pode ser finito, como nos casos acima, mas também pode
ser infinito, como nos exemplos abaixo:

_ 3 3 3 3 3

L3 = gttt

3,215 = 34 ey Dy

’ B 10 102 103 10*  10°

;SN U AU SR S T S E
B 10 102 © 103 10* 105 106 107 107+t

onde n é fmpar.

b
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Mas afinal, o que é um ntimero decimal?

Definicao 3.27. Um numero decimal € todo niumero que pode ser expresso
como soma de um numero inteiro mais uma certa quantidade de fracoes deci-
mais. A quantidade de fracoes decimais na expressdo de um numero decimal
pode ser finita ou infinita. Assim como, os numeradores destas fragoes deci-
mais podem repetir, periodicamente, um grupo de algarismos, a partir de uma
certa casa decimal (dizima periddica), ou podem jamais repetir, periodicamente,
qualquer seqiiéncia finita de algarismos. Em geral, um nimero decimal tem a
forma:

[0%] (6]
b+ﬁ+ﬁ+103+ +10—n—|— em queb€Z eaj,as,...€{0,1,2,...,9}.
O valor b € dito ser a parte inteira do nimero decimal e 3§ + 155 + 155 + -+
1ge + -+, a parte decimal.

Um nimero decimal b+ 95 + o5 + 155 + -+ 1= + -+ € dito negativo,
se b < 0. Se um nimero dec1mal, diferente de zero, nao é negativo,

entao dizemos que ele é positivo. Por exemplo:

e Os numeros racionais negativos também sao nimeros decimais negativos.
7 , , . .
e O ntimero —2 + 10 + 100 + 155 + -+ ¢ um ntimero decimal negativo.

e Os numeros decimais com parte inteira igual a zero e com alguma parcela

(fragdo decimal) 1z diferente de zero sao niimeros decimais positivos.
e Todo nimero decimal com parte inteira maior ou igual a 1 é um nimero
decimal positivo.

Observa(;ao 4. Para escrever f% em sua forma decimal, observe qu 2=

5
= — 1. Logo, a forma decimal de Tl ¢ —1 mais a forma decimal de 2 5
1 4 8
——=—-14+-=(-1)+0,8=-1+ —
) + 5 (=1 +0, + 10

Exercicio 3.28. Baseando-se nos exemplos acima, expresse 0s numeros racionais
a sequir em sua forma decimal
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=1
8

=2
3

3.
4- o0
.

Q e 5 2 _
6. (—1) x (1,3) (Dica: converta em fragdo e lembre-se que —2 + 5 =
_ )
Exercicio 3.29. Para cada numero racional a sequir, determine em sua repre-
sentagao decimal o centésimo e o 5012 (quintocentésimo primeiro) algarismo
apos a virgula.

SV

1.

S ool

, 123

-1

8

(=1) x (1,3)
0,12345

S & o

0,12135
Exercicio 3.30.

~ . . .. g _ E ~ a+C _ E
1. Mostre que se b e d sao inteiros positivos e § = 7 entao 77 = 7.

1+24+3+4+--41000 9
5+10+15+20+-+5000 *

2. Qual o valor decimal da razao

2444644349

3. Qual o valor da razao V6 ror 451

~ . . . a_c_zx ~ atctxr _ z
4. Mostre que se b, d e y sao inteiros positivose ¢ = ¢ = , entao goo=r = o
5. Se a, b, c sao trés inteiros positivos distintos tais que aﬁc = ajb = %, qual

o valor de %?

6. Mostre que se x,y sao nimeros naturais, tais que 0 < x < y, entao existe

, . 1 x 1
um unico natural n > 1 tal que T < M <.

7. Mostre que para todo nimero natural n > 1 tem-se que % = % + %;y

8. Mostre que se n > 2 e % < % < ﬁ entao:
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(a) XY é uma fragao prépria.

ny
z 1 1
(b) §—u<u
9. Escreva as fragoes % e % como soma de fragoes distintas com numeradores
iguais a 1.

10. Encontre os nimeros naturais nao-nulos x, ¥, z, tais que % + % + % =1.

11. Desafio!!

Todo numero racional positivo pode ser escrito como soma de uma certa
quantidade de fragoes distintas, com numeradores iguais a 1. Verdadeiro
ou falso?

3.4 Numeros racionais e Proporgao

Uma das mais belas, antigas e naturais nogoes matemaéticas é a nocao de
proporgao. Com base nesta nogao o homem construiu os mais belos monumen-
tos da histéria da civilizagdo humana, assim como a musica e as mais belas
pinturas ja feitas pelos artistas. A seguir definiremos o que é uma proporcao e
faremos varios exemplos de aplicagao desta nogao.

Definicao 3.31. Uma propor¢ao € a ocorréncia de uma iqualdade entre duas
razoes. Neste caso, dizemos que as duas razoes sGo Proporcionais.

A expressao % = % é uma proporgao e as razoes % e % Sa0 razoes propor-

cionais. Para indicar que duas fragoes 7 e ¢ sao proporcionais, nés usamos a
30 & = ¢
notagao 3 + 3-

Questao 3.32. Paulo e seu irmao Jodo ganharam um pacote de biscoito com
42 biscoitos. Juntos decidiram comer os biscoitos durante o recreio. A cada
biscoito que Paulo comia, Joao comia dois. Quantos biscoitos cada um deles
comeu?

Resposta: Vamos resolver o problema de duas maneiras: Com e sem a
atribuigao de incégnitas para a resolugao do problema.

(a) Primeira Forma: Se a cada biscoito que Paulo come, Jodo come 2,
entao a quantidade total de biscoitos comidos pelos dois correspondera
ao triplo da quantidade de biscoitos comida por Paulo. Logo, o total
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de biscoitos serd igual a trés vezes o que Paulo comeu. Portanto, Paulo
comeu 4?2 do pacote de biscoitos. Isto é, Paulo comeu 14 biscoitos. Con-
seqilentemente, Joao comeu 28 biscoitos. O

(b) Segunda Forma: Chamemos de x e y, respectivamente, a quantidade
que Paulo e Jodo comeram. A razao entre o que Paulo comeu e Joao
comeu deve ser igual a % Logo devemos ter:

{ r+y = 42 { z+y 42
xr J—

1 ou, equivalentemente, _
y = 2 2v =y

Substituindo o valor de y na primeira igualdade (lembre-se dos principios
do senso comum!), devemos ter = + 2z = 42. Ou seja, 3z = 42 e por-
tanto x = 14 e y = 28. [l

Questao 3.33. Como dividir 44 bolas entre duas pessoas de forma que a razao
formada pelas quantidades de bolas que elas receberam seja igual a %?

Resposta: Chamemos de = e y, respectivamente, a quantidade que cada
pessoa recebeu. Devemos ter:

r+y = 44 . r+y = 44
x 4 ou, equivalentemente,
: = = Tx = 4y
Multiplicando a primeira equagao por 4, devemos ter
dr+4y = 176 (%)
Tx = 4y

Substituindo 4y por 7z, na equagdo (x), teremos 4z + 7z = 176. Ou seja,
112 = 176. Portanto, 2 = 18 = 16 ¢ y = 44 — 16 = 28. 0

Questao 3.34. Franklim e Tdssio compraram juntos um pacote de bombons por
R$ 22,00. Tdssio contribuiu com R$ 12,00 e Franklim com R$ 10,00. Os dois
venderam os bombons e consequiram um total de R$ 55,00. Divida o valor da
venda de forma que a quantidade recebida por cada um deles seja diretamente
proporcional ao que investiram, isto €, quem investiu mais, ganha mais.

Questao 3.35. As irmdaes Dayse e Mirella foram juntas a uma lanchonete e
compraram juntas uma por¢ao de 10 pastéis por 12 reais. Mirella comeu sete
pastéis e Dayse comeu 3. Divida o total a pagar de forma que cada irma pague
um total diretamente proporcional ao que consumiu, isto €, quem comeu Mais,
paga mais.
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Resposta: Ora, como a porgao de 10 pastéis custa 12 reais, entdao cada
pastel custa R$ 1, 20. Logo, numa divisdo diretamente proporcional ao que cada
uma consumiu, Mirella deve pagar R$ 8,40 e Dayse deve pagar R$ 3,60. O

Vejamos outra forma de encontrar quanto cada uma deve pagar. Chamemos
de x e y, respectivamente, a quantidade que Mirella e Dayse devem pagar.
Devemos ter:

{ery = 1

[\

z+y = 12
3. = Ty

X

y ou, equivalentemente, {
7 3

Multiplicando a primeira equagao por 3, devemos ter

3x+3y = 36 (%)
3x = Ty

Substituindo 3z por 7y, na equacdo (x), teremos 7y + 3y = 36. Ou seja, 10y =

36. Portanto, y = 35 = 3,60 e 2 = 12 — 3,60 = 8,40. O

3.4.1 Divisao em partes proporcionais

As questoes apresentadas acima sdo exemplos de divisdo de um valor em
partes diretamente proporcionais a uma lista de valores dados. Esta divisao
também pode ser feita em valores inversamente proporcionais a uma lista de
valores dados.

Definicao 3.36 (Razdes diretamente ou inversamente proporcionais).

Duas razoes § e > sao ditas diretamente proporcionais se ocorre a propor¢ao

= £, FElas serao ditas inversamente proporcionais Se ocorrer a propor¢ao

SHISESHIS
8 e

A divisao de um valor em partes diretamente proporcionais, ou inversamente
proporcionais, a uma lista de valores é uma aplicacao do Teorema de Thales
(veja teorema 2.3). Para dividir um segmento de 24 ¢m em partes diretamente
proporcionais a 2, 4, e 6, utilizando o Teorema de Thales, procedemos da
seguinte maneira:

e Construa um tridngulo ABC tal que AB =24e¢ AC=2+4+6=12.

e Marque no segmento AC' pontos P,Q tais que AP = 2, PQ = 4, e
QC =6.
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e Trace pelos pontos P e @ retas paralelas ao segmento BC'. Determinando,
respectivamente, os pontos M e N

e De acordo com o Teorema de Thales, temos que:

24 12 12 24 12 12 24 12 12

NB QC 6

AM ~ AP 2 MN  PQ 4

Logo, resolvendo as proporgoes, temos : AM = 4 em, MN = 8 cm e
NB =12 cm.

M N
Figura 3.20: Divisao em partes proporcionais

Observagao 5. O Teorema de Thales permite fazer a divisdo de um wvalor
« em partes diretamente proporcionais a uma lista com dois ou mais valo-
res p,q,r,S,.... Para isto, consideramos a soma o dos valores p,q,r,s,... €
tracamos o triangulo ABC, tal que AB = a e AC = 0. A sequir, marcamos no
segmento AC os pontos P,Q,R,S ... tais que AP =p, PQ=¢q,QR=71,... ¢
procedemos tracando, por estes pontos, retas paralelas ao segmento BC' e deter-
minando P',Q', R', S’ ..., suas respectivas intersegoes com o segmento AB. De
forma andloga ao que foi feito acima, resolvemos as proporgoes correspondentes
para encontrar a divisdo procurada.

[0} g g « g g

PQ " PQ g

AP’:E:p
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Observagao 6. Para dividir um valor em partes inversamente proporcionais,
utilizando o Teorema de Thales, basta dividi-lo em partes diretamente propor-
cionais aos inversos dos valores. Por exemplo, se queremos dividir 20 em partes
inversamente proporcionais a 2 e 3, basta dividi-lo em partes diretamente pro-
POTCIONGLS G % e %

Questao 3.37. Como dividir 20 em duas partes diretamente proporcionais a
3e2?

: i - z _ Y
Resposta: Queremos encontrar valores z e y tais que x +y =20 e § = 2.

. . . . 3
Ou, de forma equivalente, tais que z +y = 20 e % =3.
Devemos ter
r+y = 20
2 = 3y

Multiplicando x + y = 20 por 2, temos 2z + 2y = 40. Substituindo 2x por 3y,
devemos ter 3y + 2y = 40. Ou seja, 5y = 40. Logo, y =8 e z = 12.

Questao 3.38. Como dividir 30 em duas partes inversamente proporcionais a

3 e2?
y

Resposta: Queremos encontrar valores x e y tais que z+y =30e 5 = £.

Ou, de forma equivalente, tais que z +y =30 e % = % Devemos ter

r+y = 30
3. = 2y

Multiplicando x + y = 30 por 3, temos 3x + 3y = 90. Substituindo 3x por 2y
devemos ter 2y + 3y = 90. Ou seja, 5y = 90. Logo, y = 18 e x = 12.

Observe que, de fato, % = %
Questao 3.39. Como diwvidir 6 em duas partes inversamente proporcionais a
3 e 2, usando o Teorema de Thales?

Resposta: Basta dividir em partes diretamente proporcionais a %
Desta forma, consideremos um triangulo ABC, tal que AB =6e AC = %—i—
5

1
5

D= @

Seja P o ponto do segmento AC, tal que AP = % e PC = % Seja D o
ponto do segmento AB, tal que PD||BC. Temos

6 2 5 6 2 5
AD 1 2 DB L 3
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I

A D B
Figura 3.21: AP=1 , PC=1, AD=24e DB =3,6.

Resolvendo as proporc¢oes, temos: AD = 2,4 e DB = 3,6. Logo, as partes
procuradas sao 2,4 e 3, 6.

Exercicio 3.40. Use o Teorema de Thales para responder as sequintes questoes.

1. Divida 20 em partes diretamente proporcionais a 2, 3, 4 e 5.

2. Divida 15 em partes inversamente proporcionais a 3, 4 e 5.

Questao 3.41. Como dividir 23 em duas partes, tais que % de uma parte
corresponda a % da outra?

. 3 — 2 _
Resposta: Queremos encontrar valores z e y, tais que x+y = 23ex X £ =

Yy X %. Ou, equivalentemente, valores x e y, tais que x +y =23 e % = % X

Devemos ter
{ r+y = 23

[

8x = 1dy

Multiplicando x +y = 23 por 8, temos 8z + 8y = 184. Substituindo 8x por 15y,
devemos ter 15y + 3y = 184. Ou seja, 23y = 184. Logo, y = 8 e x = 15. O

A questao 3.41 nos leva a seguinte definigao.

Definicao 3.42 (Razoes diretamente e inversamente proporcionais).
Uma razao % € dita ser diretamente proporcional a ¢ e inversamente propor-

b
cional a 5 se ocorre a propor¢ao % =3 X %. Neste caso, dizemos que x e y
sao diretamente proporcionais a a e b e inversamente proporcionais

aced.
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Exercicio 3.43.

1. Divida 20 em partes diretamente proporcionais a 2 e 3 e inversamente
proporcionais a 4 e 5.

2. Divida 15 em partes inversamente proporcionais a 3, 4 e 5.

3. Um carro percorre 140 km com um litro de gasolina. Quantos quilometros
conseguird percorrer com 9 litros.

4. Uma pousada oferece um desconto de 10% para pessoas que fiquem
hospedadas por 3 ou mais dias. Se a diaria custa R$ 75,00, qual o total
obtido em desconto, por quem fica 4 dias?

5. Uma maquina de fazer gelo consegue produzir 32 kg em 6 horas, quantas
horas serao precisas para produzir 800 kg.

6. Um produtor de tomate afirma que a cada 2 kg produzidos, 200 g es-
tragam durante o transporte. O supermercado, para o qual ele fornece,
paga R$1,80 por quilograma, pagando apenas pelo tomate nao estragado.
Se o produtor recebeu R$ 3600,00 quantos quilos de tomate ele enviou
para o supermercado?

7. Um agricultor gasta 10 kg de sementes para semear uma area de 2800 m?.
Mantendo a mesma proporcao, quantos m? poderd semear com 12 kg?

O que é uma grandeza?

Uma grandeza é um valor ou medida associada a um objeto matematico.
Sao exemplos de grandezas: comprimento, altura, area, volume, custo, preco,
velocidade, tempo, quantidade, capacidade de armazenamento de informacao
(byte,MB, GB). Duas grandezas podem ser dependentes uma da outra. Por
exemplo, a velocidade com que um carro percorre uma distancia d depende do
tempo que o carro levou para percorré-la, assim como, o tempo a ser gasto
depende da velocidade e da distancia. Se fixarmos uma distancia, sabemos
que quanto maior for a velocidade do carro, menor serd o tempo preciso para
percorré-la. Neste caso, as grandezas velocidade e tempo sao grandezas in-
versamente proporcionais: o aumento do valor de uma acarreta na redu¢do
do valor da outra. Por outro lado, se fixamos o valor de um dos lados de um
retangulo, a area depende da altura e quanto maior for a altura, maior sera area
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do retangulo obtido. Neste caso, area e altura sao grandezas diretamentes
proporcionais: o aumento do valor de uma, acarreta o aumento do valor da
outra.

3.4.2 Regra de trés simples e composta

Considere um paralelepipedo de largura x, comprimento y e altura z. Sabe-
mos que o volume do paralelepipedo ¢é igual a area da base vezes a altura. Logo,
o volume depende das dimensdes z, y e z. Vamos escrever 9(P) = f(x,y, z)
para expressar esta dependéncia (16-se: ¥(P) é fungao de z,y e z). Se fixar-
mos duas das dimensoes, percebemos que o volume é diretamente proporcional
a cada uma das dimensoes.

T

Figura 3.22: Paralelepipedo de largura x, comprimento y e altura z.

Vejamos outro exemplo: a velocidade de um automodvel depende da distancia
e do tempo. Vamos escrever ¥ = f(d,t) para expressar esta dependéncia. Se
fixarmos a distancia, quanto maior for o tempo, menor sera a velocidade de-
senvolvida pelo automével. Se fixarmos o tempo, quanto maior for a distancia,
maior serd a velocidade. Nosso interesse é calcular a expressao da funcao que
relaciona grandezas direta e inversamente proporcionais.

Definicao 3.44. Sejam x,a,b grandezas dependentes e seja f(a,b) a fungao
que expressa a dependéncia de x com respeito as demais grandezas. Dize-
mos que x € diretamente proporcional & grandeza a (respectivamente b) se
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ao fixarmos b temos x = a x f(1,b) (respectivamente, ao fixrarmos a temos
x =0b x f(a,1)). Dizemos que x € inversamente proporcional & grandeza a
(respectivamente b) se ao fizarmos b temos © = é x f(1,b) (respectivamente,
ao fitarmos a temos x = § x f(a,1)).

A Definigao para o caso com mais uma ou mais grandeza é analoga.

Observagao 7. As notagoes f(a,1) e f(1,b) denotam, respectivamente, a
relagao obtida quando b =1 e quando a = 1.

Uma funcao pode ser diretamente proporcional a uma das variaveis e in-
versamente proporcional a outra. Quando a dependéncia de x em fungao das
outras grandezas é diretamente ou inversamente proporcional, entao a fungao
que expressa esta relacao fica completamente determinada se conhecemos o
valor que assume quando as outras grandezas tém valor conhecido.

De fato, se z = f(a,b) e x é diretamente proporcional a a e inversamente

a

proporcional a b, entdo temos x = § x f(1,1). Note que f(1,1) representa o
valor obtido quando a = b = 1.

Exemplo 3.45. Uma torneira semi-aberta tem uma vazao de 6 litros d’dgua
por hora. Quantos litros esta torneira ird deixar vazar, se permanecer semi-
aberta durante 10 horas?

Resposta: Todos nds sabemos resolver este problema. Mas vejamos como
ele pode ser entendido usando as definigoes acima. A quantidade de agua que
vaza depende do tempo que a torneira fica aberta. Seja ¢ a quantidade e t o
tempo. Temos

q= f(t).

Como a vazdo é diretamente proporcional ao tempo, devemos ter ¢ =t x f(1).
Como em uma hora vazam 6 litros, temos f(1) = 6. Logo,

q=06 x t.
Portanto, para ¢t = 10 teremos ¢ = 60 litros. O

Exemplo 3.46. Vejamos como podemos calcular a férmula para o volume de
um paralelepipedo. Temos J(P) = f(x,y,z). Como o volume é diretamente
proporcional a x y e z temos:

HP)=z xy xz x f(1,1,1).
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Como um paralelepipedo, de lados iguais a 1, tem volume igual a uma unidade,
temos f(1,1,1) = 1. Logo,

HP)=z Xy Xz

Exemplo 3.47. 10 homens, trabalhando 6 horas por dia, constroem um muro
de 100 m? em 8 dias. Em quantos dias estes 10 homens construirGo um muro
de 200 m?, se trabalharem 8 horas por dia no mesmo ritmo?

Resposta: A quantidade d de dias depende da quantidade p de homens,
da area a do muro e das horas h trabalhadas por dia. Logo, podemos escrever

d= f(p,h,a).

Sabemos que 8 = f(10,6,100). Por outro lado, d é inversamente proporcional
a p, pois quanto mais homens trabalharem, menor serd a quantidade de dias
necessarios para construir o mesmo muro. A grandeza d é inversamente propor-
cional ao numero de horas trabalhadas, pois quanto mais horas trabalharem,
menor a quantidade de dias necessarios para construir o mesmo muro, e d é
diretamente proporcional a drea do muro. Logo,

1 1

d=—-x—-xax f(1,1,1).
L ax f(LLY)
Portanto, para p =10, h =6, a=100e d =8 temos:

1 1
JE— >< p—
10 6

8= x 100 x f(1,1,1).

Logo, f(1,1,1) = %. Conseqiientemente, temos

1 1 24
d=—-X—Xa X —.
p h 5

Em particular, para p = 10,h = 8 e a = 200 temos:

1 1 24
d=—x=-x2 — =12.
10 X 3 x 200 x 5
O ntmero de dias necessérios sera igual a 12. O

Exercicio 3.48. Para cada caso a sequir, encontre a funcao que expressa a
dependéncia entre as grandezas e responda o que for pedido.
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. Se 10 kg de feijao custam R$ 2,20, quanto custarao 13 kg?

. Uma quantia de R$20.000,00 foi emprestada a uma taxa de 5% ao més. Se

0s juros pagos no final do empréstimo foram R$1.800,00, quantos meses
durou o empréstimo?

. Dez robos idénticos, trabalhando 10 horas por dia, durante 30 dias, con-

seguem produzir 3000 pecas de carro. Quantas pegas serao produzidas
por 15 robos, iguais aos 10 primeiros, se trabalharem 12 horas por dia,
durante 32 dias, mantendo a mesma velocidade de produgao?

. Uma empresa distribui, igualmente entre seus funcionarios, um certo per-

centual do seu lucro anual . Em 2005, se fosse distribuido 15% do lucro
entre os 1000 funciondrios, cada funciondrio receberia R$ 900, 00. Quanto
receberia cada funciondrio, se a empresa distribuisse 12% do mesmo lucro
anual e o numero de funcionarios aumentasse para 12007



Capitulo 4

Numeros irracionais

No capitulo anterior, vimos que cada dizima corresponde a um ntmero
racional e vice-versa, todo nimero racional é uma dizima (simples ou periddica).
Além disto, é possivel representar, ordenadamente, os nimeros racionais como
pontos de uma reta. Mais ainda, a um ntimero racional positivo  corresponde
a distancia medida entre o ponto que representa o zero e o ponto que representa

a

a " _ o
b Enquanto que, ao seu oposto aditivo, - corresponde o ponto em posicao
simétrica com respeito ao zero, conforme representado na figura abaixo:
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Figura 4.1: Representacao de niimeros racionais na reta

Surge entao a seguinte pergunta.

Questao 4.1. O comprimento de um segmento de reta € sempre um numero
racional?

51
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Resposta: NAO! O comprimento de um segmento nao é sempre um
ndmero racional. Existem segmentos cujos comprimentos nao podem ser ex-
pressos como um numero racional. Vejamos o exemplo a seguir.

4.1 Quanto mede isto?
Exemplo 4.2. Considere o retingulo ACFD e os pontos B e E, tais que

AB = AD = BC =1, BE||AD e AE = BF = x. Os triingulos ADE, ABE,
BCF e BEF sao triangulos retangulos congruentes.

Figura 4.2: AB=AD=BC =1, AE=BF=z,2>2=2,e PQ=QR=r=.

Podemos construir um quadrado PQRS, cujas diagonais se intersectam no
ponto M, de forma que os triangulos retangulos

ADE, ABE, BCF, BEF, PMQ, PMS, QMR, e SMR

sao congruentes e, além disto, PQ = QR = x.

Por outro lado, o retangulo ACFD tem drea 2 e o quadrado PQRS tem
drea x2. Logo, o quadrado do comprimento do segmento AE ¢ igual a 2. Como
ndo existe nimero racional cujo quadrado € 2, concluimos que x = /2 nao é
um numero racional. 0

Propriedade 4.3 (v/2 ndo é racional). Se p e ¢ sio nimeros naturais dife-
rentes de zero entdo (%)2 # 2.
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Demonstragao. De fato, como todo niimero racional nao-nulo pode ser escrito
na forma §, com M DC(p,q) =1, podemos supor que M DC(p,q) = 1.

Suponha que 2 x £ = 2. Neste caso, deverfamos ter p? = 2¢%. Como 2

é um numero primo, isto nos levaria a concluir que p é um multiplo de 2.
Assim, poderiamos escrever p = 2x, para algum z natural e diferente de zero.
Portanto, terfamos p? = 422 = 2¢%. Ou seja, ¢> = 222 e, conseqiientemente, ¢
seria um miltiplo de 2. O que nos leva a um absurdo, pois isto significa que
existiria um ndmero natural y, tal que 2y = M DC(p, q) = 1. Logo, se p e ¢ s@o
niimeros naturais diferentes de zero, entao (%)2 # 2. O

4.2 O que é um niumero irracional?
Um nidmero irracional é um nimero decimal

251 a2 a3 On . .~
o+ —+-—=S+-—=+---+—+-- veja definicao 3.27
10 ' 102 " 103 10 (vej ¢ )
que nao é uma dizima periddica. Ou seja, um nimero decimal que nao
pode ser escrito como uma fracao % em que x é um numero inteiro e y um

numero natural.

Definicao 4.4. O conjunto dos niumeros reais € o conjunto formado por todos
os numeros decimais. Ou seja, € o conjunto dos numeros que correspondem a
comprimentos de segmentos de reta, dos seus opostos aditivos e do zero. Um
numero real pode ser racional ou irracional.

Um numero irracional que corresponde ao comprimento de um segmento de
reta, iniciando no ponto zero, é dito ser um irracional positivo. O seu oposto
aditivo corresponde ao ponto da reta obtido de forma que o zero seja o ponto
médio do segmento, e é dito ser um irracional negativo. De forma anéloga,
definimos o que é um nimero racional positivo e o que é um numero racional
negativo.

S

_\/5 _}

1
L]
_3 =13 0 1
2 10

Sl
[\Sl[S)

Figura 4.3: Representacao na reta de V2 e seu oposto aditivo V2.
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No exemplo 4.2, vimos que v/2 corresponde ao comprimento de um segmento
de reta e nao é um numero racional. De fato, v/2 é um ntimero irracional. v/2
nao é uma dizima periddica, pois nao é racional, e seu valor aproximado, com
30 casas decimais, é 1.4142135623730950488016887242097.

Outro exemplo de nimero irracional é o niimero 7. O nimero irracional 7
corresponde a metade do comprimento de uma circunferéncia de raio igual a 1.
Um valor, aproximado para m, é
3,141592653897932384626433.

Os nimeros {/p (raiz n-ésima de um nimero primo p) também sao irra-

cionais: \3/5, \4/5, \/5, \(73, entre outros.

4.3 Aritmética dos Numeros irracionais

Vimos que a soma e produto de nimeros racionais sempre resulta em um
numero racional. Tal propriedade nao é verdadeira para nimeros irracionais.
Por exemplo, \/5 el — \/5 sao numeros irracionais, mas \/5 X \/5 =2e
1—+/24+1/2 = 1 sdo ntimeros racionais. A soma e produto de dois ntimeros de-
cimais ainda é um ntmero decimal, de forma que podemos somar e multiplicar
ndmeros irracionais. Podemos entender o que significa somar dois nimeros
reais, apelando para a representacao na reta e usando a nogao de translacao,
COIMO a seguir.

Definicao 4.5 (Soma de numeros reais). Sejam w e § nidmeros reais.
Sejam OW e OV os segmentos de reta determinados, respectivamente, por w
e .

1. Se w e ¥ sdo ambos positivos, entao a soma w + ¥ corresponde ao ponto

S a direita de W, tal que WS = OV.

2. Se ambos sao negativos, entdo a soma w + ¥ € o simétrico da soma dos
opostos aditivos de w e V.

3. Se um deles é negativo, digamos w < 0, e o outro € positivo, entao a soma
w + 9 corresponde ao ponto S a esquerda de V, tal que SV = OW

4.3.1 Representando o produto de irracionais

A soma e produto de numeros reais tém as mesmas propriedades que a
soma e produto dos nimeros racionais (veja propriedades 3.13 e 3.15). A
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V23 VI V23 Vi V2B

3 0V3—v2 V2

Figura 4.4: Representagao na reta da soma de irracionais.

representagao do produto de dois numeros reais pode ser feita utilizando o
Teorema de Thales. Em particular, podemos utilizd-lo também para determinar
o inverso de um numero real. Ilustraremos no exemplo 4.6 como determinar o
inverso de um ntmero real positivo, assim como, o produto de dois ntimeros
reais positivos, no exemplo 4.7. (Para os casos envolvendo niimeros negativos,
podemos considerar o oposto de cada nimero negativo e aplicar o método,
obtendo assim o oposto do inverso ou do produto).

4.3.2 Qual o inverso de /27

De um modo geral, para encontrar o inverso de um ntimero real positivo x,
procedemos da seguinte forma:

e Tracamos uma reta ¢ e marcamos o ponto O, correspondente ao zero, e
depois os pontos A e B correspondentes, respectivamente, a 1 e x.

e Tracamos, pelo ponto O, uma reta s perpendicular a reta ¢ e marcamos
o ponto P correspondente a 1.

e Tracamos o segmento PB e a reta paralela a PB que passa por A e
marcamos o ponto de intersecao com s. Chamemos este ponto de I.

e Temos que OI é o inverso de x.

Observagao 8. Observe que se 0 < x < 1, entao 1 < %, enquanto que,
se l<ux, ent500<%<1.
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s s
I
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I
1 T
0 A B ! 0 T A ¢

Figura 4.5: Representacdo do inversode z: OP=0A=1eOI =1,

T

. . . . V3
Exemplo 4.6. Sabemos, pela propriedade de razdo, que o inverso de /2 é 5=

A figura 4.6 mostra a representacio na reta do inverso de \/2, obtido como
descrito no pardgrafo acima.

1

NG
2 \

0 1 a2 ¢ )

Figura 4.6: Representagao na reta de 7

De forma analoga ao que foi feito para representar o inverso de um nimero
real, podemos representar na reta o produto de dois niimeros reais positivos.

4.3.3 Qual o produto de v2 por /3?7

De um modo geral, para encontrar o produto de dois ntimeros reais positivos
x e y, procedemos da seguinte forma:
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e Tracamos uma reta ¢ e marcamos o ponto O, correspondente ao zero, e
depois os pontos A e B correspondentes, respectivamente, a 1 e y.

e Tracamos, pelo ponto O, uma reta s perpendicular a reta ¢ e marcamos
o ponto C correspondente a x.

e Tracamos o segmento C'A e a reta paralela a C'A que passa por y e
marcamos o ponto de intersecao com s. Chamemos este ponto de P.

e Temos que OP ¢ o produto de = por y.

P
C

1\
0 AB ¢

Figura 4.7: Representacao do produto de ntmeros reais: OA =1, OB =y,
OC =xze OP = zy.
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Exemplo 4.7. Sabemos que /2 e \/3 sio os nimeros reais positivos cujos
quadrados sao, respectivamente, 2 e 8. Desta forma (v/2 x v/3)2 =2 x 3 =6.
Logo, V2 x /3 = V6. Na figura 4.8 representamos \/6, utilizando a mesma

notacdo do método descrito acima, onde:

OA =1, OB = /2, 0C=+vV3 e OP=+6.

PR

0 1y2 ¢
Figura 4.8: Representacio de v2 x v/3 = /6.

Existem fragoes de irracionais?

Resposta: Sim. Podemos construir fragdes cujos numeradores e os deno-
minadores sdo ndmeros irracionais. A necessidade de considerar fragoes desta
natureza surge naturalmente com a necessidade de comparar nimeros reais.

Exemplo 4.8. Na figura 4.9, a razao entre a drea do circulo e a drea do
quadrado € igual a 7.

De fato, suponha que o circulo tenha raio de comprimento r. Neste caso, 0s
lados do quadrado tém comprimento 2r. A drea de um circulo de raio r € igual
a m? e a drea do quadrado serd 4r%. Logo, a razio (divisio) entre os mimeros
reais ©r? e 4r? € igual a ZTTj =7

De um modo geral, se ¢ é um ntimero real positivo, entendemos uma razao
% entre os nimeros reais w e 1, como sendo o niimero real que multiplicado por
¥ resulta em w. As regras para soma, produto, subtracdo, divisdo e comparagao
de fracoes de nuimeros reais sao iguais as regras para numeros racionais.
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D
N

Figura 4.9: A drea cinza representa 7 da 4rea do quadrado

Exercicio 4.9. Encontre para cada razao abaixo, uma razdo equivalente que
tenha como denominador um nimero natural positivo.

V3

L. V2

9 —1

T V2-V3
1

3

Quantos irracionais existem 7

Existem infinitos ntmeros irracionais. Para ser mais exato, se 7 é um
numero racional e w é irracional, entao r + w ¢é irracional.

Propriedade 4.10. Se r € um numero racional e w € irracional, entdo r + w
€ irracional.

Demonstragao. Suponha que r = ¢ seja racional e que w + r fosse racional.

Digamos w + § = % em que % é um numero racional. Neste caso, nds terfamos
w = % — 7. Uma vez que a subtragao de niimeros racionais ¢ um ntimero
racional, w = % — %, nos levaria a concluir que w é racional. Um absurdo!
Logo, se r é um nimero racional e w ¢ irracional, entao r 4+ w ¢ irracional. O

Uma conseqiiéncia da propriedade acima, é que podemos construir uma
infinidade de numeros irracionais. Para isto basta ,por exemplo, considerar as
somas n + v/2 com n € N.

V2, 14V2, 24V2, 3+V2,....n+V2,...

Exemplo 4.11 (Para N2 e N3). O logaritmo de 2 na base 10 é um nimero
irracional.



60 CAPITULO 4. NUMEROS IRRACIONAIS

De fato, se log2 fosse racional, teriamos log2 = ¢, em que a € Z e b €
N—{0}. Desta forma, teriamos 2 = 10%. Elevando ambos os lados da igualdade
a b teriamos: 2° = 10® = 2%5%. Como b é um niimero natural, diferente de zero,
20 ¢ wm naimero natural maior que 1. Por outro lado, a iqualdade 2° = 295°
nos diz que 5 divide 2°. Um absurdo, pois os divisores de 2° sdo poténcias de
2. Logo, log2 nao pode ser racional (lembre-se que log2 é um nimero real) e
portanto € irracional.

Exercicio 4.12. Mostre que os segquintes numeros reais $Go irracionais.
1. V3
2. V5

3. V6 (Dica: Veja a demonstracao de que V2 nao
é racional.)

4. log3 (Dica: Veja a demonstragao de que log?2
ndo é racional.)

5. log21
6. logh

Podemos construir outros exemplos de niimeros irracionais por meio da
radiciagao de ntimeros naturais.

Definicao 4.13 (Radiciagdo). Dados um nidmero natural n e um racional

%, a raiz n-ésima de ¢ € o numero real nao-negativo y, tal que y* = x. Neste

Caso, escrevemos T\L/% em lugar de y.

A raiz n-ésima de um racional pode ser um numero racional, mas também
pode ser irracional. Por exemplo, temos que:

1. /8 =2 pois 2% = 8.

2. l:gpoisﬁx 2 V2° 2 _

— 1
2 2 2 T 22 1 2"

3. /5 nfo é um ndmero racional.

De fato, se v/5 fosse racional, deverfamos ter (v/5) = £ em que M DC(a,b) =

1. Portanto, 5 = (%)4 = ‘;—j Ou seja, 5b* = a* e, conseqiientemente, como
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5 é ntimero primo e a* e b* sdo niimeros inteiros, temos que 5 divide a* e
portanto divide a. Logo, existe um inteiro u tal que a = 5u. Substituindo
a* por (5u)*, teremos 5*u* = 5b%. Dividindo por 5, teremos 5%u* = b* e
portanto, pelo mesmo raciocinio, 5 divide b. O que los leva a concluir que
MDC(a,b) é um multiplo inteiro de 5. Um absurdo pois, M DC(a,b) = 1.

Exercicio 4.14. Mostre que os numeros abaizo sao irracionais:

1. 32
2. /2

A estratégia utilizada acima, para mostrar que v/5 é irracional, pode ser
generalizada se respondermos a seguinte questao.

Questao 4.15. Dado um nimero racional nao-nulo 3, em sua forma irre-
dutivel, e um natural positivo n, quais sao os racionais x, tais que x" = 37

Resposta: A expressiao 2™ = { é equivalente a expressao bx™ = a. Suponha
que um racional irredutivel £ satisfaga a condigao. Teremos:

(2 =3
c" a
b
bc™ ad”

Logo, temos que ¢ divide ad™ e d divide bc™. Uma vez que M DC(c,d) =

1 temos, obrigatoriamente, que M DC/(c,d"™) = MDC(c",d) = 1. Portanto

concluimos que c¢ divide a e d divide b. Ou seja, se existirem ntmeros racionais,
a

tais que " = ¢, entao devem ser fragoes cujos numeradores sao divisores
inteiros de a e os denominadores sao divisores inteiros de b. O

Exemplo 4.16. Vejamos os casos a sequir.

1. Ndo existem nimeros racionais x € Q, tais que x> = 5. De fato, 5 = %,
os divisores inteiros de 5 sao {—5,—1,1,5} e os divisores inteiros de 1
sao {—1,1}. De acordo com a questao 4.15, os candidatos a satisfazerem
a condicdo $Go {_75, _Tl, %, %} e nenhum deles satisfaz a condicdo x2 = 5.
Logo, ndo existem nimeros racionais x € Q, tais que x> = 5. (conclusdo:
como (V/5)? =5 temos que \/5 € irracional.)
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2. V6 € irracional. De fato, ndio existem racionais = tais que x> = 6. Pois,
os divisores inteiros de 6 sdo {—6,—3,—2,1,2,3,6} e nenhum deles satis-
faz a condicio x*> = 6. Concluimos que \/6 € irracional, pois (\/6)2 = 6.

3. V2 + /3 é irracional. De fato, se V2 + V3 fosse racional, digamos
r =24 /3 entdo, elevando ao quadrado, teriamos

r? = (V2437 = (V2> +2v2V3+ (V3> =2+2V6+3
Portanto,
r2—5=2v6

ou seja,
r? -5
2

= /6. EPANI

Ser = ¢ for racional (a € Z e b € N—{0}) , entdo T22_5 = @y

2
2— 2 ’ ’ . ~ .
e Qb‘;’b ¢ uwm nidmero racional. Logo, ndo pode ser igual a /6. Portanto,

V2 4+ /3 ndo é racional.

Exercicio 4.17. Mostre que 0s numeros reais a Sequir SGo irracionais:
1. V15
2. V3+5
1
3. 7

Exercicio 4.18. Seja w um niumero irracional e seja r um numero racional
nao-nulo. Mostre que 0s numeros a sequir sGo irracionais:

1. r X w

2. ¢

>
€=
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4.3.4 Aproximando um nimero irracional por um ntimero
racional

Dado um nimero irracional w e um nimero natural n > 1, sempre podemos
encontrar um numero racional %, tal que

x 1
I<w——< —.
y 10m
De fato, temos
a2 a3 Qi
w= a+1—0+1—02+1—03+m+ﬁ+m , emqueac€Z eapas,...€{0,1,2,...,9}
Considere o o o o
— @, %2 . n
B TRETERETE o
Neste caso, temos
€ _ Q1 Q42 Qn+3 Qo 1
T T R e i A T T T
pois, multiplicando ﬁ)’;ﬁ + ﬁ;;fg + fxo’;ﬁ% 4+ 4 ﬁ)ﬁ;ﬁi + -+ por 10", temos
Qp 41 Qp 42 Qn 43 ptr
<=0, apr10nioq .<1
00 "0z Taee Tt o 1 fn2fnts

O

Observagao 9. De forma andloga ao que foi feito acima, dado um numero
wrracional w e um numero naturaln > 1, sempre podemos encontrar um niumero
N C
racional 5, tal que
c 1
0<-—w < —.
d 107
. . 1+a
c @y oy 4 ooy oy i1
Jf’am isto, basta observar que s=a+F+iE T + S > w. De
ato,

Up42 + Un43 4t Ay

.
100 102 101~

10"+ x (w— 2) - 14

1 1
Logo,g—w<W<W.
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Exemplo 4.19. Sabendo-se que uma aprozimacio para v/2 com 9 casas deci-
mais corretas € dada por 1.414213562 temos:

V2o < 5
V-1 < e
V2-fm < 1w
V2—Tom < mom
\/5* 11401040201 < #
-v2 < %
w-v2 < w
fm—VvV2 < w
e V2 <
-2 <

4.3.5 Calculando aproximacées para Vb

No exemplo 4.19 afirmamos que uma aproximacio para /2 com 9 casas
decimais corretas é dada por 1.414213562. Se queremos uma aproximagao com
poucas casas decimais corretas (duas ou trés!), podemos encontri-la da seguinte
forma:

e Identificamos o maior inteiro positivo cujo quadrado é menor ou igual a
dois. Neste caso, 1.

e Como 12 < 2, testamos o nimero decimal 1,1. Neste caso, temos (1 +
1V2 _ 12, 2 1o 121 _
15)° =1+ 15+ 155 = 155 = 1, 21

e Como 1,21 < 2, podemos aumentar o valor da primeira casa decimal e
testamos 1, 2. Neste caso, temos (1, 2)2 =1,44.

e Para 1,5 ja obtivemos que (1,5)% = 2,25 e este valor é maior que dois.
Sendo assim, temos que 1,4 < v/2 < 1,5. Logo, a aproximacao deve ter
a primeira casa decimal igual a 4.
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e Passamos entao para a segunda casa decimal e repetimos o processo:
(1,41)%2 = 1,9881 e (1,42)% = 2,0164. Neste caso, obtemos
1,41 < V2 < 1,42.

e Podemos repetir o processo até obter a aproximacao com o ntmero de
casas decimais corretas desejadas.

Como podemos encontrar uma aproximacao melhor sem ter que fazer tantas
contas? (sem o uso de calculadoral!ll)

Vamos analisar o caso geral:

Se x é um numero real maior que zero e n é um numero racional positivo
que estd “proximo”de z (escreve-se n & x ), entdo x + n estd “préximo”de 2n.
Logo, multiplicando por x — n concluimos que:

2?2 —n? = (z4n)(z —n) = 2n(z —n).

Dividindo por 2n, obtemos que

— +n=xu
2n
O argumento acima nos permite calcular raizes aproximadas. Por exemplo,

para calcular uma aproximacao para v/2 procedemos da seguinte forma. Subs-

2 2
tituindo, = por v/2 e n por 1, temos que: V2 & (@% +1= % Desta forma,

obtemos uma segunda aproximacéo para v/2.
Repetindo o argumento, usando n = % obtemos:

Vo VDR (3

3
2><2

2—-(2) 3 -1 1
@, 1
3 27 4 73

L3
s

Observe que 12 = 1.416.
Repetindo novamente com a nova aproximacao, isto é, fazendo n = %
temos

V22— (35)? 17 577 4 1 4 2 64
Vin V2 Ug) 1(712) o= =t —+—+ + - :
2X 13 12 408 10 100 ~ 1000 = 10000 = 4080000

Se quiser uma aproximacgao ainda melhor, repita o passo com n = %.

Exercicio 4.20. Encontre uma aproximacdao para os irracionais abaizo, usando

$2—TL2
5 +n~ux:

a exrpressao
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. 5

5

>
=

4.3.6 Nosso amigo Dedekind

Muito embora os matematicos ja utilizassem a nocao de ntimeros inteiros e
racionais desde a antiguidade (200 AC) e a existéncia dos niimeros irracionais
fosse naturalmente sugerida pela geometria, como vimos no exemplo 4.2, foi
somente por volta de 1888 que o alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind for-
malizou a nogao de nimeros inteiros, niimeros racionais e niimeros irracionais.

Dedekind nasceu em 6 de outubro de 1831, na cidade de Braunschweig e
faleceu, na sua cidade natal, em 12 de fevereiro de 1916. Dedekind era o mais
novo dos quatro filhos de Julius Levin Ulrich Dedekind, professor de Direito, que
nasceu em Braunschweig (Brunswick) em 6 de outubro de 1831. Dos sete até os
dezesseis anos, Dedekind estudou no ginésio de sua cidade e nao demonstrava
qualquer evidéncia de seu génio matematico. Gostava inicialmente de Quimica
e Fisica, passando a interessar-se por Matematica por volta dos dezessete anos.
Ingressou na Universidade de Gottingen em 1850 com a idade de dezenove anos.
Recebeu o titulo de doutor em Matemaética em 1852, aos 21 anos de idade. Em
1872 conheceu o matemdtico George Cantor, que lhe apresentou o trabalho
sobre a construcao dos ntmeros reais. Influenciado por Cantor, Dedekind es-
creveu em 1888 o livro “ O que sao e para que servem os numeros”, no
qual apresenta a construcao formal dos numeros inteiros, dos racionais e dos
numeros irracionais. Alguns anos mais tarde, George Cantor apresentou outra
construgao do conjunto dos ndmeros reais (unido do conjunto dos ndmeros
racionais com o conjunto dos nimeros irracionais). Neste trabalho ele mostra
que um segmento de reta tem como comprimento um nimero racional ou um
ntmero irracional e, além disto, mostra que entre dois niimeros reais dis-
tintos, sempre existe um nimero racional.



4.3. ARITMETICA DOS NUMEROS IRRACIONAIS 67

4.3.7 Irracional tao pequeno ou tao grande quanto se
queira

Vimos anteriormente que, fixando um ponto de referéncia sobre uma reta
(ponto zero), a cada nimero real positivo w podemos fazer corresponder um
ponto P sobre a reta, de forma que a distancia ao ponto zero seja exatamente
o valor do nimero w. Além disto, vimos que para cada ntmero natural n o
nimero n + /2 é irracional. Desta forma, quanto maior for o valor de n, mais
distante do zero estard o ponto que representa n + v/2. Portanto, podemos
concluir que existem numeros irracionais tao grandes quanto se queira. Por
outro lado, resta saber se podem existir niimeros irracionais, cuja representacao
na reta seja um segmento tao pequeno quanto se queira.

Questao 4.21. Existe um numero irracional positivo menor que %? Ou
ainda, se n for um numero natural diferente de zero, existe algum irracional

. 19
positivo menor do que 157 7.

Resposta: Sim. Existe uma infinidade de ntmeros irracionais positivos

tao pequenos quanto se queira. Sabemos que % = L e que multiplicar um
nimero racional por um irracional sempre resulta em um ndmero irracional.
Logo, 1(1)” 4 = 2 X‘/fon éirracional. Vamos mostrar que este niimero irracional
é menor do que W' Como /2 < 2 temos que i < 1. Logo, a representacao
decimal de % tem a forma a seguir:
V2 a1 az Qm
—=0+—=+-—=++—+--, emquea,a,...€{0,1,...,9}.
2 10 ' 102 10m ane e, a2 { }
Multiplicando por 10" temos:
\/5 oy e O, 1
—_— =0+ + e < —
2 x 107 10n+t 107 t2 1gmtn 10n

V2

Ou seja, a fracao correspondente a W do segmento cujo comprimento é 5=
é menor do que a correspondente fracao da unidade. De um modo geral, se
w ¢ um irracional positivo, o ntimero 15 também ¢ um ndimero irracional e
sua distancia ao ponto zero é 10" vezes menor do que w. Portanto, podemos
concluir que existe uma infinidade de ntimeros irracionais tao pequenos quanto

se queira pois, quanto maior o valor de n menor serd o nimero 1.
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4.3.8 Irracionais algébricos e transcendentes

Um ntmero real x é dito um ntimero algébrico, se existe um nimero natural
n e n ndmeros racionais ag, a1, g, . . .,an_1, tais que " + an_12" "L + - +
asx® + a1z + ag = 0.

Se b € N é um ntumero natural que nao é um quadrado perfeito, entao os
nimeros da forma v/b sdo nimeros irracionais algébricos. Em geral, pode-se
mostrar que se b é um niimero natural maior do que zero, os niimeros
reais r que satisfazem a condicao x" = b ou sao niimeros inteiros ou
sao irracionais.

Questao 4.22. Como descobrir se um nimero real é algébrico?

Resposta: Provar que um ntimero real é um nimero algébrico pode ser ex-
tremamente simples ou extremamente complicado. Por exemplo, todo ntimero
racional ¢ um nimero algébrico. De fato, se x = 7 entao considerandon =1 e
ag = —3 temos que x+ap = 0. Por outro lado, podemos precisar de argumentos
mais sofisticados para provar que um numero irracional é algébrico.

Exemplo 4.23. /2 + /3 ¢ um irracional algébrico.
De fato, escrevamos x = V2 + /3. Elevando ao quadrado temos, x? =
2
2 + 26 + 3. Isto ¢, xT_5 = /6. Elevando novamente ao quadrado, temos

R 2
(—x ;5> = 6. Ou seja, x* —102% 425 = 24. Portanto, z* — 1022 +1 = 0. Logo,
concluimos que V24+/3 ¢ algébrico.

Exercicio 4.24. Mostre que os numeros a sequir sao algébricos:

1. 1+v2
2,

3. V3-15
‘s

145

1+v5
5. 5

é a constante aurea

O irracional

Um numero real que nao é algébrico é dito ser um numero real transcen-
dente.
Sao exemplos de nimeros transcendentes : 7 e seus multiplos racionais.

Outro exemplo é a constante de Liouville v = - # + # + 10% + 10% +

1 10



Capitulo 5

Fracoes continuas

Um tema interessante ligado aos numeros racionais e irracionais é o das
fragoes continuas. Vamos comecar pelos nimeros racionais.

5.1 Fracoes continuas e nimeros racionais

1. Simplifique as expressoes:

(a) (Resolvido)

1
1+1=2
(b) (Resolvido)
1 1 3
1+ - =1+ 57 %
1+ 1
(¢) (Resolvido - Usando o item anterior)
1 1 )
1+ 1 =1+ g =1+ g = g
1+ —
1+ 1

Agora vocé:

69
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(d) (Usando o item anterior)

1+ — =
1+

(e) (Usando o item anterior)

14 =
1+ 1
14 1
1+ —
1+ 1
2. Voceé consegue perceber a regra de formagao das fragoes do item anterior?

Uma pista: procure o material complementar de divisibilidade, logo no
principio.

3. Simplifique as expressoes

(a)

1+ -=
(b)
1
1+—1:
2+§
(c)
1
1+ T
2+—1
3+Z
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4. Essas fracoes sao chamadas fragoes continuas e temos uma forma com-
pacta de simbolizar:

(a)

1+-=11,2]
(b)
L+ — [1,2,3]
24
T3
()
1
1+ [1,2,3,4]
24—
+3 N
1
(d)
1
[1,1,1,1,1] =1+ -
1
Jr1—1— !
1 1
Jr1

5. Construa a fragao continua e simplifique:

(a) [1,3,2] =
(b) [1,3] =
(c) [1,4,2,3] =
(d) [1,4,2] =
(e) [1,4] =

6. Vamos agora fazer o caminho inverso. Como transformar uma fracao
irredutivel numa fracao continua?
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(a) (Exemplo)

Bem, agora a tultima fragao tem denominador 1 e ji temos nossa
fragao continua.

17
=34+ ——=[3,2,2
5 +2 1 [3,2,2]
3
(b) (Outro exemplo)
38 7 1 1 1
el —=1+—=1 =1 _
TR TRRT| +4 3 +4 1
7 7 "I
1 1
L+ —— =1+ ———=[1,4,23]
4+ = 4+ ——
3 24 1
3

Observe que paramos quando obtivemos uma fragdo com denomi-
nador 1.

Experimente voceé:

©) %=

@ %=

© %=

7. Por motivos que veremos depois, nao gostariamos que nossa seqiiéncia
terminasse pelo nimero 1. Isso pode ser remediado.

Mostre que:

(a) [1,4,2,1] =[1,4,3]
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Solugao:

1
1,4,2,1] =14+ ——— =14 ——=[1,4,3]

(b) [17 3v 57 1} = [L 37 6}
(c) [1,2,2,1] =11,2,3]
(d) [1,1,1,1,1,1]=[1,1,1,1,2]
8. Volte ao item 6. Se vocé prestou atencao no que fazia, reparou que as
operacoes sao equivalentes ao Algoritmo de Euclides da primeira apostila.

Nao é de admirar que sempre cheguemos numa fragao de denominador 1.
Vejamos no exemplo do item 6(a).

(a) Compare

com

Quociente 3 2
2

171 5

Resto 2 1

A seqiiéncia [3, 2, 2] aparece naturalmente, pois as operagoes feitas
foram exatamente as mesmas do Algoritmo de Euclides.

(b) Compare

38—1+771+171+ ! =1+ L
31 31 31 A 3 A 1
7 t7 T
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14 ——=1+—=1[1,4,2,3

com

Quociente ]_ 4 2

38|31 | 7 3

Resto 7 3 1

Verifique agora para os outros itens:

(©) %=

@ %=

€ %=

9. Otimo! Podemos fazer o caminho inverso do Algoritmo de Euclides e nos
pouparemos das contas delicadas com fragoes. Vejamos:

(a)
[1,4,3,2,2] =1+ -
4
* 1
34—

2+1
2

Isso poderia ser bem chato! Mas agora podemos reconstruir o Al-
goritmo de Euclides correspondente. Lembre-se que sao fragoes ir-
redutiveis, logo o ultimo resto (que é o mdc entre o numerador e o
denominador) é sempre 1. Vejamos:

1141312
2|1
2x241=5
1141312
5121
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3x5+2=17

114132
171521

4x17+5=173

114 (3]2
3117|521

1x73+17=90

114132
90|73 |17 (521

A fracao procurada é:

1 90
[174a372a2]:1+7:
4+

(b) Um exemplo mais simples:

[1,3,2,5] =1+

Usando nosso método:

38 111|151

75
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11312
49 138 |11 15 |1

1 49
1.3.25| =14 —— = =
[1,3,2,5] +3+ - 2

1

94
+5

Agora voceés.

Qual a fracao reduzida que corresponde a:
(c) [1,2,3,2]
(d) [1,4,3,7]
(e) [1,1,1,2]

10. ATENCAO: Se a representacio terminar em 1, usamos o exercicio 7.

(a) Exemplo: [1,1,1,1,1,1]=[1,1,1,1,2]
1 1|1

| =
[N
—

13

[1,1,1,1,1,1] =[1,1,1,1,2] = 2
Agora voces:
(b) [2,1,3,1] =
(c) [1,1,2,1] =
(d) 4,5,1,1] =
11. Observe que podemos usar o Algoritmo de Euclides para produzir a fracao
continua. Nosso trabalho ficou decididamente mais facil.

(a) Construir a fragdo continua correspondente a .

Quociente 3 2
17| 5 2

Resto 2 1
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O que nos da:
17

1
— =3+ —=[3,2,2
5 T =B22

94 =
Jr2

Agora vocés. Construir a fragad continua correspondente a:
(b)
()
(d)
()

ZI& s~ Sls

12. Vamos usar uma propriedade interessante das fragbes continuas para re-
solver equagoes diofantinas (vide material complementar de divisibilida-
de).

(a) Exemplo: Vamos comparar [1,3,2] com [1, 3].

9
1,3,2] = =
1,3,2)= 2

L3 =3

Lembre-se que para comparar as fragoes teriamos de igualar os de-
nominadores, etc .... Mas também, podemos compara-las multipli-
cando o numerador de uma pelo denominador de outra.
3x9=27e4dx7=28

A diferenca é 1. Lembre-se que uma das etapas da resolucao de
equagoes diofantinas exigia que se encontrasse uma maneira de ” pro-
duzir”o valor 1, a partir de dois ntimeros primos entre si. Bem, esta
feito; para produzir o niimero 1, a partir de 7 e 9, fazemos:

3x9—-4x7=1

Serd coincidéncia?
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(b) Comparemos [1,3,2,5] com [1,3, 2]

[1,3,2] =

C/O|»-l> ~ | ©
| o

[173’ 27 5} =

49xT7-38x9=1

Funciona! Nao provaremos esse fato, que é uma conseqiiéncia dos
algoritmos que estamos utilizando. Mas vocé pode testar.

A seguir, alguns exemplos, mas vocé pode inventar os seus.
Compare:

[1,2] com [1,2,4]

1,2, 4] com [1,2,4,5]
1,2, 4] com [1,2,4, 3]
[1,2,4] com [1,2,4,2]

(c)
(d)
(e)
(f)
13. Encontre dois nimeros inteiros a e b tais que
a-25+b-17=1
Observe que isso s6 serd possivel pois o mdc(17,25) = 1.
25
17

1|2
25178

O que nos da:

25

1
1,2,8] =1+ ——
17 =128 + 1

94 =
Jr8
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Basta agora calcular: [1,2] = 2 .

Pronto:
3x17=51e2 x 25=>502
a=—2eb=23.

Dados x e y encontre niimeros inteiros a e b tais que a-x+b-y =1

5.2 Fracgoes continuas e nimeros irracionais

Vamos agora tentar expressar niimeros irracionais como fracoes continuas.
Ja sabemos que isso nao serd possivel de forma finita usando s6 niimeros
racionais. Teremos que recorrer a fragdes continuas de representacao
infinita.

1
a) Mostre que vV2 =1+ ——
(a) q T/

Solugao: Observe que:

1
(ﬁ—l)(ﬁﬂ):l@\/i—l:ﬁH@ﬁ:HHﬁ
(b) Mostre que

1
Vol —1

1
2+ ——
1++2

Sugestao: Use o item anterior e substitua V2 do lado direito por

T+ —
14++v2
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(¢) Mostre que

24+ ——
1++2

Pela lei de formagao desta fracao continua, percebemos que, desprezando
a tltima fracdo, podemos ir aproximando v/2 por

3
1,2] =2
2=

7
1.2,2| = =
12.2=]

1
1,2,2,2] = =

12

29

1,2,2.2.2| = —

[’7’7} 17

Construa as fracoes e, usando uma maquina de calcular, verifique que
efetivamente vamos nos aproximando de V2.

Nao é sempre simples encontrar a representagao em forma de fragao
continua de um numero irracional. Mas todos os chamados nimeros
algébricos, isto é, que sao solucao de uma equacao polinomial de coefi-
cientes racionais, tém uma representagao periédica como funcao continua
infinita.

Podemos usar a notagao:
V2=11,2,2,.. ] =[1,2]

O leitor interessado pode encontrar um método geral no artigo ”Um pro-
cesso finito para a raiz quadrada”de José Paulo Q. Carneiro na Revista
do Professor de Matematica, nimero 34, pagina 36.

Um fato interessante é que os numeros que nao sao quadrados perfeitos
(isto é, ndo sdo quadrados de nimeros inteiros) ndo tém representacao
decimal finita, nem podem ser representados por uma fracao. Mas, em se
tratando de fragoes continuas, isso é sempre possivel, embora possa ser
por vezes um pouco complicado.
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Exemplos:

V2=11,2,2,2,..]=[1,2]

V3=11,1,2,1,2,..] =[1,1,2]
VE=1[2,4,4,4,..] = [2,4

V6 =12,2,4,2,4,2,4,..]=[2,2,4]
VT=12,1,1,1,4,1,1,1,4,.. ] = [2,1,1,1, 4]

V8 =1[2,1,4,1,4,..] =[2,1,4]

V10 = [3,6,6,6,...] = [3,6]
V31=15,1,1,3,5,3,1,1,10,.. ] = [5,1,1, 3,5,3, 1, 1, 10]

Aparentemente, alguns sdo mais simples do que outros.

No caso dos quadrados perfeitos +1, a representagao é bem mais sim-

plificada. J& vimos o exemplo de v/2 = [1,2,2,2,...] = [1,2]. Vamos
examinar v/5.

1
16. Mostre que V5 =2+ ——— .
a 2++5

Solucao: Observe que:

1 1
(f—2)(\/5+2)=1<:>\/5—2=m<:>\/5=2+m.

Deixamos ao leitor prosseguir da mesma forma como fizemos com /2.
De forma andloga, chegamos ao resultado:
V5 =12,4,4,4,..] = [2,4].
17. Mostre que \/m =c+ ; .
c+Ve+1
Sugestao: Adapte o item anterior com ¢ no lugar do 2 e ¢ + 1 no lugar
do 5.

Chegue a conclusao que:
Ve2+1=[e,2-¢,2-¢,2¢,..]=[c,2-|.

Encontre a representacao de

(@) VTT =
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18. Podemos aproximar v/3 por
[1,1]=2
[1,1,2] =
[1? 17 2? 1] =
1,1,2,1,2] =
[1,1,2,1,2,1] =

Construa as fracoes e, usando uma maquina de calcular, verifique que
efetivamente vamos nos aproximando de V2.

19. Voltando ao inicio.

Nossa primeira atividade foi calcular os valores de:

1
L1=1+7=2

1 1 3
Ll =1+ ——=1+5=1%
1+ 7
[LLLH=1+——i——=1+é=1+g:§
1 3 373
1 —
1+
1 8
LLLLY =1+ ————=¢
1+ :
1+ —
1+ 7
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1,1,1,1,1,1] = 1 + ==
1+
1+

1+1
1

A esta altura vocé deveria ter desconfiado. As fragdes expressam as
relagoes entre niimeros consecutivos da série de Fibonacci:

1,2,3,5,8,13,21,34,...
Podemos escrever os numeros apresentados sob a forma peridédica:

1,111, ) = [1,T)
Mas que numero esta sendo aproximado por esta série?

Tentemos usar a mesma idéia que usamos para v/2:

1
r=1+—
x

1
14=
x

Essas equacgbes mostram que a substituicao de x, a partir da primeira
equagao, resulta na seqiiéncia periédica:

z=[1,1,1,1,..]
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20.

CAPITULO 5. FRACOES CONTINUAS
Usando a primeira equac¢ao obtemos:

1 2
r=1+-z"-2-1=0
x

A raiz positiva é 1+2\/g , que é um dos numeros mais estudados da

Matematica. Este é o numero ¢, a razao Aurea.

Mostramos (sem demonstrar) assim que a razao entre membros sucessivos
da série de Fibonacci aproxima-se da razao aurea.

Apenas como informagao, é sabido que todos os nimeros admitem uma
representagao por fragoes continuas, mas nem sempre elas serao perioédicas.
Dois exemplos sao o nimero 7 e 0 nimero e.

T =1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13,1,4,2, ..

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,16,1,1,18,1,1,20, 1, .. ].



Apeéndice A

Problemas interessantes

A.1 O problema dos 35 camelos

Este problema aparece no livro 7O Homem que calculava” de Malba Tahan,
mas certamente jd existia antes disso. O livro acompanha as aventuras matematicas
de Beremiz Samir e um amigo (o narrador).

Em certo episddio, eles encontram 3 irmaos que disputam uma heranca de
35 camelos. O pai havia deixado um testamento, especificando que: o filho mais
velho deveria receber a metade dos camelos, o filho do meio deveria receber um
terco dos camelos e o cagula faria jus a um nono dos camelos.

A discussao estava acesa, pois nao havia meio de se entenderem. O mais
velho deveria receber 17 camelos e meio! O filho do meio deveria receber 11
camelos e mais 2/3 de camelo! E o mais novo receberia 3 camelos e mais 8/9 de
camelo .... Enfim, todos percebiam que nao dava certo, mas ninguém queria
abrir mao da sua ”parte”de camelo.

A surpreendente solu¢do de Beremiz é oferecer um camelo aos herdeiros!
Com isso, o nimero de camelos passa a ser 36, que é multiplo de 2, de 3 e de
9. O mais velho ficard com 18 camelos, o do meio com 12 camelos e o cagula
com 4.

Mas o melhor é que, depois da divis@o, sobram 2 camelos! O camelo ofe-
recido por Beremiz é recuperado e ele ainda ganha um, como pagamento pela
sua solugao.

Pergunta: Como é possivel que todos saiam ganhando mais do que ganha-
riam antes?
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A.2 Hércules e a tartaruga

Hércules era um grande atleta da Grécia antiga. Um dia encontrou uma
tartaruga, que descansava embaixo de uma arvore a 100 metros de onde ele se
encontrava.

Hércules gritou: ”Boa tarde, tartaruga, como vai?”’. Mas a tartaruga nao
respondeu.

Hércules pensou: ”Deve ser surda”. Ele se aproximou, cautelosamente,
caminhando 50 metros, a metade do caminho. E gritou outra vez: ”Boa tarde,
tartaruga, como vai?”. Mas a tartaruga, nada.

J& um pouco aborrecido, Hércules caminhou mais 25 metros, a metade do
caminho restante. E a tartaruga, nem te ligo. Hércules continuou se aproxi-
mando, sempre andando metade do caminho.

e Pergunta 1: Depois de quantas etapas Hércules alcangara a tartaruga?

e Pergunta 2: Depois de quantas etapas Hércules estard a menos de 10
metros da tartaruga?

e Pergunta 3: Depois de quantas etapas Hércules estard a menos de 1 metro
da tartaruga?

e Pergunta 4: Por que a tartaruga nao respondeu?

A.3 Joao e Maria

Joao e Maria moram a 27 km de distancia um do outro. Eles querem
se encontrar mas fizeram uma combinagao esquisita. Eles vao caminhando
por etapas. Em cada etapa eles andam 1/3 do caminho restante. Assim, na
primeira etapa eles andam 9 km cada um, ficando a 9 km de distancia. Na
segunda etapa ...bem, vocés ja entenderam.

e Pergunta 1: Depois de quantas etapas eles se encontram?
e Pergunta 2: Depois de quantas etapas eles estarao a menos de 270 metros?
e Pergunta 3: Depois de quantas etapas eles estarao a menos de 27 metros?

e Pergunta 4: Por que nos livros de Matemadtica as pessoas fazem com-
binagoes tao estranhas?
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A.4 O 7 dos egipcios
Os egipcios utilizavam a fragao 22/7 como aproximagao de .

e Pergunta 1: Vocé acha que é uma boa aproximagao?

e Pergunta 2: Como voceé avaliaria o erro produzido por esta aproximagao?

A.5 Aproximando a raiz quadrada de 2

Um aproximacao decimal de /2 é 1,41421356 mas, em geral, ndo necessi-
tamos de tanta precisao.

e Pergunta 1: Que fracio vocé utilizaria para aproximar /2, usando nu-
merador e denominador com um algarismo?

e Pergunta 2: Como vocé avaliaria o erro produzido por esta aproximagao?

A.6 Aproximando a v/9

e Pergunta 1: Que fracdo vocé utilizaria para aproximar /9, usando nu-
merador e denominador com trés algarismos?

e Pergunta 2: Como vocé avaliaria o erro produzido por esta aproximagao?

A.7 Divisao de fracoes

Uma operagao que gera sempre alguma dificuldade é a divisao de fracoes.
Em que situagoes ela é encontrada? Vejamos alguns exemplos.

e Um trabalhador constréi 1/2 km de estrada por dia. A estrada deverd
ter 1 e 3/4 km. Em quantos dias o trabalhador construird a estrada?

e Um agricultor trabalha 1 e 3/4 alqueires de terra em 1/2 més. Quanta
terra ele trabalhard em 1 més?

e Tenho uma pega de 1 e 3/4 m e quero fazer aventais, usando 1/2 m para
cada um. Quanto aventais posso produzir?
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Todas estas histérias levam a mesma operagao:

3
1-+
4

DN | =

No problema dos aventais obteriamos:

1
BLLT LT 2 T
4 2 4 2 4 1 2

Claro que nao fabricarei 1/2 avental! A resposta serd inteira: 3 aventais.

1. Invente um problema que leve a operagao:

3 6

2. Transformando o divisor na unidade - outra maneira de executar a divisao
seria:

PN
DN | =

1

| W
DN | =

Multiplicando as duas fragoes por % (o inverso de %)

14 2 14 1 7
4 72 477 2
Deu certo. Foi coincidéncia ou vai funcionar sempre?

3. Experimente o método acima com:

ol w
=~ N

Observacao 10. A notagao ay, comumente chamada de nimero misto, € uma
forma simplificada para escrever a soma a + 5 ou, equivalentemente, a fra¢ao
%. Assim,

4 4 1544 19

) 5 5 5




Apéndice B

Para saber mais

B.1 Livro recomendado

Nuameros - Uma introducao a Matematica; Millies, Cesar Polcino e Coelho,
Sonia Pitta, EDUSP, 2000.

B.2 Artigos recomendados

Para saber mais vocé pode consultar os artigos da Revista do Professor de
Matematica, editada pela SBM - o nimero da revista onde o artigo pode ser
encontrado estd assinalado.

Sobre critérios de divisibilidade — Carmem M. G. Taboas — N.06

Sobre o processo de divisao de inteiros — Jaime M. Cardoso — N.08

Restos, congruéncia e divisibilidade — Luiz R. Dante — N.10

Outros critérios de divisibilidade — Mario G. P. Guedes — N.12

Um método para o cdlculo do mdc e do mmc — Roberto R. Paterlini — N.13

A prova dos noves — Flavio W. Rodrigues — N.14
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Divisores, miltiplos e decomposicao em fatores primos — Paulo Argolo — N.20
Congruéncia, divisibilidade e adivinhagoes — Benedito T. V. Freire — N.22
Uma interpretagao geométrica do mdc — Zelci C. de Oliveira — N.29

A escolha do goleiro e o resto de uma divisao — Claudio Arconcher — N.30

Dispositivo prético para expressar o MDC de dois nimeros como combinagao
linear deles — José P. Q. Carneiro — N.37

2 x 3 =07 — Cristina Ochoviet — N.41

Divisibilidade por 7 — Arnaldo Umbelino Jr. — N.43

A prova dos onze — Eric C.B. Guedes — N.44

Os primos esquecidos — Chico Nery e Claudio Possani — N.47
Uma demonstragao de Euclides — Arthur Almeida — N.49

Um exemplo de situagao problema: O problema do bilhar — Marcelo Camara
dos Santos — N.50

Um resultado recente: um algoritmo rapido para detectar niimeros primos —
Ricardo Bianconi — N.50

B.3 Respostas de exercicios selecionados do Capitulo
3

3.26 3. Converta todas as dizimas em fracao e depois realize as operagoes
aritméticas indicadas.

1 _ 1 2 5
3.28 .§—0+E+m+m

1

2. J4 estd na forma decimal.

3. =1+ & + 15 + 1055 (lembre-se que —§ = -1+ %).
4.24 %5+ 35

5. -1+ 3 +iG 1ot

6. 24+ + 105+ 105+
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3.29

3.30

1.

Tanto o centésimo quanto o quintocentésimo primeiro sao iguais a
Zero.

O centésimo é 1 e o quintocentésimo primeiro é 3.

Tanto o centésimo quanto o quintocentésimo primeiro sao iguais a
Z€ro.

Tanto o centésimo quanto o quintocentésimo primeiro sao iguais a

6.

5. O centésimo é 5 e o quintocentésimo primeiro é 1.

O centésimo é 3 e o quintocentésimo primeiro é 5.

. Temos ad = bc e (a+ ¢) x d = ad + de.

Logo, (a+c¢) xd=ad+dc=bc+dec= (b+d) x c.
1

. Para todo natural n, diferente de zero, temos ¢ = z-. Logo, usando

5
o item anterior, temos que a resposta é +.

5
3. De forma andloga ao anterior, temos que a resposta é %
atc _ ¢ _ T T __ atct+zx
4. Temos 75 =g = v Logo, v = brdty”
5. Temos & = uHlatbtae _ 2049 _ o

10.

b~ (a—c)+ec+b T a+d

Lembre-se que dados dois naturais positivos x < y, existe um tnico
natural n tal que nz < y < (n + 1)z. Logo, dividindo por z e
1

tomando os inversos, temos: Lozl
n+1 Yy n

uza = e —< a um mesm nomin rn i m
Reduza 111 e ”fwy a esmo denominado e depois some as
fragoes.

Observe que 0 < ﬁ — % = m < 1. Logo, pelo item anterior,

OS%—%<1,0useja,0§nx—y<ny.

. 2 1 ,3x2-5 _ 1, 1 4 _1 _
Iljse(l)smflensGe?. Ternosgngr—15 —3+1563—3+1—
sttt

Suponha 0 < z < y < z. Neste caso, % < i < % Como a soma dos

trés é igual a 1, o maior deles deve ser maior ou igual a % Ou seja,
11

Z > 3. Logo, z € {1,2,3}.

Vamos analisar os trés casos:

e 2 nao pode ser 1, pois isto exigiria que x ou y fosse negativo.
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e Se z = 2 entao % + % = % e assim o maior deles serd maior ou

igual a %. Logo, i > % ou seja y € {1,2,3,4}. Verificando estes
valores com a equagao %—i— i = %, vemos que os valores possiveis
ssoy =3ex=6ouy =4ex=4. Logo, podemos ter z = 2,
y=3ex=6ouz=2,y=4ex=4.

. Sez:?)entéo%—i—%: %.Assim, i > % = %,ouseja,ye
{1,2,3}. Verificando estes valores com a equagao % + i = %,
vemos que os valores possiveis sato y = 2 ex =6ouy = 3 e
z = 3. Logo, podemos ter z =3, y=2ex=6ouz=3,y=3
e xr = 3. Logo, a resposta é: z =2, y=3ex =6 ouz =2,

y=4ex=4ouz=3,y=2ex=6ouz=3,y=3ex=3.
11. Verdadeiro.
Veja a resposta na revista Eureka02 no site abaixo:
http://www.obm.org.br/eureka/eureka2.pdf
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