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Apresentacao

Os textos apresentados a seguir foram produzidos para a II Bi-
enal da Sociedade Brasileira de Matematica, realizada em 2004, em

Salvador.

A utilizagdo desses trabalhos pelos bolsistas de Iniciagdo Cienti-
fica da OBMEP é motivada pelo fato de tratarem de questoes muito

interessantes e, ao nosso ver, motivadoras.

O primeiro, de Sérgio Alves, aborda o problema do estabeleci-
mento de coordenadas no globo terrestre. O dominio de tais coor-
denadas e o uso de instrumentos para medi-las, propiciou grandes
avangos para a humanidade, desde os tempos das grandes navegacoes
(e o conseqiiente aumento do comércio mundial) até o uso do GPS

para a construcao de mapas e localizagao.

O segundo texto, de autoria de Joao Bosco Pitombeira, tem forte
sabor histérico pois trata de trés problemas cléssicos da geometria
euclidiana plana: a duplicacao do cubo, a quadratura do circulo e
a trissecgdo do angulo. Sao perguntas naturais cuja resposta custou

muito esforgo e fazem parte da bagagem cultural matematica.

Quem viveu a época das filas nos supermercados, onde o preco de
cada produto tinha que ser registrado manualmente no caixa, sabe
muito bem o avanco que representa o uso do cédigo de barras. Uma

idéia simples e genial, de grande utilidade. Esse é o tema do ter-
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ceiro texto, em que Francisco César Polcino Miles expoe os aspectos
matematicos da codificagdo. Vemos aqui um belo exemplo de como

estruturas abstratas ajudam a resolver problemas concretos.

Como sera possivel notar, os textos nao esgotam os respectivos
assuntos e possuem referéncias bibliograficas tteis para aqueles mais
curiosos que desejarem aprofundar seus conhecimentos sobre os as-
suntos. A leitura de um trabalho mateméatico deve ser pausada e
refletida, e aqui nao sera diferente. O leitor deve se envolver nas
questoes e idéias discutidas pelo autor e muitas vezes “dialogar” com

ele, quem sabe buscando outras solugoes.

Esperamos que os bolsistas apreciem tanto a beleza dos proble-
mas e de suas solucgoes quanto a elegincia com que os temas foram

tratados.

O Comité Académico da OBMEP agradece aos autores por terem
permitido o uso dos seus trabalhos no Programa de Iniciacao Cienti-
fica da OBMEP.

Comité Académico Direcao Académica
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Prefacio

Num encontro de professores que atuam no ensino bésico fomos
questionados sobre a utilizacao de aplicacoes da Matemética em sala
de aula. Nossas primeiras consideragoes foram as esperadas: é sempre
bom poder mostrar aos alunos que a Matematica faz parte de nosso
cotidiano, ilustrando como idéias e conceitos abstratos levam ao de-
senvolvimento de conhecimentos e tecnologias que visam o bem estar
da nossa sociedade. Com isso, certamente nossas aulas de Matemética

ficam mais interessantes e motivadoras para o aluno.

Porém, existe um prego a se pagar para conseguirmos esse intento
e notamos certa surpresa em nossos interlocutores quando passamos

a explicar melhor esse lado da questao.

Primeiramente, a chamada contextualizacao da Matemaética tem
seu lugar e hora para acontecer. Ela deve ser feita de modo que
o aluno entenda seu significado e sua necessidade e nao se criando
situagoes, por vezes extremamente artificiais, somente pelo gosto de
poder dar alguma aplicacao pratica de um determinado tema. Nem

todo topico da Matemaética é passivel de contextualizagao!

Um segundo ponto por nos levantado é que a apresentacao de
aplicacoes significativas da Matematica invariavelmente exige do pro-
fessor certo conhecimento de alguma outra area como, por exemplo,

Fisica, Biologia ou Geografia. Esse professor deve estar ciente que tal

¥
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exigéncia vai requerer dele um maior empenho e dedicagao.

Por fim destacamos o fato que, embora a Matemética tenha a
marca da ciéncia exata por exceléncia, nas suas aplicagoes freqiiente-
mente temos que lidar com a questao das aproximagoes fazendo uso,
ou nao, de calculadoras ou programas de computador. Raramente na
solucao de um problema contextualizado comparecem ntmeros como

/16 ou ainda cos60°!

Motivado por todas essas consideracoes escrevemos o texto que
aqui se apresenta. Escolhemos como tema a geometria da esfera que
encontra na Geografia uma natural contextualizagdo por meio do es-
tudo do globo terrestre e dos varios assuntos a ele relacionados. In-
corporamos no texto todos os conceitos geograficos necessarios, o que
nao exime o leitor destas notas de procurar aprofunda-los com suas

proprias fontes.

Procuramos explicar, com a maior clareza possivel, as idéias
matematicas envolvidas no funcionamento do sistema de posiciona-
mento global (GPS), um dos mais modernos sistemas de localizagao
por satélites, e fazemos ainda uma discussao atualizada do céalculo
da distancia entre dois pontos da superficie terrestre. Esse calculo,
no passado, era justificado com o uso da trigonometria esférica, tema

este que ja nao freqiienta nossos livros didaticos.

Enfim, produzimos este texto na esperancga que ele fornega aos
professores uma possivel resposta aquela pergunta que freqiilentemente

lhes é feita: “Para que serve isso que o senhor esti ensinando?”

Sérgio Alves

¥
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Introducao

Neste curso pretendemos desenvolver o estudo da esfera e seus
elementos explorando sua associagdo com o globo terrestre. Con-
ceitos geograficos como paralelos, meridianos, latitudes, longitudes e
fusos horérios estao baseados em importantes idéias geométricas que,
quando trabalhadas neste contexto, conduzem o aluno a uma melhor

compreensao e aprendizagem do tema.

O estudo dos movimentos da Terra nos permite entender, além
das quatro estacoes do ano com seus equinécios e solsticios, porque
o Tropico de Capricornio ou o Circulo Polar Artico sdo paralelos
notaveis. Veremos ainda que as relagoes entre longitude e fusos
horérios bem como entre latitude e o dngulo de elevagdo do Sol nos

levam a problemas geométricos relevantes.

O estudo da posicao relativa de duas ou mais esferas e as relagoes
entre as coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas cons-
tituem a fundamentagdo matemaética necessaria para o entendimento
de alguns modernos sistemas de navegacao por satélites, em especial

do GPS.
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A utilizagdo do globo terrestre, com suas conseqiientes questoes
envolvendo, por exemplo, calculo de distancias e angulos sobre a es-
fera, ou ainda, a confec¢cdo de mapas por meio de diversas projecoes,
abre caminho para um interessante trabalho interdisciplinar entre a

Matematica e a Geografia.
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Capitulo 1

A Supertficie Esférica e seus

Elementos

Seja O um ponto e r um numero real positivo. A superficie
esférica de centro O e raio r é o conjunto de todos os pontos P

do espago cuja distancia a O é igual a r-

Os pontos do espago cuja distancia a O é menor que r sao inte-
riores a superficie esférica e aqueles cuja distancia a O é maior que

r sao exteriores a ela.

A reunido da superficie esférica de centro O e raio r com seus

pontos interiores é chamada a esfera de centro O e raio r.

O segmento que une o centro a um ponto qualquer da super-

9



10 B CAP. 1: A SUPERFICIE ESFERICA E SEUS ELEMENTOS

ficie esférica é denominado um raio da superficie esférica enquanto
que o segmento que une dois pontos distintos da superficie esférica é

chamado uma corda da superficie esférica.

Uma corda que contém o centro é chamada um didmetro da

superficie esférica.

Evidentemente o comprimento de qualquer diametro é o ntimero

2r que é chamado o diametro.

Observamos que a palavra raio é usada com dois sentidos: pode
ser o namero 7 ou um segmento OP . Isto, porém, ndo causa con-
fus@o uma vez que é sempre claro qual o significado utilizado. Um

comentario analogo vale para a palavra didmetro.

Neste texto a notacio PQ representa o segmento de extremos P

e () enquanto que P indica o seu comprimento.

Na figura acima r é o raio da superficie esférica, OP, OQ e OT
sdo raios, PQ e PT sdo cordas, QT ¢ um diametro e 2r = QT ¢é o

didmetro da superficie esférica.

1.1 A Intersegao entre um Plano e uma Super-

ficie Esférica

A relacao entre superficies esféricas e planos no espaco é similar
com a relacdo entre circunferéncias e retas no plano.
Um plano E é tangente a uma superficie esférica S se ENS contém

exatamente um ponto. Esse ponto é chamado ponto de tangéncia.

Dizemos que o plano e a superficie esférica se tangenciam nesse ponto.

Se £ NS contém mais do que um ponto, entao o plano é secante

a superficie esférica.

Podemos caracterizar o plano tangente conforme o seguinte resul-
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A SEC. 1.1: A INTERSECAO ENTRE UM PLANO E UMA SUPERFICIE ESFERICA 11

tado.

Teorema 1.1. Um plano perpendicular a um raio na sua extremidade
comum com a superficie esférica € tangente & mesma. Reciproca-
mente, todo plano tangente a uma superficie esférica é perpendicular

ao rato que contém o ponto de tangéncia.

Demonstra¢ao. Sendo E um plano perpendicular ao raio OT em 7T,
vamos mostrar que nenhum outro ponto de E estd na superficie es-

férica.

Seja P um ponto qualquer de E, P distinto de 7. Como F é
perpendicular a OT temos que AOPT é um triangulo retangulo com
hipotenusa OP e catetos OT e PT. Logo OP > OT = r e, portanto,
P nao esta na superficie esférica.

Reciprocamente seja F um plano tangente & superficie esférica no
ponto T. Suponha, por absurdo, que £ nao seja perpendicular ao raio

OT'. Vamos mostrar que essa hipotese nos leva a uma contradicao.




12 B CAP. 1: A SUPERFICIE ESFERICA E SEUS ELEMENTOS

Sendo F' o pé da perpendicular ao plano F, tracada a partir de O,
temos F # T, pois E ndo é perpendicular a OT. Seja R o ponto da
reta FT tal que T — F — R e FR = FT. Entdao AOFR = AOFT
( pelo critério LAL de congruéncia de triangulos ) de modo que
OR = OT = r e, portanto, R estd na superficie esférica. Logo F
intersecta a superficie esférica em um ponto R distinto de T. Isso é

impossivel, pois £ é um plano tangente.

O]

Vamos agora investigar a figura obtida quando um plano secante
corta uma superficie esférica. Se o plano passa pelo centro a resposta

é imediata.

Teorema 1.2. A interseccao de uma superficie esférica com um plano
passando pelo seu centro € uma circunferéncia de mesmo centro e

Mesmo raio.

Demonstracao. Dada uma superficie esférica S com centro O e raio
r e um plano E que passa por O, a interseccao £ NS é o conjunto de
todos os pontos de F cuja distancia a O éigual a r. Essa é exatamente

a definigdo de uma circunferéncia de centro O e raio r.

O

O proximo resultado nos da a situagao mais geral.
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A SEC. 1.1: A INTERSECAO ENTRE UM PLANO E UMA SUPERFICIE ESFERICA 13

Teorema 1.3. Se um plano contém um ponto do interior de uma
superficie esférica, entdo a interseccao do plano com a superficie es-
férica é uma circunferéncia. O centro dessa circunferéncia é o pé
da perpendicular ao plano tracada a partir do centro da superficie

esférica.

Demonstra¢do. Seja E um plano que nao passa pelo centro O da
superficie esférica S e que contém um ponto Y do seu interior. Sendo
F o pé da perpendicular a E tracada a partir de O, vamos mostrar

que a interseccao £ NS é uma circunferéncia de centro F.

Sabemos que OY < r, pois Y estd no interior de S. No tridngulo
retangulo AOFY temos que OY é hipotenusa, enquanto que OF &
cateto. Logo OF < OY < r, ou seja, F' também estd no interior de

S.
Seja X um ponto qualquer na interseccao £ N S. Entao AOFX

tem um angulo reto em F e, pelo teorema de Pitagoras,
OF? + FX? = 0X* =r?

e, portanto X = /r2 — OF? ( note que 2 — OF? > 0).
Logo X esta na circunferéncia de centro F e raio vr2 — OF2.

Provamos assim que a interseccao £N.S esté contida na circunferéncia

de centro F' e raio V12 — OF2.
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14 B CAP. 1: A SUPERFICIE ESFERICA E SEUS ELEMENTOS

Isso ainda nao significa que a intersecgao € a circunferéncia. Para
completar a demonstragao, precisamos mostrar que todo ponto da

circunferéncia pertence & interseccgao.

Seja X um ponto qualquer da circunferéncia, em E, com centro F'
e raio V72 — OF2. Novamente pelo teorema de Pitagoras,

0X? - OF?+ FX2
~ OF2472 - OF?

r2.

Portanto OX = r e X pertence a superficie esférica S.

O]

A interseccao da superficie esférica com um plano passando pelo
seu centro é chamada uma circunferéncia maxima da superficie

esférica.

Ha uma forte razao para esse nome: as circunferéncias méaximas
sdo as circunferéncias de maior raio contidas na superficie esférica.
Veremos adiante que o Equador é uma circunferéncia méxima, mas
os outros paralelos no globo terrestre nao o sao. Eles sao menores que

o Equador, tornando-se muito pequenos perto dos Polos Norte e Sul.

POLO NORTE

0°

POLO SUL

¥
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Atividades

1. A superficie esférica S é tangente ao plano £ em A. O ponto O
é o centro de S e B, C, D estdo em E. Que relagao existe entre
OAe AB , AC e AD? Explique.

2. A perpendicular do centro de uma superficie esférica a uma
corda divide-a ao meio. Utilize este resultado na resolugao do
seguinte problema. Numa superficie esférica de raio 15, a dis-
tancia de uma corda ao centro é igual a 9. Qual o comprimento

da corda? Apresente ainda uma prova do resultado acima.

3. Dados um plano F e uma superficie esférica S de centro O e raio
r, podemos caracterizar a posigao relativa entre F e S por meio
da distancia d(O,E) de O ao plano E. Faga isso completando a

tabela abaixo.

d(O,E) | Posicao relativa

FE é secante a S

E ¢é tangente a S
E é disjunto a S

4. Sejam A e B dois pontos de uma superficie esférica S que nao

sao extremos de um didmetro de S. Mostre que existe uma e
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somente uma circunferéncia méaxima de S passando por A e
B. (SUGESTAO: Sendo O o centro de S, considere o plano E

determinado pelos pontos nao colineares A, B e O.)

. Explique porque duas circunferéncias méximas quaisquer de

uma superficie esférica se cortam nas extremidades de um

diametro da superficie esférica.

. Na figura abaixo um plano F intersecta a superficie esférica S

de centro O. Os pontos A, B, C e M estdao em E sendo que A
e B também estdao em S. Sabe-se que OM L E, AM 1 MB, C
¢ ponto médio de AB, AM = OM e AB = 5.

Calcule o raio da superficie esférica S, a medida angular
m(ZAOB) e a medida OC.

. Duas circunferéncias méximas sao ditas perpendiculares se es-

tiverem em planos perpendiculares. Mostre que para cada duas
circunferéncias maximas existe uma terceira circunferéncia ma-

xima perpendicular a ambas. Se duas circunferéncias maximas
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A SEC. 1.1: A INTERSECAO ENTRE UM PLANO E UMA SUPERFICIE ESFERICA 17

10.

no globo terrestre passam pelos polos, que circunferéncia ma-

xima é perpendicular a ambas?

Na geometria esférica as “linhas retas” sdo representadas por
circunferéncias méximas. Se puder, encontre cada uma das

seguintes figuras em tal geometria.

(a) Um triangulo equilatero.

(b) Um tridngulo com dois angulos retos.

(¢) Um triangulo com trés angulos retos.

(d) Um tridngulo cujas medidas de seus angulos somem 500.
)

(e) Um retangulo, isto é, um quadrilatero com quatro dngulos

retos.

Sejam S e S’ duas superficies esféricas de centros distintos O
e O, respectivamente. Sendo r e r’ , r > r, seus respectivos

raios, verifique que

SNS évazia < OO0 >r+7r ouO0 <r—17'
SNS éumponto <= OO0 =r+7r" ou0O0 =r—1
S NS éuma circunferéncia <+« OO0’ <r+7r" ou OO <r —1'.

Faca desenhos ilustrando todas estas possibilidades.

(SUGESTAO: Observe inicialmente que P € SNS < P € S

e PO?> — PO = r? — 2. A seguir, mostre que o conjunto dos

pontos P do espaco que satisfazem PO? — PO”? = r? — /2 ¢ um

—>
plano E perpendicular a reta OO’ num ponto H definido por

P2 2
MH = —————
200’

segmento OO'. Conclua a prova utilizando a atividade 3 para

com O - M - H onde M é o ponto médio do

obter as relagoes desejadas.)

Quais as possibilidades para a quantidade de pontos da inter-
seccao de trés superficies esféricas? Faca desenhos ilustrando

suas respostas.
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Respostas
2. 24
5v/3
6. 5, 60° e *2[
10. 0, 1, 2 ou infinitos pontos

—
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Capitulo 2

Qual é a Forma da Terra ?

A Terra é redonda, mas ndo é uma esfera perfeita, uma vez que
é achatada nos poélos. Na verdade, a Terra é aproximadamente um
elipséide.

A figura abaixo mostra uma sec¢ao da superficie terrestre através
de um plano que contém a reta que liga os Polos Norte e Sul. Esta
seccao aproxima-se de uma elipse cujo semi-eixo maior a é a metade
do didmetro do Equador e o semi-eixo menor b é a metade da distancia

entre os polos.

dhy
¥
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A superficie terrestre é a superficie de revolucao gerada por essa

elipse quando esta gira em torno da reta que passa pelos poélos.

chama-se achatamento da Terra.

. a
A razdo e =

A tabela seguinte mostra valores dos semi-eixos a e b e do corres-

pondente achatamento da Terra, obtidos por alguns pesquisadores.

a (metros) | b (metros) €
Bessel (1841) 6.377.397 | 6.356.078 | 0,0033541
Clarke (1880) 6.378.249 | 6.356.515 | 0,0034191

Helmert (1906) 6.378.200 | 6.356.940 | 0,0033443
Hayford (1924) 6.378.388 | 6.356.911 | 0,0033785
Krassovski (1940) | 6.378.245 | 6.356.863 | 0,0033636

O valor extremamente pequeno de € nos permite, para efeitos
didaticos, desprezar esse achatamento e considerar a Terra como se

fosse uma esfera.

A superficie da Terra passa a ser considerada daqui por diante
como um globo: o globo terrestre. O globo terrestre é ainda o nome

do instrumento didatico que representa a Terra como uma esfera.

Iniciamos estabelecendo a nomenclatura apropriada. A figura

abaixo ilustra um globo terrestre.

O ponto N representa o Polo Norte e o ponto S o Pélo Sul. A
reta determinada por N e S é chamada o eixo polar. Ela é a reta em

torno da qual a Terra efetua seu movimento de rotagao.

O plano que passa pelo centro da superficie esférica e é perpendi-

cular ao eixo polar chama-se o plano do Equador.

O Equador ¢ a intersec¢ao do plano do Equador com a superficie

esférica. O Equador é, portanto, uma circunferéncia méaxima.

Um plano que passa pelo centro da superficie esférica divide-a em
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Meridiano

Paralelo

Equador

duas partes chamadas hemisférios.

O plano do Equador divide a superficie terrestre em dois hemis-
férios: o Hemisfério Norte (que contém o Polo Norte) e o Hemis-

fério Sul (que contém o Polo Sul).

Os paralelos sao as secgoes da superficie terrestre através de
planos paralelos (ou coincidentes) ao plano do Equador. Sao entao

circunferéncias. Os paralelos notaveis sao:

o Equador

o Tropico de Cancer

o Tropico de Capricornio

o Circulo Polar Artico

o Circulo Polar Antartico

Os meridianos sao semicircunferéncias que ligam os Polos Norte
e Sul por meio de arcos maximos, isto é, arcos contidos em circun-
feréncias maximas que passam pelos polos. Convém ressaltar que
os meridianos, ao contrario dos paralelos, nao sao circunferéncias.

Além disso, eles estdo contidos em planos perpendiculares ao plano
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do Equador. O meridiano mais notavel é o de Greenwich, nome de
uma localidade proxima a Londres, onde estd instalado um obser-

vatorio astrondmico.

Observagao. Os livros de Geografia utilizam com muita frequéncia
a palavra “circulo” para designar a circunferéncia. Em particular,
descrevem o Equador como um circulo mdzimo e utilizam nomes como
circulo polar. Isto €, na verdade, um abuso de linguagem consagrado
pelo uso sistemdtico ao longo do tempo. A nomenclatura utilizada
por profissionais nao matemdticos, no caso os gedgrafos, nao precisa

coincidir necessariamente com a usada pelos matemdticos.

Atividades

1. Qual é o comprimento do Equador, supondo que o raio da Terra
mega 6400 km? Considere m = 3,14159.

2. Como se mede o raio da Terra? Uma das maneiras é escalar o
topo de uma montanha cuja altitude acima do mar seja conhe-
cida e medir o 4ngulo entre a vertical e a linha do horizonte. A
altura do monte Shasta na Califérnia é 4,3 km. Do seu topo, o
horizonte sobre o Oceano Pacifico faz um angulo de 87°53’ com
a vertical. Utilize esses dados para estimar o raio da Terra em
quilometros. Considere sen87°53" = 0, 99932.
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Linha do Horizonte

3. O célculo do raio da Terra mais célebre da Antigiiidade foi re-
alizado pelo grego Eratostenes (276-196 a.C.). Consultando as
observagoes astron6micas acumuladas durante séculos na bibli-
oteca de Alexandria, Eratostenes soube que em Siena, 5000 es-
tadios ( medida grega de comprimento ) ao sul de Alexandria
e situada aproximadamente no mesmo meridiano, o Sol se re-
fletia no fundo de um pogo ao meio-dia de um determinado dia
de cada ano. Ao meio-dia deste tal dia, Eratéstenes mediu o
angulo que o raio do Sol fazia com a vertical de Alexandria,
achando aproximadamente 7°12'.

Raios
Solares

Alexandria

Siena
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Admitindo que os raios solares cheguem ao nosso planeta prati-
camente paralelos, mostre como obter para o raio da Terra o
valor aproximado de 250000/2 estadios. Supondo que a medida
de um estiddio utilizada por Eratéstenes era de aproximada-

mente 185 metros, calcule o valor acima em quilémetros.

. Na ponte de um navio em alto mar, o capitao pediu a um

jovem oficial que estava ao seu lado que determinasse a dis-
tancia ao horizonte. O oficial pegou papel e lapis e, em poucos
instantes, deu uma resposta. No papel ele havia escrito a for-
mula d = %\/571 Admitindo-se que o raio da Terra meca
6400 km, mostre que essa féormula é uma boa aproximagao da
distancia d, em quilémetros, ao horizonte onde h é a altura, em
metros, do observador acima da adgua. Se a ponte do navio esté

a 30 metros acima da agua, qual é a distancia ao horizonte?

. Em um dia claro, até de que distancia se poderia enxergar um

edificio de 150 metros de altura, supondo-se que nao haja obs-

trugoes no meio? Utilize a formula do exercicio anterior.

Respostas

. cerca de 40212 km

. cerca de 6319 km

. cerca de 7360 km
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4. cerca de 19 km

5. cerca de 43 km

2.1 As Coordenadas Geograficas

O globo terrestre serve para localizar um determinado ponto ou
regiao da Terra. O aluno deve ter acesso a um para efetuar esta

localizagao.

H4 razoes praticas para se ultrapassar o estagio da localizacao
ingénua (isto é, apontar o dedo para o lugar e dizer: é aqui!) sendo
necessario criar um sistema de coordenadas para dar a localizagao

precisa de um ponto no globo.

Para isso utilizamos as chamadas coordenadas geograficas: la-

titude e longitude.

A latitude de um ponto P é a medida do arco de meridiano que
passa por P situado entre o paralelo que contém P e o Equador. A
latitude é expressa em graus, minutos e segundos e se mede de 0° a
90° N ( norte ) ou de 0° a 90° S (' sul ).

A longitude de um ponto P é a medida do arco de paralelo que
passa por P situado entre o meridiano que contém P e o meridiano

de Greenwich. A longitude é expressa em graus, minutos e segundos
e se mede de 0° a 180° E ( leste ) ou de 0° a 180° W ( oeste ).

Na figura a seguir temos que § = m(ZFEOP) é a latitude de P
enquanto que ¢ = m(ZLGMP) é a longitude de P. Pontos sobre um
mesmo paralelo possuem latitudes iguais e pontos sobre um mesmo

meridiano possuem longitudes iguais.
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0: latitude de P
0: longitude de P
Equador

Greenwich «<

Atividades

1. Observando um globo terrestre ou um mapa apropriado es-
tabeleca as coordenadas geogréficas de cada uma das cidades

abaixo.

Cidade Latitude Longitude

Sao Paulo

Maceid

Belo Horizonte

Nova Orleans

Chicago

Roma
Nova York

Buenos Aires

Londres

Moscou

Cairo

Toéquio
Quito
Los Angeles
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2. Qual a relacao entre o raio da superficie terrestre, o raio de um

paralelo e a sua respectiva latitude?

3. Verifique que a longitude de um ponto P é a medida do arco do
Equador situado entre o meridiano que passa P e o meridiano

de Greenwich.

4. Um dos primeiros fatos que um estudante de astronomia
aprende é que a latitude de um ponto da Terra localizado no
Hemisfério Norte ¢ igual & medida do dngulo que Polaris (a
Estrela do Norte) forma com a linha do horizonte, quando ob-
servada daquele ponto. Geometricamente, esta afirmacao pode
ser interpretada da seguinte maneira. A reta NS o eixo polar
da Terra, a circunferéncia C contém um meridiano, E estd no
Equador, P é o observador, a reta ﬁ] ¢é a linha do horizonte e
m(£XPH) ¢ a elevagao de Polaris onde PX ¢ paralela a NS.

1 X

N&
p

O fato acima equivale a dizer que m(ZEOP) = m(£LXPH).

Mostre porque isso é verdadeiro.

5. A aceleracao da gravidade, frequentemente denotada por g, é

considerada constante para movimentos proximos da superfi-
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cie terrestre. Na verdade, porém, g nao é constante, variando
ligeiramente com a latitude . Uma boa aproximagao para g,

ao nivel do mar, é dada pela expressao
g =9,78049(1 + 0,005288sen0 — 0,000006sen?20)m,/s*

(a) Utilizando uma calculadora, determine g para a latitude

do lugar onde vocé mora.

(b) Expresse g apenas em func¢ao de senf), isto é, elimine o

angulo duplo.

(¢c) Em que lugar da Terra o valor de g ¢ maximo? E minimo?

. Supondo que o raio da Terra mega 6400 km, qual o compri-
mento de um grau de longitude em uma latitude arbitraria 67
Em particular, qual o comprimento numa latitude de 30° N
(aproximadamente a latitude de Nova Orleans), 10° S (aproxi-
madamente a latitude de Macei6) e 20° S (aproximadamente a
latitude de Belo Horizonte)?

. A que latitude um grau de longitude tem comprimento igual a
48 km? A que latitude um paralelo mede 16000 km?

. Qual a altura minima para que um satélite consiga fotografar
o Brasil inteiro? Admita que Oiapoque e Chui estejam sobre
o mesmo meridiano, mas em paralelos diferentes: a latitude de
Oiapoque é 6° N e a de Chui é 34° S. Suponha que o raio da
Terra mega 6400 km.

. Um astronauta encontra-se numa nave espacial que gira numa
orbita em torno da Terra. No momento em que a nave esta
160 km acima da superficie da Terra, que fragdo da superficie
da Terra é visivel para o astronauta? (Esta fragdo é chamada

calota esférica e sua area é dada por 27rh, onde r = 6400 km

¥
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10.

11.

é o raio da Terra e h é a altura da calota). Qual seria a fragao
visivel se a nave estivesse a 20.200 km acima da superficie da
Terra? Neste caso, quanto mede o angulo de visualizagao sobre

a Terra?

Zona é a regiao da superficie terrestre compreendida entre dois
paralelos. Utilize a expressao da area da calota esférica para de-
duzir que a area da zona delimitada por um paralelo de latitude
e o Equador é dada por 27rd = 27r?senf, onde r é o raio da
Terra e d é a distancia entre o plano que contém o paralelo e o
plano do Equador. Conclua dai o surpreendente fato: cortando-
se uma superficie esférica em fatias de igual espessura, as areas
das zonas sao iguais, sendo indiferente que o corte tenha sido

feito perto do Equador ou perto do pdlo.

Um ponto P do globo terrestre tem latitude 6 e longitude .
Quais sdo as coordenadas geogréficas do ponto Q diametral-
mente oposto a P? Discuta cada uma das possibilidades N/S

para 0 ¢ E/W para .
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Respostas

- Tparalelo = TterraCOS0

. (¢) maximo nos polos e minimo no Equador

. Aproximadamente 111,7 cosf km; 96,7 km; 110 km; 104,9 km
. 65° (N ou S) e 67° (N ou S), ambas aproximadamente

. Aproximadamente 410 km

. Na figura abaixo temos & = rsena e, portanto, a area A da

calota esférica é dada por

A =2nrh = 27r(r — z) = 2772 (1 — sena).

Sendo F' a fragao visivel temos

Fo 27r?(1 — sena) 1 — sena
B 4772 B 2

1
segue que F' = ,L.
r r+d
Para r = 6400 e d = 160 obtemos F' = 0,012 de modo que

a fragao visivel é cerca de 1,2%. Para d = 20.200 obtemos

Por outro lado, como sena =

F = 0,379 e a fragao visivel é cerca de 37,9%. Neste caso a

medida 2a do angulo de visualizagao é aproximadamente 28°.
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2.2 0Os Movimentos da Terra

A Terra ndo esta parada. Ela tem dois movimentos principais:
o de rotagao, em torno de seu eixo polar, e o de translagao, em
torno do Sol. As conseqiiéncias desses dois movimentos sdo muito

importantes em nosso dia-a-dia.

Para dar uma volta completa em torno de seu eixo polar, a Terra
leva 24 horas ou um dia. Durante essa rotacao, uma metade da
Terra esté voltada para o Sol, do qual recebe luz e calor: nela entao é
dia. A outra metade nao recebe os raios solares: nela é entdo noite.
Assim, a sucessao dos dias e das noites é uma conseqiiéncia da rotagao

da Terra.

Sob a hipétese de que os raios solares sao paralelos temos que,
em cada instante, a curva sobre o globo terrestre que separa o dia da

noite é uma circunferéncia maxima.

Raios
Solares

Todos os dias vemos o Sol aparecer no nascente, também
chamado oriente ou leste, subir no céu e se deitar no poente, tam-
bém chamado ocidente ou oeste. Temos a impressao de que é o Sol
que caminha no céu. Na realidade, nao ¢é isso que acontece. A Terra
é que gira em torno de seu eixo polar da esquerda para direita, isto
é, do oeste para leste, causando a impressao do movimento do Sol.

Chamamos a isso movimento aparente do Sol.

¥
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O momento em que o Sol, em sua trajetoria aparente, esta mais
alto no céu é o meio-dia solar. Neste momento a sombra projetada
de uma haste vertical tem o menor comprimento possivel. O meio-dia
solar para uma particular localidade ocorre quando o meridiano que
a contém corta a reta imaginaria determinada pelos centros da Terra
e do Sol.

Além de girar em torno de seu eixo, a Terra gira também em
torno do Sol. Nessa translagdo em torno do Sol, a Terra descreve
uma curva eliptica denominada érbita. A trajetoria da orbita da
Terra é chamada ecliptica e o plano que a contém é referido como o
plano da ecliptica. Para dar uma volta completa em torno do Sol,
a Terra leva 365 dias e 6 horas, isto é, pouco mais que um ano. Para
corrigir essa diferenga, foi necessario aumentar um dia no ano, a cada
periodo de quatro anos. Nesses anos, chamados bissextos, o més de

fevereiro tem 29 dias.

Um fato extremamente importante deve ser observado: em sua
translacao em torno do Sol, o eixo da Terra nao é perpendicular ao
plano da ecliptica, mas inclinado, sempre na mesma direcao, for-

mando um angulo de 23°27' com esta perpendicular.

23°27"

Plano da orbita
terrestre
23°27'

¥
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Se o eixo da Terra fosse perpendicular ao plano da 6rbita, durante
qualquer dia do ano o Hemisfério Norte receberia a mesma quantidade
de luz e calor que o Hemisfério Sul. Mas, como o eixo é inclinado,
os dias e as noites nao tém a mesma duracao em todos os lugares da

Terra. Vejamos por que.

Observe a figura abaixo atentamente. Ela mostra as posigoes da
Terra em relagdo ao Sol ao longo do ano. Como vocé pode ver, a

posicao da Terra nao é a mesma em todos os meses do ano.

Inicio do Outono ,
no
Hemisfério Sul |

Inicio do Verao
no
Hemisfério Sul

Inicio do Inverno
no
Hemisfério Sul !

Inicio da Primavera
no
Hemisfério Sul

Apenas em duas ocasides a circunferéncia maxima que separa a
zona iluminada daquela que esti no escuro passa rigorosamente pelos
poélos. Aproximadamente em 21 de marco e em 23 de setembro a
noite e o dia duram, em todos os lugares da Terra, cerca de 12 horas

cada um: sdo os equinécios (noites iguais).

Nestas datas a reta imaginéria determinada pelos centros da Terra
e do Sol corta o globo terrestre num ponto do paralelo de latitude 0°,
isto é, os raios solares incidem perpendicularmente sobre a
linha do Equador, que recebe entao mais calor. Para o norte ou

para o sul do Equador, o calor vai diminuindo em direcao aos poélos e
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os dois hemisférios sdo igualmente iluminados e aquecidos.

No dia 21 de marg¢o comega para nos (no Hemisfério Sul) o ou-
tono, enquanto que para os habitantes do Hemisfério Norte é a pri-

mavera que tem inicio.

O dia 23 de setembro marca o comego da primavera no Hemisfério

Sul e o do outono no Hemisfério Norte.

Raios
Solares T 3~l

Equador

21 de margo e 23 de setembro

Vejamos agora o que acontece de setembro a dezembro no Hemis-
fério Sul, de acordo com o movimento que a Terra faz em torno do
Sol.

Durante esta época, os dias vao ficando mais longos e as noites
mais curtas, até que, por volta de 21 de dezembro, temos o dia
mais longo e a noite mais curta: é o que chamamos de solsticio de
verao. A Terra inclina o Pélo Sul na dire¢ao mais proxima do Sol.
Nesse dia, comega no Hemisfério Sul o verao.

O que se passa no Hemisfério Norte nessa época? Af a situagao
se inverte: os dias vao ficando mais curtos e as noites mais longas. A
21 de dezembro, os habitantes daquele hemisfério tém a noite mais
longa do ano e o dia mais curto: é o solsticio de inverno. Para eles,

comeca o inverno.

¥
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Vocé ja entendeu por que isso acontece? Observe a figura abaixo.
Qual hemisfério estd mais exposto aos raios solares em 21 de dezem-
bro? Nessa data a reta imaginaria determinada pelos centros da Terra
e do Sol corta o globo terrestre num ponto do paralelo de latitude
23°27" S, chamado Trépico de Capricéornio. Assim, no solsticio de
dezembro, os raios solares incidem perpendicularmente sobre
o Trépico de Capricoérnio que recebe entao mais luz e calor fazendo
com que o Hemisfério Sul seja mais iluminado e mais quente que o

Hemisfério Norte.

Trop. de Cancer

Raios

Solares Equador

Circ. Polar

21 de dezembro

Vocé ja percebeu o que acontece nas regioes polares em 21 de
dezembro? Nesse dia, os raios solares nao ultrapassam o limite do
paralelo de latitude 66°33'N chamado Circulo Polar Artico. Os pon-
tos situados entre o Circulo Polar Artico e o Pélo Norte ficam inteira-
mente no escuro, independentemente da sua longitude. Nao hé assim

dia, e a noite tem duracao de 24 horas.

Enquanto isso, no Hemisfério Sul, a zona situada entre o Circulo
Polar Antartico, paralelo de latitude 66°33'S, e o Polo Sul fica ilumi-
nada durante 24 horas. Nao hé assim noite, e o dia tem duracao de
24 horas.

Vamos agora acompanhar o movimento da Terra de marco até
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junho. Nessa época, o Hemisfério Sul vai ficando cada vez menos
exposto aos raios solares, ao contrario do Hemisfério Norte. Assim,
no Hemisfério Sul onde moramos, os dias vao ficando mais curtos e as
noites mais longas até que, por volta de 21 de junho, temos a noite
mais longa do ano: é o nosso solsticio de inverno. Nessa data tem

inicio para nés o inverno.

No Hemisfério Norte, a data 21 de junho marca o dia mais longo
do ano: é o solsticio de verao, ou inicio do verao. A Terra inclina
seu Polo Norte na direcao mais proxima do Sol. A reta imaginaria de-
terminada pelos centros da Terra e do Sol corta o globo terrestre num
ponto do paralelo de latitude 23°27'N, chamado Trépico de Cancer.
Logo, no solsticio de junho, os raios solares incidem perpendi-
cularmente sobre o Trépico de Céancer e o Hemisfério Norte é,

portanto, mais iluminado e mais quente que o Hemisfério Sul.

Circ. Polar Artico

Trop. de Cancer

Equador

Raios

Trop. de Capricdrnio

Circ. Polar Antartico

21 de junho

Vejamos o que ocorre nas regides polares nesta época. A zona
situada entre o Circulo Polar Antartico e o Polo Sul nao é atingida
pelos raios solares e a noite dura 24 horas, enquanto que a situada
entre o Circulo Polar Artico e o Polo Norte permanece iluminada

durante 24 horas. Nao hé noite e o dia tem duracao de 24 horas.

¥
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Atividades

1. A Terra gira 360° em torno de seu eixo em 24 horas. Quantos
graus de longitude a reta determinada pelos centros da Terra e

do Sol cruza a cada hora? E a cada minuto?

2. Vocé esta numa localidade cujo meio-dia solar ocorreu 6 horas
e 8 minutos depois do meio-dia solar em Greenwich. Qual ¢é a

sua longitude?

3. Quanto tempo depois do meio-dia solar em Greenwich ocorre o
meio-dia solar em Sao Paulo? Qual a diferenca de tempo entre

o meio-dia solar em Sao Paulo e em Roma?

4. A variacao sazonal no tempo de duragao do dia pode ser mode-
lada por uma sendide. O dia em Nova Orleans tem cerca de 14
horas no solsticio de verao (21 de junho) e cerca de 9 horas e
20 minutos no solsticio de inverno (21 de dezembro). Nos itens

abaixo desconsidere a possibilidade de um ano bissexto.

(a) Esboce o grafico do numero h de horas dos dias de Nova
Orleans como func¢ao do ntimero x de dias a partir de 21

de margo.

(b) Encontre uma expressao para h como fun¢ao de x, deter-
minando A, B e w de modo que h(z) = A + Bsen(wx).
(SUGESTAO: Calcule w sabendo que h é uma fungao pe-
riodica de periodo 365. A seguir, obtenha B usando os

valores maximos e minimos da fun¢ao h.)

(c) Sejay o numero de dias apds 1° de janeiro. Encontre uma

expressao para h como funcao de y.

(d) Que dias do ano tem duragao aproximada de 13 horas em

Nova Orleans?
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Respostas
1. 15°;0,25°
2. 92°W
3. 3 horas e 8 minutos; 3 horas e 56 minutos
7 2mx

4. (b) h(z) =12+ = —

(b) hiw) = 12+ Zsen(= )

2.3 Os Fusos Horarios

No momento em que for meio-dia em S&o Paulo, serd também
meio-dia em todos os lugares situados ao longo do meridiano que
passa por Sao Paulo: é o que chamamos hora verdadeira. Todas as
localidades situadas sobre um mesmo meridiano tém a mesma hora

verdadeira.

Assim, se é meio-dia em Belo Horizonte, isto é, se o Sol sobre Belo
Horizonte est4 em seu ponto mais alto no céu, o mesmo nao aconteceré
em Brasilia. Isso ocorre porque Belo Horizonte estd no meridiano
de longitude 44°W, enquanto Brasilia encontra-se no meridiano de
longitude 48°W. Portanto, meio-dia em Brasilia ocorrerd um pouco
depois do meio-dia em Belo Horizonte (lembre-se que a Terra gira
em torno de seu eixo polar da esquerda para direita). Afinal, se em
Belo Horizonte é exatamente meio-dia, qual serd a hora verdadeira
em Brasilia? Para responder essa pergunta basta repetir o argumento

utilizado na atividade 3 do paragrafo anterior.

Assim, a hora verdadeira ndo ¢ a mesma em Belo Horizonte,
Brasilia ou Sao Paulo. Vocé ja imaginou a confusao que seria se
cada lugar tivesse uma hora diferente, mesmo se tratando de lugares
proximos uns dos outros? Cada vez que viajassemos para leste ou

para oeste terfamos que mudar varias vezes os ponteiros do relogio.
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Para tornar as coisas mais simples, foi necessario dividir o globo
em 24 partes aproximadamente iguais, uma vez que a Terra leva
24 horas para efetuar seu movimento de rotagao. Resultou assim
o que chamamos de fusos horarios. Cada fuso horario corresponde
a uma faixa limitada por dois meridianos, distantes 15° um do outro
(observe que 360° : 24 = 15°). Dessa forma, embora haja diferenca
na hora verdadeira das localidades situadas dentro de um mesmo fuso
horério, a hora marcada nos relégios sera a mesma para todas essas lo-
calidades. E o que chamamos de hora oficial. Assim, Rio de Janeiro,
Brasilia, Belo Horizonte, Sao Paulo, embora sejam cidades situadas
em meridianos diferentes, por encontrarem-se no mesmo fuso horario

tém a mesma hora oficial.

Conforme mostra a figura abaixo, paises pouco extensos no sen-
tido da longitude, como a Itélia e o Paraguai, tém um tnico fuso
horario. Mas paises muito extensos possuem varios fusos horarios: os
Estados Unidos, por exemplo, possuem quatro fusos. Pesquise num

atlas geografico a situacdo da hora oficial no Brasil.
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B CAP. 2: QUAL E A FORMA DA TERRA ?

Atividades

. Fuso ¢ a regiao da superficie terrestre compreendida entre dois

meridianos. Calcule a area do fuso limitado pelos meridianos
de longitude 20° E e 40° W. (SUGESTAO: A area de um fuso é

proporcional & sua abertura.)

. Indo-se de Oeste para Leste, deve-se adiantar o relégio de uma

hora cada vez que se ultrapassa um limite de fuso horario.
Utilizando-se um aviao bastante rapido, pode-se partir de
Greenwich a zero hora do sabado, e chegar ao seu meridi-
ano oposto as 24 horas (tempo local). Nessa altura, serdao 12
horas do sabado em Greenwich. Continuando com a mesma
velocidade, o viajante completard a volta, podendo chegar a
Greenwich as 24 horas do sdbado; mas seu reldgio, modifi-
cado somente em funcao dos fusos horarios marcara 24 horas

de domingo! Como resolver este problema?

. Um piloto sai de uma cidade A de latitude 40° N as 12 horas e

15 minutos (hora local verdadeira). Ele voa no rumo leste a uma
velocidade média de 1000 km /h permanecendo o tempo todo na
mesma latitude. Seu destino B é alcancado apés percorrer 3000
km. Supondo que o raio da Terra meca 6400 km, qual a hora

local verdadeira em B?

Respostas

i .
onde r é o raio da Terra

. Pesquise sobre a “linha internacional de data”

. 17 horas e 35 minutos
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Capitulo 3

O Angulo de Elevacao do

Sol e da Energia Solar

Vimos anteriormente que as estagoes do ano sao conseqiiéncia da
inclinagao do eixo da Terra em relagao a perpendicular ao plano da
ecliptica. A relacdo entre esta inclinagdo e a quantidade relativa de
energia solar recebida por localidades com diferentes latitudes é uma

questao do mundo real que seré agora analisada.

A grande maioria da energia solar nunca alcanga a superficie da
Terra. Porém, a intensidade de radiagao que a alcanca varia de acordo

com o chamado angulo de elevagao do Sol.

o angulo de elevagao do

Raios Solem P

41
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Na figura da pagina anterior, a circunferéncia C contém o meri-
diano que passa por uma localidade P do globo terrestre e t é a reta
tangente a C em P. O menor angulo formado pelos raios solares e pela
reta t é chamado o Angulo de elevagao do Sol ao meio-dia solar

em P.

Nesta parte do curso, iremos calcular a intensidade relativa solar
que alcanca a superficie da Terra em diferentes localidades do mundo
e em diferentes épocas do ano. Para nossos propésitos, intensidade
relativa é definida como a razao da intensidade de radiagao solar inci-
dente na superficie pela intensidade de radiagao se os raios incidissem
perpendicularmente a superficie (angulo de eleva¢ao com medida igual
a 90°).

Vocé ja reparou que a luz solar parece mais quente quando o Sol
estéd a pino? Vocé é capaz de explicar por que ao meio-dia de um dia
claro de verao é muito mais quente que a noite ou a manha do mesmo
dia? O que faz o inverno frio e o verdo quente? As respostas a todas
estas perguntas estao relacionadas com o angulo de elevagao do Sol.
Veremos a seguir que quanto mais proximo de 90° a medida deste
angulo estiver, maior a intensidade da radiagao solar. Apesar disso,
muitas vezes é mais quente as 15h que ao meio-dia, pois, embora a
superficie da Terra receba mais energia solar ao meio-dia, a energia
acumulada na atmosfera, desde manha até este horario, frequente-

mente torna estas horas as mais quentes do dia.

A atividade seguinte oferece um bom modelo para quantificar a
relacgao entre a medida do &ngulo de elevagao do Sol e a intensidade re-
lativa da radiacao solar recebida por uma particular cidade. Escureca
a sala e acenda uma lanterna sobre um pedaco de papel branco A.
Toda a area do papel sera iluminada pela posi¢ao perpendicular da
lanterna. Coloque outro pedago de papel idéntico na frente de A, mas

incline-o de maneira como mostrada por B. Discuta qual posicao de
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papel, A ou B,

recebe mais energia luminosa. Observe a sombra que B projeta em A,
quando B é mais e mais inclinado. Note que a diminuicao da sombra
indica que a quantidade de luz sobre B esta diminuindo. A quantidade
de energia luminosa recebida pelo papel inclinado é a mesma recebida

por C, onde C é paralelo a A.

Na figura abaixo, a ilustracao da esquerda mostra a visao
lateral quando os raios solares atingem A verticalmente, ou
perpendicularmente & superficie.  As ilustragbes do meio e da
direita mostram a quantidade relativamente menor de energia que

a folha de papel recebe quando o dngulo de elevagao do Sol é reduzido.

Quanto mais o papel é inclinado, menos energia luminosa ele recebe.

Nas ilustracoes anteriores, A e B s@o na realidade areas retangu-
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lares, mas como as larguras destas areas sao as mesmas, podemos
desconsideréa-las e levar em conta apenas os comprimentos mostrados

na figura acima.

O comprimento de B é a medida da hipotenusa do tridngulo retan-
gulo, « é a medida do &ngulo de elevagdao do Sol e o comprimento de
C é a medida do lado oposto a a.. A razdo entre o comprimento de C
e o comprimento de B, que depende do dngulo de elevacao e é igual
a sena, nos di uma medida para a intensidade relativa da luz solar.
Se o comprimento de B é tomado como 1, entao sena = C'/1 = C.
Por exemplo, se o angulo do papel B mede 90°, isto é, B é perpendi-
cular & direcao da luz solar, entao sen90° = 1 e a intensidade relativa
da luz solar é 1 ou, em porcentagem,100%. Como sen80° ~ 0.9848,
temos que quando o angulo de elevacao mede 80°, o papel recebe

aproximadamente 98% da radiac¢ao solar disponivel.

Neste modelo, o pedaco de papel representa uma area da Terra e o
angulo do papel representa o angulo de elevagao do Sol. Quando o Sol
se torna visivel pela primeira vez de manha, certa 4rea recebe a luz
solar sob um angulo extremamente pequeno e a intensidade relativa
da radiacao solar é pequena nesta area. Quando é meio-dia a luz solar
é inclinada ao minimo, ou esté perto de se tornar vertical. Ao fim do
dia, os raios solares incidem na Terra novamente com o menor angulo
possivel. Isto explica por que a luz solar pela manha ou pela tarde

nao é tao quente quanto ao meio-dia.

Atividade

Seja a a medida do angulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar
em P e 3 a medida do d4ngulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar no
Equador, ambas consideradas num mesmo dia. Quais as expressoes
relacionando «, § e a latitude 6 de P? Existem duas possiveis respostas

conforme P seja um ponto do Hemisfério Norte ou Sul.
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3.1 O Angulo de Elevacao do Sol nos Equinoé-

clos

Vamos calcular a medida desse &ngulo ao meio dia solar nos dias de
equindcios de primavera e outono. Como vimos anteriormente, nesses
dias os raios solares incidem perpendicularmente sobre o Equador.
Tomemos, por exemplo, a cidade de Porto Alegre localizada a 30° de

latitude sul.

Na figura abaixo, a reta PB é tangente a Terra no ponto P, que
representa Porto Alegre, O é o centro da Terra e C é um ponto
da reta OP com P entre C e O. Como m(£LBOP) = 30° temos
m(LAPC) = 30° (sao angulos correspondentes no contexto de re-
tas paralelas - note que AP e I(TO sao paralelas aos raios solares).
Logo m(£ZAPB) = 60° uma vez que ZBPC & reto.

O angulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar mede entao 60° du-
rante os equinocios de primavera e outono em Porto Alegre e também
em todas as localidades que estao situadas a 30° de latitude sul. Note
que o angulo de elevagao do Sol nesses dias e a latitude sao angulos
complementares. Para calcular a intensidade relativa da radiacao so-

lar encontre sen60° . Uma calculadora mostrara aproximadamente

0,8660,
N
/\( Trdp. de Cancer
oy

Equador B [E 0 Equador

} 300
\‘){ 600 [
Trop. de Capricdrnio
S

P

O >
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indicando que a intensidade de Sol em Porto Alegre nos dias de
equindcios é cerca de 86% da que seria se os raios solares incidis-
sem perpendicularmente & superficie, ou ainda, 86% da intensidade
do Sol que atinge o ponto E localizado sobre o Equador e que tem a

mesma longitude de Porto Alegre.

Pelo mesmo método, podemos calcular a intensidade relativa da
radiagao solar recebida por qualquer cidade cuja latitude seja conhe-
cida. Por exemplo, Santa Cruz, Argentina, estd localizada a 50° de
latitude sul. Portanto, o dngulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar

nos dias de equindcios mede 90° — 50° = 40°.

Para calcular a intensidade relativa da radiacao solar que a cidade
recebe nesses dias, encontre send0°. A calculadora mostrara aproxi-
madamente 0,6427. A intensidade relativa da radiagdo solar é cerca
de 64% ao meio-dia solar em Santa Cruz, nos equindcios de primavera,

e outono.

Atividade

Complete a tabela abaixo, obtendo a intensidade relativa da radi-

acao solar ao meio-dia solar nos dias de equinocios.

Angulo Intensidade
Cidade Latitude de
Elevacao do Sol Relativa
Recife, Brasil 8°S
Cuiaba, Brasil 16°S
Sao Paulo, Brasil 23°S
Melbourne, Austrélia 38°S
Quito, Equador 0°S
Miami, EUA 26°N
Madri, Espanha 41°N
Oslo, Noruega 60°N
Barrow, Alaska 71°N
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3.2 O Angulo de Elevagao do Sol nos Solsticios

Vamos agora calcular a medida do angulo de elevagao do Sol ao
meio-dia solar no dia de solsticio de junho. Sabemos que nesse dia os
raios solares incidem perpendicularmente sobre o Trépico de Cancer,

que esta aproximadamente a 23°30" de latitude norte.

N

Trép. de Cancer
.................. >
Equador
................ }
--------------- > "
---------------- > ﬂ
----------------- Sl

S

Trdp. de Cancer

Trop. de Cancer

Equador Equador

A ilustragdo da esquerda na figura acima mostra o angulo de ele-
vagao do Sol em Cleveland (EUA) localizada a 41° de latitude norte.
A reta PB é tangente a Terra no ponto P que representa Cleveland,
O é o centro da Terra e C é um ponto da reta O(—>P, com P entre C e

> <
0. Como AP e BO sao paralelas aos raios solares temos
m(LAPC) = m(£/BOP) = m(ZEOP)-m(/EOB) = 41°-23°30' = 17°30'.

Uma vez que o angulo BPC é reto segue que APB, que é o angulo de
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elevacao do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° — 17°30" = 72°30'.

Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte re-
cebem o maior brilho solar direto do ano durante o dia de solsti-
cio de junho, quando o angulo de elevagao do Sol mede 72°30 ao
meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiacao solar
que atinge Cleveland nesta hora encontre sen72°30’. A calculadora
mostrard aproximadamente 0,9537 indicando que Cleveland recebe
cerca de 95% da radiagao solar que incidiria se o angulo fosse de 90°
ao meio-dia no solsticio de junho, ou ainda, 95% da intensidade do
Sol que atinge o ponto D localizado sobre o Tropico de Céncer e que

tem a mesma longitude de Cleveland.

A ilustragao da direita na figura acima mostra o angulo de elevacao
do Sol em Porto Alegre. A reta é tangente a Terra no ponto P que
representa Porto Alegre, P estd C e O com e sendo paralelas aos raios
solares. Como P estad no Hemisfério Sul, a medida do angulo BOP é
igual a

m(EOP) +m(EOB) = 30° + 23°30" = 53°30

e, pela congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo,
m(APC) = 53°30’. Portanto, ZAPB, que ¢ o angulo de elevagao

do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° — 53°30" = 36°30'.

Porto Alegre e outras cidades localizadas a 30° de latitude sul
recebem o menor brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio
de junho, quando o angulo de elevacao do Sol mede 36°30" ao meio-dia
solar. Para obter a intensidade relativa da radiacao solar que atinge

Porto Alegre nesta hora encontre sen36°30’. A calculadora mostrara
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aproximadamente 0,5948 indicando que Porto Alegre recebe cerca de
59% da radiagao solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-
dia no solsticio de junho, isto &, 59% da intensidade do Sol que atinge
o ponto D localizado sobre o Trépico de Cancer e que tem a mesma

longitude de Porto Alegre.

Equador

Trop. de Capricornio

Analogamente podemos calcular a medida do angulo de elevacao
do Sol ao meio-dia solar no dia de solsticio de dezembro. Nesse
dia os raios solares incidem perpendicularmente sobre o Trépico de

Capricornio, que esta aproximadamente a 23°30’ de latitude sul.

Equador

Trop. de Capricornio

A figura acima mostra o dngulo de elevagao do Sol novamente em
<
Cleveland. A reta PB é tangente a Terra no ponto P que representa

—> <
Cleveland, P estd entre C e O com AP e BO sendo paralelas aos
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raios solares. Como P estd no Hemisfério Norte, a medida do angulo
/ZBOP éigual a

m(£LEOP) + m(ZEOB) = 41° + 23°30/ = 64°30/

e, pela congruéncia de &angulos correspondentes no paralelismo,
m(ZLAPC) = 64°30". Portanto, ZAPB, que é o angulo de elevagao

do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° — 64°30" = 25°30'.

Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte re-
cebem o menor brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio
de dezembro, quando o angulo de elevagao do Sol mede 25°30/ ao
meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiacao solar
que atinge Cleveland nesta hora encontre sen25°30’. A calculadora
mostrard aproximadamente 0,4305 indicando que Cleveland recebe
cerca de 43% da radiagao solar que incidiria se o angulo fosse de 90°
ao meio-dia no solsticio de dezembro, ou ainda, 43% da intensidade
do Sol que atinge o ponto D localizado sobre o Tréopico de Capricornio

e que tem a mesma longitude de Cleveland.

Equador

Trép. de
Capricornio

A figura acima mostra o angulo de elevagao do Sol em Porto Ale-
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<«
gre. A reta PB é tangente a Terra no ponto P que representa Porto
— <~
Alegre, P esta entre C e O com AP e BO sendo paralelas aos raios
solares. Como P estd no Hemisfério Sul, a medida do angulo ZBOP

é igual a
m(LEOP) —m(ZEOB) = 30° — 23°30' = 6°30/

e, pela congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo,
m(LAPC) = 6°30'. Portanto, ZAPB, que é o angulo de elevagao

do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° — 6°30" = 83°30.

Porto Alegre e outras cidades localizadas a 30° de latitude sul
recebem o maior brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio
de dezembro, quando o angulo de elevacao do Sol mede 83°30’ ao
meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiagao solar
que atinge Porto Alegre nesta hora encontre sen83°30’. A calculadora
mostrara aproximadamente 0.9935 indicando que Porto Alegre recebe
cerca de 99% da radiagao solar que incidiria se o angulo fosse de 90°
ao meio-dia no solsticio de dezembro, isto ¢, 99% da intensidade do
Sol que atinge o ponto localizado sobre Tropico de Capricornio e que

tem a mesma longitude de Porto Alegre.

Vimos nessa se¢ao de que maneira a latitude de um ponto pode
ser usada para calcular o angulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar
naquele ponto em determinadas épocas do ano. Sob certas condigoes,
esse processo pode ser invertido obtendo-se a latitude a partir do

angulo de elevagao do Sol (veja atividade 2 a seguir).

¥
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Atividades

1. Complete a tabela abaixo, obtendo a intensidade relativa da radi-

acao solar ao meio-dia solar nos dias de solsticios.

Solsticio de Solsticio de
Junho Dezembro
Latitude Angulo de Intensidade Angulo de Intensidade
Cidade elevagao Relativa elevagao Relativa
do Sol do Sol
Rio Branco, Brasil 10°S
Sao Paulo, Brasil 23°8
Melbourne, Australia 38°S
Santa Cruz, Argentina 50°8
Quito, Equador 0°
Sao José, Costa Rica 10°N
Miami, EUA 26°N
Paris, Franca 49°N
Forel, Groelandia 66°N

2. No dia 26 de janeiro de 2004 as seguintes medidas foram tomadas

numa localidade desconhecida P da regiao sul do Brasil.

e Altura de uma haste vertical = 35 cm
e Comprimento da menor sombra projetada = 5,4 cm

e Horéario local da menor sombra = 12 horas 25 minutos 56 se-

gundos

Consultando um almanaque sabe-se que nesse dia os raios solares
incidem perpendicularmente sobre o paralelo de latitude 18°45’S e
que o meio-dia solar em Greenwich ocorre as 12 horas 12 minutos
36 segundos. Sabe-se ainda que o horario na localidade P é o de

Greenwich diminuido de 3 horas.

(a) Determine o tempo decorrido entre o meio-dia solar em

Greenwich e o meio-dia solar em P.

(b) Calcule a longitude de P.
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(c) Determine a medida do dngulo de eleva¢ao do Sol ao meio-dia
solar naquele dia.

(d) Calcule a latitude de P.

(e) Consulte um globo terrestre ou um atlas geografico para iden-

tificar a localidade desconhecida P.



Capitulo 4

A Superficie Esférica em

Coordenadas Cartesianas

A partir desta segao trabalharemos num sistema ortogonal de co-
ordenadas cartesianas com origem O. Dado um ponto P = (z,y, z)
do espaco, uma dupla aplicagao do teorema de Pitdgoras mostra que

a distancia de P a O é expressa por

d(P,0) = /2% + y? + 22.

WX +y2+7% P=(xY 2)

o4
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Mais geralmente, a distancia entre os pontos P = (z,y,2) e

C = (u,v,w) é dada pela formula

d(P,C) = /(z —u)2 + (y —v)2 + (z — w)2.

Sendo r um nimero real positivo, a superficie esférica S de centro

C = (u,v,w) e raio r é o conjunto dos pontos P = (x,y, z) tais que

(xfu)2+(yfv)2+(sz)2 =2 (4.1)

A equagao (4.1) acima é denominada equacao reduzida de S. As-
sim, por exemplo, (z + 1)? + (y — 2)? + 22 = 4 é a equagao reduzida
da superficie esférica de centro C = (—1,2,0) e raio r = V4 = 2.

Desenvolvendo os quadrados em (4.1), obtemos

2?4yt 22— 200 —2yv — 22w+ w0 P =0 (4.2)

que é uma equacgao da forma

P2+ dar+by+cez+d=0 (4.3)

onde a, b, ¢, d sao nimeros reais.

A equagao (4.2) é chamada equagao geral de S. Assim, a super-
ficie esférica de centro C' = (—1,2,0) e raio r = 2 tem como equagao
geral 22 + 9% + 22 +22 — 4y +1=0.

Dada uma equagao da forma (4.3) como decidir se ela é a equagao

geral de alguma superficie esférica S? Em caso afirmativo, quais as

coordenadas do centro e qual o raio de S7
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Considerando, por exemplo, a equagao
2 2 2 _
x+y 4+ 2" +4x —2y —62+8 =0,

a idéia é completar os quadrados e colocar (4.3) na forma (4.1).

Assim:

o P Hdr=02+22x =22 +220422-22=(z+2)? -4
oy —2y=y -+ 1P -1 =(y-1)7-1

e 22 —62=22-232=22-232+32-32=(2-3)2-9
Substituindo na equagao dada obtemos
(z+2)? -4+ @y—-1)>2-1+(2-3)?-9+8=0,

ou seja, (x+2)2+(y—1)2+ (2 —-3)2=6.

Trata-se, portanto, de uma superficie esférica de centro
C = (-2,1,3) e raio r = /6.

Repetindo-se o mesmo argumento para a equagao
2?2 +y?+ 22— 22— 4y +10 = 0 obtemos (v —1)? + (y—2)2 + 22 = =5
(faga voce).

Como uma soma de quadrados nunca é um nimero negativo con-
cluimos que nenhum ponto do espago tem coordenadas (x,y,z) satis-

fazendo a equacgao acima. Trata-se, portanto, do conjunto vazio.

J& a equacdo x? +y% + 22 — 2o — 4y — 62+ 14 = 0 pode ser escrita
como (x —1)? + (y — 2)? + (2 — 3)? = 0 cuja tnica solucdo é o ponto
de coordenadas (x,y,z) = (1,2,3).

O resultado a seguir desempenhara um papel importante no pro-
ximo paragrafo onde discutiremos a fundamentagdo matematica do

funcionamento do GPS.
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Teorema 4.1. Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus
centros sao nao coplanares entdao essa intersec¢do consiste de um

unico ponto.

Demonstracdo. Sejam Sy, So,S3 e Sy superficies esféricas de cen-
tros C1,C9,C3 e (C4, respectivamente. Mostraremos que se
S1NSyNS3NSy # 0 e Cp,Cq,C3,C4 sao nao coplanares entao
S1NSyNS3nN Sy ={P}.

Sendo 22 + y? + 2% + ajz + bjy + ¢;z + d; = 0 as equagdes gerais
de Sj, onde j = 1, 2, 3, 4, ao subtrairmos essas equacoes duas a duas
obtemos equacoes lineares em x, y e z uma vez que os termos z2, 32 e

22 s30 eliminados.

Tal equagao linear determina o plano que contém a correspondente
interseccao. Por exemplo, subtraindo as equagoes de St e Sy obtém-se

uma equacgao do plano que contém S; N Ss.

Considerando-se os planos que contém S; NSy, S1 N S3 e .51 NSy
temos que se P = (x, y, z) estd em S; N Sy N .S3N Sy entao (x,y, z) é

a solugao do sistema linear

(a1 —ag)x + (b1 —b2)y+ (c1 —c2)z+ (d1 —d2) =0
(*) (a1 —a3z)z+ (b1 —b3)y+(c1 —c3)z+ (dy —dg) =0

(a1 — CL4)$ + (b1 — b4)y + (01 — C4)Z + (d1 — d4) =0

A prova do teorema estara terminada se mostrarmos que o sistema
(*) tem uma tnica solugdo, pois a existéncia de dois pontos distintos
em S1 NSy N S3MN .Sy, acarretariam duas solucoes distintas do sistema
linear (*).

Sendo C; = (uj,v;,w;) o centro de S;, j = 1, 2, 3, 4, compa-

rando as equacoes (4.2) e (4.3) acima temos a; = —2u;,b; = —2v;,
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58 B CAP. 4: A SUPERFICIE ESFERICA EM COORDENADAS CARTESIANAS
¢j = —2w; de modo que

a1 — ag bl—bg C1 — Cy U — Ul V2 —UV1 W2 — Wi

a1 — as blfbg Cl1 —C3 =38 uz —uUyp V3 —0U1 W3 — Wi

a1 —as by —bs c1—ca Us — U] Va4 — V] Wa— W1

Como (1, (s, C5,Cy sao nao coplanares segue que o determinante a

direita é nao é nulo e, portanto, (*) é um sistema linear com determi-

nante nao nulo tendo assim uma tnica solugao. O

Evidentemente o simples fato do sistema linear (*) ter uma tnica
solugao, significando que os centros s@o nao coplanares, ndo acar-
reta necessariamente que a interseccao das quatro superficies esféri-
cas consiste de um tnico ponto P. Em outras palavras, a hipotese

S1 N SoNS3MN Sy # () é essencial para a validade do teorema.

A eventual solugao de (*) nos dara o procurado ponto P desde que
pertenca simultaneamente as quatro superficies esféricas Sy, 52,53 e
Sy.

Considere, por exemplo, as superficies esféricas abaixo.

Sy: centro (0, 0, 1) e raio v/2

Sy: centro (0, 3, 0) e raio v/10

Ss3: centro (2, 0, 0) e raio 1
)

Sy4: centro (0, 0, 0) e raio 1

Seus centros sdo nao coplanares e o sistema linear (*), neste caso

dado por
6y —22=0
dr—2z—-4=0
—2z =0,

tem como tnica solugdo x = 1, y = 0 e z = 0. Uma verificagao
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simples mostra que o ponto P = (1, 0, 0) pertence simultaneamente
a 51,959,535 ¢ Sy de modo que S1 NS, NS3N Sy = {(1,0,0)}.

Vejamos agora a relacao entre as coordenadas geograficas e as

coordenadas cartesianas.

Para tanto consideramos um sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas com origem O no centro da Terra, o eixo Oz positivo
apontando na direcao do Pélo Norte N, o plano Oxy sendo o plano do
Equador com o eixo Ox positivo cortando o meridiano de Greenwich

e o eixo Oy positivo cortando o meridiano de longitude 90°E.

Dado um ponto P = (x,y,z) do espago, sejam e os dngulos assina-

lados na figura abaixo.

(0,0,z2) =B |
06 = m(£AOP) P=(xYy, 2)
¢ = m(£COA)
0 N
>N
¢
(x,0,0)=C ,

v A=(x,y,0)

Quando P esté sobre a superficie terrestre os angulos 6 e ¢ acima
indicados correspondem exatamente a latitude e longitude do ponto
P como anteriormente definidos na secdo 2.1. A diferenca entre
OP = \/m e o raio da Terra é chamada a elevagao (ou
altitude) de P = (x,y,2).

No tridngulo retangulo AOPB da figura acima temos

OB

P
- orP Va+y? 4 22

cos(90° — )

¥
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60 B CAP. 4: A SUPERFICIE ESFERICA EM COORDENADAS CARTESIANAS

z

Va2 + 2+ 22

Esta expressao atribui a 8 um tnico valor entre 0 e 90 quando

e, como cos(90° — #) = senf, segue que senf =

z > 0 e um tnico valor entre -90 e 0 quando z < 0. No primeiro
caso dizemos que a latitude de P é ° N enquanto que no segundo a
latitude de P ¢ (—0)° S.

Por outro lado, no triAngulo retangulo AOAC temos
AC Y ocC x
senp = — = ——2 Z= — )
PTO0AT i OA~ Jiiig

Estas expressoes definem um tnico valor entre 0 e 180 quando y > 0

e cosp =

e dizemos que a longitude de P é ¢° E. Quando y < 0, assume um

tnico valor entre -180 e 0 e, neste caso, a longitude de P é (—¢)° W.

Como exemplo, vamos determinar as coordenadas geografi-
cas do ponto P cujas coordenadas cartesianas sao dadas por
P = (3v/3 x 10%, -3 x 10%,61/3 x 105). Considere como unidade de

medida o metro.

Temos

22+ 92 + 22 =27 x 102 + 9 x 10" + 108 x 10'% = 144 x 10'?

(6]
22 +y? =27 x 102 + 9 x 10'? = 36 x 10'2.
6v/3 x 106 3
Logo, senf = 1\2f><106 = \2[ e, portanto, 6 = 60°.
O 3 x 106 1 3v/3 x 106 V3
omo sen = ———F = —= € CO0Ss = — = —
v 6 x 100 2 v 6 x 106 2

obtemos ¢ = —30°.

Assim as coordenadas geograficas de P sao 0 = 60° N e ¢ = 30°W.

Supondo o raio da Terra igual a 6,4 x 10° metros temos que a elevacio
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de P mede 12 x 105 — 6,4 x 10 = 5,6 x 10% metros.

O processo acima pode ser invertido: conhecendo-se a latitude 6,
a longitude ¢ e a elevagao de um ponto P, podemos determinar suas

coordenadas cartesianas x, y e z.

Como antes interpretamos as designagoes N/S para 6 e E/W para
 como positivas/negativas, respectivamente. Por exemplo, um ponto
com latitude 40° N e longitude 70° W terd 0 = 40° e p = —70°
enquanto que um ponto com latitude 40° S e longitude 70° E tera
0 = —40° e p = 70°.

A partir da elevagao de P obtemos o valor de \/z2 + 2 + 22 que

z
denotaremos por r. Logo senfl = — e, portanto, z = rsenf.
r

$2+y2

Por outro lado, como cosf = sen(90 — §) = ———— segue que
T

x = /22 + y? cosp = rcosbcosp e y = \/x? + y? senp = rcosbsenp.

Para referéncia futura repetimos no quadro abaixo as relagoes en-

tre as coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas.

x = rcosfcosp
y = rcostsenyp

x = rsend

Atividades

1. Determine a equagao geral de cada uma das superficies esféricas

abaixo.
(a) Si: centro (5,5,15) e raio 13.

(b) Sa: centro (4,2,5) e raio 3.
(c) Ss: centro (5,1,7) e raio 5.
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62 M CAP. 4. A SUPERFICIE ESFERICA EM COORDENADAS CARTESIANAS
(d) Syi: centro (0, -2, -3) e raio 7.

2. Verifique se as equagdes dadas abaixo sdo equagOes gerais de
superficies esféricas. Em caso afirmativo, determine o centro e

o raio.

2?2+ 2+ 22 —4x+6y+22—-2=0.
2+’ + 2220 +2y=0.

2?24+ y? + 22— 100+ 2y — 62+ 35 =0.
2+ 2+ 22— 20+ 4y +15=0.

3. Obtenha uma equacdo da superficie esférica de centro
C = (3,-2,5) que é:

a) tangente ao plano Oxy;
t t 1 O
b) tangente ao plano Oyz;

(c) tangente ao plano Oxz.

4. Considere as quatro superficies esféricas dadas na atividade 1
acima. Determine as equagdes dos planos que contém S N Sy,
S1NS3 e S1NSy. Resolva o sistema linear obtido e ache o ponto
de intersecgao desses trés planos. Verifique que esse ponto per-

tence simultaneamente as quatro superficies esféricas S1, S92, S3
e 54.

5. Determine as coordenadas geograficas e a elevagao dos seguintes
pontos do espago (considere as coordenadas cartesianas dadas

em metros e o raio da Terra medindo 6,4 x 10° metros):
— (3v/3 x 108,3 x 105, —6+/3 x 10);

P
(b) P = (=3v/3 x 10%, -3 x 105, —6+/3 x 10);
P — (=3 x 105,3v/3 x 10%,6 x 10);
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(d) P = (3 x 105, —3v/3 x 10°,6 x 10°).
Respostas
1. (a) S1: 22+ 9%+ 22 — 102 — 10y — 302 + 106 = 0.
(b) So: 22 +y? + 22 —8r — 4y — 102+ 36 = 0.
(c) S3: 22+ 9y + 2% — 10z — 2y — 142 + 50 = 0.
(d) Sy x? + 9> + 224+ 4y + 62— 36 =0.
4. P=(2,1,3)
—b



Capitulo 5

A Matematica do GPS

A sigla GPS nada mais é do que a abreviatura para Global
Positioning System. Trata-se de uma constelagao de vinte e quatro
satélites, orbitando em torno da Terra a uma altura aproximada de
20.200 km acima do nivel do mar, permitindo a receptores determi-
nar a sua posi¢ao em qualquer lugar sobre a Terra com uma notével

precisao.

64

“principall”
2009/2/19
page 64

Estilo OBME
—P



65

O projeto foi iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos
Estados Unidos com o propésito de que aeronaves e navios milita-
res pudessem determinar, em qualquer circunstancia de tempo, sua
posicdo exata. Ajuda no lancamento de misseis e a localizagdo de
tropas terrestres em movimento foram outras necessidades que moti-

varam tal projeto.

Os projetistas do GPS também o planejaram para uso civil,

porém, com precisao menor do que para as operacoes militares.

O sistema NAVSTAR (abreviatura para Navigation Satellite
Timing and Ranging), nome oficial dado pelo Departamento de De-
fesa dos Estados Unidos ao GPS, consiste de um segmento espacial (os
satélites), um segmento de controle (as estagdes terrestres de geren-

ciamento) e um segmento do usuério.

"

\""_“" _

Os vinte e quatro satélites que formam o segmento espacial do
GPS trafegam em torno da Terra em seis Orbitas estéveis e pré-
determinadas com quatro satélites em cada orbita. Os satélites per-
correm uma Orbita completa a cada 12 horas e cada satélite tem 28°
de visualizagao sobre a Terra (veja atividade 9 da se¢ao 2.1). Isso

assegura com que todo ponto da superficie terrestre, em qualquer
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66 M CAP. 5: A MATEMATICA DO GPS

instante, esteja visualizado por pelo menos quatro satélites. Vérias
areas da Terra sao, por alguns momentos, visualizadas por até dez

satélites.

Todos os vinte e quatro satélites sao controlados pelas estacoes
terrestres de gerenciamento. Existe uma “estacdo master”, localizada
no Colorado (Estados Unidos), que com o auxilio de quatro estagoes
de gerenciamento espalhadas pelo planeta, monitoram o desempenho
total do sistema, corrigindo as posicoes dos satélites e reprogramando
o sistema com o padrao necessario. Apo6s o processamento de todos
esses dados as correcgoes e sinais de controle sao transferidas de volta

para os satélites.

Dados para o Satélite
Dados para o

Usuéario

Dados para
a Base de
Controle

Estagiio Gerenciamento Receptor - GPS

Controle e Uso do GPS

Afinal, de que maneira o GPS determina a localizagdao de um ponto

sobre a superficie terrestre?

Cada um dos satélites do GPS transmite por rddio um padrao fi-
xado que é recebido por um receptor na Terra (segmento do usuério)
funcionando como um cronémetro extremamente acurado. O re-

ceptor mede a diferenca entre o tempo que o padrao é recebido
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e o tempo que foi emitido. Esta diferenca, ndo mais do que um
décimo de segundo, permite que o receptor calcule a distancia ao
satélite emissor multiplicando-se a velocidade do sinal (aproximada-
mente 2,99792458 x 108 m/s - a velocidade da luz) pelo tempo que

o sinal de radio levou do satélite ao receptor.

Essa informacao localiza uma pessoa sobre uma imaginaria su-
perficie esférica com centro no satélite e raio igual a distancia acima

calculada.

Cada satélite é programado para emitir o que se chama
efeméride, que informa a sua posi¢do exata, naquele instante, em
relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas como o descrito na
secao anterior. Tal posicao é permanentemente rastreada e conferida
pelas estacoes terrestres de gerenciamento. A unidade receptora pro-
cessa esses sinais. Com a posi¢do do satélite e a distancia acima

calculada obtém-se a equagao geral da superficie esférica imaginéaria.

Coletando-se sinais emitidos por quatro satélites, o receptor deter-
mina a posi¢ao do usuéario calculando-a como intersecgao das quatro
superficies esféricas obtidas. A localizacao é dada, nao em coordena-
das cartesianas, mas por meio das coordenadas geograficas (latitude,

longitude) e a elevagao.

A precisao do tempo é essencial na operagdo do GPS. Um erro
de um micro segundo (10~% segundos) no registro do lapso de tempo
desde a transmissao até a sua recepcao resulta num erro de 300 metros.
Unidades receptoras do GPS extremamente precisas (e caras!) podem

determinar sua posi¢do a menos de um metro.

Com o fim da guerra fria, o sistema GPS passou a oferecer uma
precisao muito maior para o usudrio civil, disponibilizando a ele a
mesma precisao que sé os militares tinham a algum tempo atras. Hoje
em dia, com auxilio do piloto automaético e do GPS, uma aeronave

civil é capaz de percorrer distancias transatlanticas e pousar sem a
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68 M CAP. 5: A MATEMATICA DO GPS

interferéncia do piloto com erro de alguns centimetros com o eixo da

pista.

A navegagao é a fungdo priméria do GPS sendo usado em aero-
naves, navios, veiculos e por individuos que usam o receptor portatil
(“de bolso”). Atualmente o GPS tem se mostrado util em diversas

situacoes das quais destacamos algumas.

1. Roteirista de viagens: determinam além da sua posicao den-
tro de uma cidade, quais as atragGes e pontos turisticos mais

proximos, hotéis, postos de emergéncias, etc.

2. Monitoramento de abalos sismicos: tais abalos sao precedidos
por alteragoes no campo gravitacional que distorcem as ondas
de radio permitindo, através do GPS, tentar prever a ocorréncia

de um terremoto com algumas horas de antecedéncia.

3. Meteorologia: o GPS gera informacoes para a previsao da me-
teorologia, estudo do clima e outros campos de pesquisa rela-

cionados.

4. Localizagao para resgate: o servico usa o GPS para guiar he-

licopteros de socorro até o lugar do acidente.

5. Aplicagoes industriais: areas infectadas por pestes sao identifi-
cadas por fotografias aéreas e, com uso do GPS, um trator pode

ser guiado para aplicacoes de pesticidas.

6. Uso militar: coordenadas de ataque, orientagao e controle para
misseis balisticos, marcacgao para artilharia, bombardeio de ae-
ronaves, defesa aérea, rastreamento de submarinos, localizagao

de minas e radares inimigos, atos terroristas, etc.

Na atividade a seguir pretendemos discutir, do ponto de vista

matematico, o método utilizado pelo GPS na determinagao da posig¢ao
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de um ponto sobre a superficie terrestre. As informacoes transmitidas

no sistema GPS envolvem, por uma questao de precisdo, dez ou mais

digitos. Para um aproveitamento mais realista da atividade, suge-

rimos a utilizacao de calculadoras ou softwares com capacidade de

resolver sistemas lineares com coeficientes dessa ordem. Uma alter-

nativa, abrindo mao eventualmente da precisao, é trabalhar com um

ntmero menor de digitos utilizando a notagao cientifica. Suponha que

o raio da Terra meca 6,378164 x 10° metros e considere a velocidade
da luz sendo de 2,99792458 x 10%m/s.

Atividade

A tabela abaixo indica as efemérides (em metros) de cada satélite.

X

y

Z

Satélite 1

1,877191188 x 106

-1,064608026 x 107

2,428036099 x 107

Satélite 2

1,098145713 x 107

~1,308719098 x 107

2,036005484 x 107

Satélite 3

2, 459587359 x 107

-4,336916128 x 108

9,090267461 x 10°

Satélite 4

3, 855818937 x 10°

7,251740720 x 106

2,527733606 x 107

Um receptor GPS registra os seguintes lapsos de tempo (em se-

gundos) entre a transmissao e a recepgao do sinal de cada satélite.

Satélite 1

Satélite 2

Satélite 3

Satélite 4

0,08251731391

0,07718558331

0,06890629029

0,07815826940

(a) Calcule a distancia entre o receptor e cada satélite.

(b) Escreva as equagbes gerais das imaginérias superficies esféricas

centradas em cada satélite e raios iguais as distancias calculadas

no item anterior.
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70 B CAP. 5: A MATEMATICA DO GPS

(c) Determine as coordenadas cartesianas do ponto P que pertence
simultaneamente as quatro superficies esféricas obtidas no item

anterior. (SUGESTAO: Veja atividade 4 do capitulo 4)
(d) Determine a latitude, a longitude e a elevagao do ponto P.

(e) Consulte um atlas geografico ou um globo terrestre para iden-

tificar a posigao desse usuario do GPS.

¥
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Capitulo 6

A Distancia numa Superficie

Esférica

A distancia d(A, B) entre dois pontos A e B é, essencialmente, o
menor dos comprimentos das trajetorias ligando A a B. No plano,
a trajetoria de menor comprimento é o segmento de linha reta AB e
seu comprimento AB é a distancia entre A e B. Sobre uma superficie
esférica, no entanto, nao existe um segmento de linha reta uma vez
que ela é curvada em todas as direcoes e tineis através da Terra nao

sao permitidos. Como medir a distancia entre dois pontos A e B neste

/=)

71
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Quanto maior o raio de uma circunferéncia, mais ela se aproxima
de ser uma reta. Como as circunferéncias de maior raio contidas numa
superficie esférica S sdo as circunferéncias méaximas, é razoével esperar
que a distancia (em S) entre dois pontos A e B seja o comprimento

do arco menor AB da circunferéncia méaxima que passa por A e B.

Uma prova formal desta afirmacao serd dada adiante.

O célculo desse comprimento pode ser feito a partir do conheci-
mento da medida « do dngulo ZAOB onde O é o centro da superficie
esférica S. Como o comprimento do arco é proporcional & medida do
angulo central correspondente, uma regra de trés simples nos da o

valor procurado.

Sendo r o raio da superficie esférica temos

de modo que d(A,B) = (a/360).(27).r .

Todos os meridianos estao contidos em circunferéncias méximas
enquanto que, entre os paralelos, apenas o Equador é uma circunfe-
réncia maxima. Logo quando A e B possuem a mesma longitude, a
diferenca entre as latitudes pode ser usada para achar a medida «.
Analogamente quando A e B estao sobre o Equador é a diferenga

entre as longitudes que nos permite calcular a. Vejamos como.

As cidades de Curitiba e Goiénia estao sobre o mesmo meridiano
(49° W) e suas latitudes sao 26° S e 17° S, respectivamente. Estao
assim separadas por 9° de latitude e, tomando o raio da Terra como

6400 km, segue que a distancia entre elas é dada por

(9/360).(2).6400 ~ 1005 km.
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As cidades de Quito, no Equador, e Entebe, em Uganda, estao
ambas sobre o Equador. A longitude de Quito é 79° W enquanto que
a de Entebe é 32° E. Logo a diferenca entre suas longitudes é de 111°

de modo que a disténcia entre elas é igual a

(111/360).(27).6400 ~ 12399 km.

Quando duas cidades A e B estao sobre um mesmo paralelo, que
nao seja o Equador, o caminho mais curto possivel entre elas, ao
contrario do que diz nossa intuigdo, nao é o comprimento do arco

menor AB daquele paralelo e sim o comprimento do arco menor AB

da circunferéncia méaxima que passa por A e B.

___________ paralelo

“circunferéncia maxima

~a -

Por exemplo, as cidades de Nova York e Néapoles estao pratica-
mente sobre o mesmo paralelo (41°N) e suas longitudes sao 74°W e
14°E, respectivamente. O comprimento do arco menor do paralelo

entre as duas cidades é cerca de 7419 km (verifique).

Se A e B representam as cidades de Nova York e Napoles, respec-
tivamente, vejamos como calcular neste caso o comprimento do arco
menor AB da circunferéncia méaxima que passa por A e B, ou seja,

como calcular @« = m(£LAOB).

Considerando-se um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas

como descrito no capitulo 4 e supondo, como de costume, o raio da
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Terra medindo 6400 km, podemos escrever
A = 6400(cos41°cos(—T74°), cos41°sen(—T74°), sen41°)
B = 6400(cos41°cos14°, cos41°senl4°, sen41°),
ou seja,
A = 6400(0, 20802, —0, 72547, 0, 65606)
B = 6400(0, 73229, 0, 18257, 0, 65606 ).
A medida procurada a serd obtida por meio da relagao
< OA OB >= HOAHHOBHcosa onde <, > indica o produto interno

usual entre os vetores OA e OB enquanto que ||OA|| ||OB|| $80 08

modulos desses vetores, neste caso ambos iguais as 6400.

Como
< OA,0B > = 6400“]0, 15233—0, 13244+0, 43041] = 6400~ %0, 4503,

segue que cos = 0,4503 e, portanto, a = 63°.

O comprimento do arco menor AB da circunferéncia maxima que
passa por A e B, que é a distincia entre A e B, é entdao dada por
(63/360).27.6400 ~ 7037km. Note como esta distdncia é menor do

que aquela calculada ao longo do paralelo.

O argumento acima pode ser utilizado para calcular a dis-
tancia entre dois pontos quaisquer A e B do globo terrestre.
Dadas suas coordenadas geogréficas, obtemos suas coordenadas carte-
sianas e, usando o produto interno < O—z>4,0—l>3 > , determinamos
a = m(£LAOB). A distancia procurada d(A, B) é entdao dada por
d(A, B) = («/360).(27).6400.

Encerramos a se¢ao apresentando uma prova formal do fato que
d(A, B) ¢ o comprimento do arco menor AB da circunferéncia mé-
xima que passa por A e B. Isso pode ser feito com umas poucas

simplifica¢bes e a ajuda do célculo diferencial e integral.
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Primeiro, podemos supor sem perda de generalidade que a super-
ficie esférica que estamos trabalhando tem raio igual a 1 unidade (a
que vocé quiser) e que seu centro é a origem do sistema ortogonal de

coordenadas cartesianas.

Segundo, pela simetria da superficie esférica podemos assumir que
o ponto A é o Polo Norte. O outro ponto, B, sera dado pelas suas
coordenadas geograficas que vamos supor medidas em radianos. Di-

gamos que a latitude de B é 61 enquanto que sua longitude é ;.

A circunferéncia maxima que passa por A e B contém o meridiano
= ‘ T
por B de modo que o arco menor AB tem por comprimento 5~ 01

(lembre-se que o raio da superficie esférica é 1).

Devemos agora considerar uma trajetéria arbitraria ligando A e

. , . . T
B e mostrar que seu comprimento é maior ou igual a 5~ 0.

Se nos imaginarmos viajando de A até B, em cada instante t,
estaremos num ponto do globo terrestre com uma latitude 6(¢) e uma
longitude ¢(t). Iniciando nossa viagem no instante ¢ = 0 e a finali-

zando no instante t; teremos 0(0) = g, O(t1) =01 e (t1) = ¢1.

Uma trajetoria arbitraria ligando A e B é entdo descrita por um
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¢~ —
vetor posigao 7 (t) dado por

7 (t) = (cosf(t)cosp(t), cosd(t)senp(t), send(t)),0 < t < t1.

Derivando-se essa funcao vetorial em relacao ao tempo t obtemos
—
o vetor velocidade 7’ (t) da trajetoria e consequentemente sua veloci-

—
dade ||/ (¢)]| no instante t.

Calculos rotineiros nos dao que

Hr )| = +/0'(t) 2c0s20(t) > \/0'(t)2 = |0'(t)] > —0'(t).

Lembrando que o comprimento da trajetéria é calculado pela ex-
pressao L = fol H r )Hdt concluimos que

L > [ [0/ ()]dt = —[6(t1) — 6(0)] = 5 — 61

e temos assim provado o resultado desejado.
Atividades

Em todos os exercicios desta série suponha que o raio da Terra
mega 6400 km.

1. As cidades de Macapa (Brasil) e Pontianak (Indonésia) estao
ambas situadas sobre o Equador. Consulte um atlas geogra-
fico para achar a longitude de cada uma dessas localidades e

determine a distancia entre elas.

2. Qual a distancia de Salvador ao Polo Sul? E ao Poélo Norte? E
a Fortaleza? (SUGESTAO: Salvador e Fortaleza estao sobre um

mesmo meridiano.)

3. Chicago e Roma situam-se na mesma latitude (42°N), mas em
longitudes diferentes: a de Chicago é aproximadamente 88°W e

a de Roma aproximadamente 12°E.

¥
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(a) Suponha que um piloto tenha ido de Chicago a Roma em
voo no rumo leste, permanecendo o tempo todo na mesma
latitude. (Muita gente acha que esse ¢ o caminho mais

curto possivel). Que distancia o piloto teve de voar?

(b) Qual a distancia de Chicago a Roma por circunferéncia

méxima?’

(c) Quanto tempo se economizaria voando em uma circunfe-
réncia maxima num aviao a jato capaz de fazer uma ve-

locidade média de 900 km /h?

4. Qual é a distancia entre Nova York (40°40’'N, 74°W) e Buenos
Aires (34°30’S, 58°30°'W)?

Respostas

3. (a) cerca de 8300 km
(b) cerca de 7752 km

(c) aproximadamente 36 minutos

4. cerca de 8545 km
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Prefacio

Este trabalho foi escrito originalmente para um mini-curso apre-
sentado na Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica, em Sal-
vador, em 2004. Posteriormente, foi feita uma revisao completa do
texto, com a corregao de erros de impressao, e incorporadas sugestoes
dos alunos. E esta versdo aqui impressa. Mais tarde, foi refeito e
publicado como um dos capitulos do livro de Joao Bosco Pitombeira

de Carvalho, Trés excursées pela Histéria da Matematica. *

No mini-curso, usamos o aplicativo de geometria dindmica
“TABULAE”, para que os alunos pudessem fazer, realmente, as cons-
trucoes geométricas. A mais elaborada, que exige paciéncia, é a da
quadratriz. Acreditamos que a utilizacdo da geometria dindmica da
vida ao estudo dos problemas classicos, pois, com ela, é possivel real-
mente ver que as construgoes feitas pelos gregos funcionam. Isso é
instrutivo principalmente no caso das “méquinas”’ de Platao e de
Eratostenes (Ver, 7.1 e 7.2, respectivamente). Esta fusdo da historia
com as tecnologias torna o estudo dos problemas classicos bem mais
interessante. Outra ocasido em que a geometria dindmica dé vida ao
estudo das construgoes geométricas dos gregos é no estudo de cons-
trugoes por neusis ou ajustamento. Com um aplicativo de geometria

dindmica, o leitor pode ver que a construcgao é possivel.

1Os dois outros capitulos tratam, respectivamente, da equivaléncia e aplicacéo
de areas na matemaética grega e da Histoéria da equagao do segundo grau.
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Os topicos expostos neste texto tém encantado sucessivas geragoes
de matemaéticos profissionais ou amadores. Eles sdo os problemas da
duplicagao do cubo, quadratura do circulo e trisseccao do &dngulo,
os quais moldaram muito das atividades de pesquisa matematica dos
gregos, e deram origem, inclusive, ao estudo das conicas. E vastissima
a produgao matematica dedicada a estes trés problemas, provenientes
de erros, por vezes sutis, sobre as exigéncias feitas para a solugdo
dos problemas. Somente no século XIX é que foi demonstrado que
eles ndo podem ser resolvidos somente com régua (nao graduada) e
compasso, o que nao impede o aparecimento, até hoje, de “provas” de
que é possivel efetuar as trés construgoes. Essas tentativas ndo devem
ser olhadas com desprezo, mas sim como testemunho de interesse pela

Matematica em varios setores na sociedade.

Cabe um pedido de desculpas e, ao mesmo tempo, uma expli-
cacao: os leitores notardao por certo a predominéncia de referéncias
bibliogréficas em linguas estrangeiras. Isso se deve ao pouco niimero
de fontes em portugués sobre o assunto. Embora progressos estejam
sendo feitos no sentido de tornar disponiveis, em nossa lingua, bons
textos sobre os topicos cobertos neste livro, até hoje a maior parte dos
trabalhos sobre o assunto estao escritos em outras linguas. Em ver-
dade, a motivagao para a redacao deste material foi tornar disponivel

exposicoes introdutoérias sobre os topicos aqui tratados.

Neste trabalho, o livro Science Awakening, de van der Waerden, é
simplesmente citado como van der Waerden. A edigdo padrao, facil-
mente disponivel, dos Elementos de Euclides ¢ a de Heath (1956).
Para os leitores que nao tém acesso a esta edigao, recomendamos a
traducao da edigao de Simson (1773) para o portugués, perfeitamente

suficiente para nossas finalidades. ? Teoremas, figuras, equacdes ou

2FEla se encontra disponivel gratuitamente em www.dominiopublico.gov.br.
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igualdades sdo numeradas sequencialmente. O simbolo O indica o fim

de uma demonstragao ou construgao.

Com excecao das Figuras 7.8, 8.1 e 9.4, todas as ilustracoes foram
feitas com o aplicativo de Geometria dinamica TABULAFE ®, desen-
volvido no Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio

de Janeiro.

Embora o autor tenha procurado corrigir todos os erros tipogréafi-
cos ou matematicos do texto, certamente alguns lhe escaparam. Como
disse Monteiro Lobato, os erros tipogréaficos sao como sacis. Quando
os procuramos, eles se escondem. Uma vez publicado o texto, saltam
alegres chamando a atencao dos leitores. Fico, desde ji, muito grato
pelas indicagdes dos erros remanescentes (mateméaticos ou tipografi-

cos), as quais podem ser encaminhadas para jbpfcarvalho@gmail.com.

Joao Bosco Pitombeira de Carvalho
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Introducao

E indubitavel que, na Historia da
Matematica, alguns problemas tém signifi-
cacao especial: agindo como ‘“catalisadores”
eles influenciam muito o desenvolvimento
da ciéncia. Tais problemas atraem devido a
simplicidade e lucidez de seus enunciados,
fascinando muitos matematicos. Como
resultado, sao elaborados novos métodos e
até mesmo novas teorias e novas perguntas,
profundas e abrangentes, sao formuladas.
(Raigorodski, 2004)

Os matematicos gregos estudaram trés problemas de Geome-
tria que desempenharam papel importante no desenvolvimento da
Matemética. Eles sao problemas de construcao e resistiram a todas
as tentativas dos gregos para resolvé-los utilizando somente a régua
sem graduagao e o compasso, os Unicos instrumentos empregados por

Euclides nos Elementos.
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Os problemas, que ficaram conhecidos como os trés problemas

classicos, sao:

1 - A duplicagao do cubo;
2 - A quadratura do circulo;

3 - A trissecg@o do angulo.

Sabemos, desde o século XIX, que estes problemas nao podem ser
resolvidos somente com a régua e o compasso. Referéncias acessiveis
sobre isso s@o, por exemplo, Courant and Robbins (1996), Hadlock
(1978), Klein (1930), Bunt, Jones and Bedient (1988, pp. 89-121).
Uma discussao de por que os gregos tentavam resolver problemas de
construgao usando somente a régua e compasso, pode ser encontrada,

por exemplo, em Bkouche et Joélle, (1993).

Para os primeiros gedmetras gregos, uma linha era o percurso de
um ponto, e a linha reta era um percurso sem asperezas e desvios
(Szabo, 2000). No entanto, aos poucos, os mateméaticos gregos se
distanciaram da realidade palpavel, como se vé&, por exemplo, em
Platao:

[a Geometria| tem por objeto o conhecimento do que sem-

pre é e nao do que nasce e perece.
Passaram também a dar ao circulo e a reta papeis destacados:

Aristételes - O que nao tem nem comego nem fim é

portanto ilimitado
Parmeénides- Ele é ilimitado.

Aristételes - Portanto ele nao tem forma, pois nao parti-

cipa nem do redondo nem do reto.



“principall”
2009/2/19

QP page 91

Estilo OBME
—

91

Além da idéia de perfeicdo ideal atribuida ao circulo e & linha
reta uma outra razao para a restricdo a régua e ao compasso pode
ter sido a crise devida & descoberta da irracionalidade de v/2, ntimero
que pode, no entanto ser construido com régua e compasso. Esses

instrumentos eram a garantia da existéncia de tais nimeros.

No entanto, é falsa a crenga de que os gregos, na resolugao de
problemas de construcoes geométricas, trabalhavam somente com a
régua e o compasso. Exatamente como os matematicos de hoje, para
resolverem um problema eles usavam todas as ferramentas disponiveis
ou criavam novas ferramentas apropriadas. De suas tentativas para
achar solugoes para os problemas classicos, surgiram vérias curvas e
métodos que enriqueceram a Matematica. Encontram-se em Knorr
(1986) e Bos (2001) construgoes geométricas, incluindo solugoes dos
trés problemas classicos, utilizando varias curvas e outros instrumen-

tos.

O matemaético van der Waerden (p. 263) resumiu a situagao como

segue:

A idéia por vezes expressa de que oS gregos permi-
tiam somente construgoes com régua e compasso é inad-
missivel. Ela é negada pelas numerosas construcées que
nos chegaram para a duplicacao do cubo e a trissec¢ao do
angulo. No entanto, é verdade que tais construgoes eram
consideradas mais elementares, e Pappus afirma que sem-
pre que uma construgao for possivel com régua e compasso

métodos mais avancados nao deveriam ser usados.

Isso parece seguir a mesma linha que o principio da navalha de

Ockham, muito posterior. Na linguagem popular, poderiamos dizer
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que nao se deve usar um canhao para matar uma mosca.

E impossivel superestimar a importancia destes problemas. Como
diz Yates, (1971, p. 5)

Na histéria da Matematica ha trés problemas que per-
sistiram com vigor impressionante durante mais de dois
mil anos. Eles sao a trisseccao do angulo, a duplicagao do
cubo e a quadratura do circulo, e devido a sua existén-
cia robusta eles sao atualmente chamados de problemas
famosos. (...) Estes trés problemas, solidamente inex-
pugnéaveis malgrado todas as tentativas usando geometria
plana, o método matemético dos antigos gregos, fizeram
com que os matematicos ficassem fascinados e construis-
sem novas técnicas e teoremas para sua solugao. Por meio
deste estimulo surgiu grande parte das estruturas atuais

da algebra e da geometria.

A procura constante de solu¢bes para os trés problemas durante
tanto tempo forneceu descobertas frutifera e que langaram luz sobre
topicos bem distantes. Somente em 1837 é que foi demonstrado, por
Wantzel, que um ntmero real é construtivel com régua e compasso
se e somente se ele &€ um ntmero algébrico, de grau uma poténcia de

dois, sobre os racionais.

Os trés problemas sao muito naturais para quem tem curiosidade
matematica. Socrates, no didlogo Meno de Platao, usando perguntas
apropriadas, faz com que um jovem escravo ache um quadrado cuja
area é duas vezes a area de um quadrado dado. Isso pode ser feito

facilmente usando régua e compasso.

Com efeito, o quadrado cujo lado é a diagonal do quadrado

dado é a solucdo do problema. Se AB é o lado do quadrado dado
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(Figura 6.1), entao

DB =+v2x AB = DB? =2 x AB>.

A B

Figura 6.1: Duplicacao do quadrado

De DB? = 2 x AB?, vemos imediatamente que

AB DB
DB 2AB’
Assim, achar o comprimento de DB é equivalente a inserir uma

meia proporcional entre AB e 2AB.

De maneira mais geral, se desejarmos construir um quadrado cuja

area seja b vezes a area a do quadrado ABC'D, devemos ter

AB DB
DB bAB’
Como veremos, idéia de inserir meias proporcionais entre duas

grandezas dadas estd por traz da maioria das tentativas de duplicar

o cubo.

“Quadrar” uma regiao plana consiste em tragar, somente com
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régua e compasso, um quadrado cuja area seja igual a area da regiao
dada. O problema de quadrar qualquer regido poligonal esta comple-
tamente resolvido nos Elementos de Euclides, e ja foi estudado no
Capitulo 7. O problema da quadratura do circulo é também muito
natural. Uma vez resolvido o problema da quadratura de qualquer
regiao poligonal, o préximo passo é tentar “quadrar” regioes limitadas
por linhas curvas. Entre estas regioes, o circulo é uma escolha 6bvia.
Isso levou a investigagao das “linulas” por Hipdcrates de Quios, em
torno de 430 a.C. (van der Waerden, pp. 131-132). Curiosamente,
somente ha pouco tempo, em 1947, usando técnicas muito sofisti-
cadas, é que o problema de achar todas as linulas “quadraveis” foi

completamente resolvido (Scriba, 1987)!

A primeira mengao conhecida do problema da quadratura do cir-
culo encontra-se no problema 50 do papiro Rhind, em torno de 1600
a.C.:

Um campo circular tem 9 khet de didmetro. Qual é a sua drea?
Resolugao: Tira 1/9 do diametro do seu diametro, isto é 1 Khet. O
resto é 8 Khet. Multiplica 8 por 8; o que faz 64. Por isso, contém 64

setat de terra.
Nota: 1 setat é khet ao quadrado

Em sua comédia Os pédssaros, Aristofanes introduz o astrénomo
Meton e o ridiculariza por causa de suas tentativas de fazer a

quadratura do circulo:

Farei minhas medi¢oes com um esquadro reto [90° graus|,

e assim vocé observa que o circulo se torna quadrangular.

Para Szabé (2000), o problema de quadratura que deu origem a to-
dos os outros foi o de fazer a quadratura do retdngulo. Este problema

é facilmente resolvido com régua e compasso usando o resultado que,
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em um tridngulo retangulo, a altura relativa & hipotenusa é a meia
proporcional entre os segmentos que ela determina sobre a hipotenusa.

3 por sua vez, pensa que este problema surgiu da

Aristoteles,
procura da média geométrica (meia proporcional), mas que isso foi

esquecido e s6 restou o proprio problema:

A defini¢ao nao deve contentar-se em exprimir em que
consiste a coisa (...), mas ela deve também incluir e exibir
a causa. Ora, as defini¢oes sao geralmente conclusoes.
Por exemplo, O que é a quadratura? E a igualdade de um
quadrado e de um retdngulo. Uma defini¢cao como essa é
uma conclusao. Mas dizer que a quadratura é a descoberta

da meia proporcional é exprimir a causa do que é definido.

Semelhantemente, uma vez que se sabe como bissectar um angulo
(Elementos, 1-9), é natural perguntar como dividir um angulo em n

partes; em particular, em 3 partes.

Embora nao tenham conseguido resolver estes problemas com os
instrumentos especificados, os matematicos gregos nao se deixaram
intimidar e, com engenho notavel, foram capazes de achar solugoes
para os trés problemas, usando varios outros tipos de instrumentos e

construcoes.

Em verdade, da mesma maneira que a Matematica moderna cresce
com respostas aos desafios de novos problemas, muito da Matematica
grega se desenvolveu devido a tentativas de resolver os trés proble-
mas cléssicos. Neste sentido, os matematicos gregos eram realmente
nossos colegas, pois tinham a mesma atitude mental dos matematicos

atuais e tentavam conscientemente atacar novos desafios. Quando os

3Tratado da alma, 11,2, 413, 13-20
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conceitos e técnicas existentes nao conseguiam resolver estes proble-
mas, eles inventavam novos conceitos e técnicas apropriadas para a

tarefa.



Capitulo 7

A Duplicacao do Cubo

O que sabemos sobre este problema encontra-se principalmente

em Eutodcio, um comentador de Arquimedes.

Hé4 duas lendas sobre a origem da duplicagao do cubo, com deta-
lhes contraditérios. Uma delas se refere a duplicacao de um tamulo e

a outra a duplicacado de um altar (van der Waerden, pp. 160-161).

Segundo a primeira lenda, Minos mandou fazer um timulo para
Glauco. Ao saber que o timulo era um cubo cuja aresta media 100
pés, ele disse que a residéncia real tinha sido construida demasiada-
mente pequena e que ela deveria ser duas vezes maior e ordenou ime-
diatamente que duplicassem cada aresta do tamulo, sem estragar sua

bela forma.

De acordo com a segunda lenda, quando um oraculo anunciou
aos habitantes de Delos que, para se verem livres da peste, deveriam
construir um altar duas vezes maior do que o existente, os arquitetos
ficaram muito confusos, pois nao sabiam como construir um cubo

duas vezes maior do que outro.

Hipocrates de Quios (viveu em torno de 430 a.C.) reduziu este

problema ao de achar duas meias proporcionais = e y entre 1 e 2.
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Com efeito, se

vemos que

e portanto, multiplicando ambos os membros por z, obtemos

3

T° = TY.
Mas como

Ty =2
temos que

3 =2

e disso vemos que

e que
zy = ab

e daf segue-se que

23 = azy = a®b

e assim
a3 ab b

a3 a3

.

Apresentaremos agora sete solugoes do problema da duplicacao do
cubo, quase todas baseadas em achar duas meias proporcionais entre
duas grandezas, usando construcées que nao podem ser efetuadas

somente com régua e compasso e curvas que nao podem ser tracadas
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usando somente estes dois instrumentos.

7.1 A Maquina de Platao

O filésofo grego Platao (viveu de 429 a 347 a.C.) tinha grande
interesse pela Matemaética e lhe atribuia importancia particular. Gra-
vitaram em torno dele excelentes mateméaticos, como, por exemplo,

Arquitas, Eudoxo, Menécmo, Teeteto, entre outros.

E bem conhecido que Platao desprezava construgoes mecéanicas,
materiais (ver van der Waerden, pp. 162-163) em Matematica. As-
sim, é irénico que a solugao discutida a seguir seja conhecida como

“maquina de Platao”.

A B C

F E D

Figura 7.1: A méaquina de Platao

A méquina de Platao (Figura 7.1) é um dispositivo, ACDF, for-
mado por partes rigidas, com AC e F'D paralelas e CD perpendicular
a ambas. O segmento BE é paralelo a CD e pode deslizar ao longo

de AC e de F'D.

Para achar duas meias proporcionais entre ON = a e OM = b,
movimentamos AC DF' de maneira que o segmento C' D passe por M,
C esteja sobre o eixo horizontal e fazemos BE deslizar até que passe

por N e B esteja sobre o eixo vertical, como mostrado na Figura 7.2.
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100 M CAP. 7: A DUPLICACAO DO CUBO
A
E B
\ N AC
E
M
D

Figura 7.2: Meia proporcional entre ON =ae OM =b

Vemos que os triangulos NOB e M OC sao semelhantes e portanto

oN _ oc
OB OM’

Como os tridngulos NOB ¢ OCB também sao semelhantes, temos

que
oN _on
OB 0OC
e assim chegamos a
ON OB 0OC a OB _0OC

- = = = = — =

OB 0OC OM OB 0OC b’
o que mostra que OB e OC sao de fato meias proporcionais entre a
e b.

7.2 A Maquina de Eratostenes

Considere trés placas retangulares AEZF, NMHJ e SGTL

(Figura 7.3), que podem deslizar sobre uma reta de maneira que a
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A SEC. 7.2: A MAQUINA DE ERATOSTENES 101

placa média, (NM HJ), pode passar por traz da primeira, (AEZF),
e que a ultima, (SGTL), deslize por traz da do meio. Suponha que

desejamos achar duas meias proporcionais entre a = AE e b= DT.

A F N J S L
\

™~

E z M H G T

Figura 7.3: A méquina de Eratostenes

Tracamos o segmento de reta AD e o prolongamos até a in-
tersecgao, K, com a reta que passa por ET. Fazemos as placas
deslizar, como descrito acima, de maneira que o lado direito ZF' da
primeira placa (AEZF), intercepte a diagonal N H da segunda placa,
(NMHJ), exatamente sobre a reta AD, no ponto B, como mostra

na Figura 7.3.

De maneira semelhante, fazemos deslizar a terceira placa (HGT'L)
de tal forma que o lado direito da segunda placa (J H) corte a diagonal

(ST) exatamente sobre AD, no ponto C.

Afirmamos entdao que BZ e HC' sdo meias proporcionais entre AFE

e DT, ou seja, que

AB_ BZ _GH
BZ GH DT’
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Figura 7.4: Meias proporcionais entre AE =a e DT =

Com efeito, como os triangulos AEK e BZK sao semelhantes,

temos

AE KA KE

BZ KB Kz (7.1)

Temos também que os tridngulos BZK e C'HK sao semelhantes,

e portanto

BZ KZ KB

CH KH KC (7.2)
Da semelhanca dos tridngulos CHK e DT K segue-se que
CH KH KC
= = (7.3)
DT KT KD
Da semelhanca dos triangulos AZK e BH K decorre
AZ KZ KA
= (7.4)

BH KH KB
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A SEC. 7.2: A MAQUINA DE ERATOSTENES 103

Além disso, como os tridngulos BHK e CTK sao semelhantes,

vemos que

BH KH KB

= = 7.5
CcT KT KC (75)
De 7.3 e 7.5 obtemos
CH KH KC BH KB (7.6)
DT KT KD CT KC’ '
i bos té K muin
m —— em .
pois ambos té X7 em comu
KB
Como 7.2 e 7.6 ttm —— em comum, segue-se que
KC
BzZ KZ BK BH KH CH KC (7.7)
CH KH KC CT KI' DI DK '
KA
Como 7.1 e 7.4 tém KB em comum, segue-se que
AE KA KE AZ KZ (7.8)
BZ KB KZ BH KH '
De 7.7 mantenhamos somente as razoes que nos interessam:
Bz KZ CH (7.9)
CH KH DT '
De 7.8 mantenhamos somente as razoes que nos interessam:
AE KZ
—_— = 7.10
BZ KH ( )

KZ
Como 7.9 e 7.10 tém TH em comum, obtemos, enfim, que

“principall”
2009/2/19
page 103
Estilo OBME
—P



104 M CAP. 7: A DUPLICACAO DO CUBO

AE BZ CH
BZ CH DT (7.11)

o que querfamos demonstrar. O

O processo descoberto por Eratostenes pode ser usado para inserir
qualquer nimero de meias proporcionais entre a e b. Para inserir n
meias proporcionais, é suficiente tomar n + 1 retangulos e proceder

como acima.

7.3 A Solucao de Nicomedes

O método para duplicar o cubo encontrado por Nicomedes, que

viveu em torno de 240 a.C., é verdadeiramente muito engenhoso.

Suponha que queremos inserir duas meias proporcionais entre

b= AB e a = BC (Figura 7.5).
Construa o retangulo ABCL. Seja D o ponto médio de AB e

trace a reta que passa por L e D. Seja G seu ponto de intersecgdo
com a reta que passa por C e B. Seja E o ponto médio de BC e trace
a perpendicular a BC por E. Chame de F' o ponto desta reta para o
qual BF = FC = AD.

Trace a reta s que passa por F' e por G e a paralela a S que
passa por C. Por F trace a reta FHK construida de tal maneira
que HK = CF = AD. Trace a reta que passa pelos pontos K e L e

chame de M sua interseccdo com a reta definida por A e B.

Afirmamos que AM e CK sdo meias proporcionais entre a e b, ou

seja, que

BC MA CK
MA CK AB’

(7.12)

Para compreender isso, devemos usar a Proposicao I1.6, dos

¥
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M

Figura 7.5: Meias proporcionais entre a = BC e b= AB

Elementos de Euclides, cujo enunciado é o seguinte:

Elementos, 1I-6: Se uma linha reta é dividida em duas partes
iguais e se uma outra linha reta lhe é adicionada, prolongando-a, o
retangulo determinado pela linha reta e pela reta adicionada é igual,
se lhe for adicionado o quadrado sobre a metade da reta, ao quadrado

sobre a reta formada pela metade e pela reta adicionada.

Ou seja, na figura, a soma das areas do retdngulo de base AD e
altura DB e do quadrado LEGH (que ¢ igual ao quadrado de lado
CB) é igual a area do quadrado de lado CD (Ver Figura 7.6).

Voltemos a justificagao da construgao de Nicomedes, aplicando

[1-6 ao segmento BC' cortado ao meio por E e prolongado até K:

BK - KC + CE* = EK”. (7.13)
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A c B D
K L H M
E G F
Figura 7.6: Elementos 11.6
Adicionando FF? a ambos os lados desta igualdade e aplicando o
teorema de Pitagoras aos tridngulos FFK e CEF, temos
BK -KC + CF* = FK*, (7.14)
Além disso, devido a semelhanga dos tridngulos AML e MBK
temos que
AB LK CK
MA ML BC’ (7.15)
1
Observe que BC = §GC, devido & congruéncia dos tridngulos
GBD e DAL.
Como AB = 2AD, temos
2-AD 2-CK
= 1
MA GC (7.16)
e assim,
AD CK
— = 717
MA GC ( )
o
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Como os tridngulos GFK e CHK sao semelhantes, temos

CK HK
GC T FH (7.18)
e daf segue-se que
AD CK HK
= = . 1
MA GC FH (7.19)
Temos entao que
AD HK
pu— .2
MA+AD FH+HK (7.20)
e assim
AD HK (7.21)
MD  FK' ‘

Como HK = AD por construgao, segue-se de 7.21 que M D = FK

e assim, de 7.14, temos

BK -KC + CF* = FK*, (7.22)

Usaremos mais uma vez FEuclides I1-6, agora aplicada ao segmento

BA, cujo ponto médio é D, e prolongado até M:

BM - MA+ AD? = M D> (7.23)

Como M D = FK, vemos que

BM - MA+ AD? = FK2. (7.24)

Comparando 7.22 e 7.24 vemos que
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108 M CAP. 7: A DUPLICACAO DO CUBO

BM-MA=BK-KC (7.25)
de maneira que

BK MA (7.26)
BM  CK' '
Da semelhanca dos tridngulos MBK, M AL e LCK segue-se que

BK AL CK

BM ~MA  IC (7.27)
Finalmente, usando 7.26 e 7.27, temos que:

CK MA AL

LC CK MA (7:28)
Como LC = AB, AL = BC, temos, enfim, que

BC MA CK

MA CK AB’ (7.29)

o que queriamos demonstrar. O

Esta demonstragao encontra-se em Heath (1981). Daremos a se-
guir uma demonstracao analitica para a construcao de Nicomedes
(Veja Bos, 2001).

Na Figura 7.5, faga * = FH e y = CK. Entdo, nos triAngulos
retangulos EFK e EFFC temos que

EF? + EK? = FK?, (7.30)

EF? 4 EC?* = FC*. (7.31)
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De 7.30 e de 7.31 vemos imediatamente que
FK? - EK*=FC? - EC? (7.32)
e assim
1 21 21\ [1)?
Disso, segue-se imediatamente que
ay + 1y = bz + 2% (7.34)
Logo
a—+y x
= —. 7.35
b+zx vy ( )
Os triangulos CHK e GF K sao semelhantes e podemos portanto
escrever
HK FH
—_— = 7.36
CK GC’ ( )
ou seja
1
§b x b = a vy
Y a Yy a z b
Mas entao
a+y x+b aty Yy
= = =Z. 7.38
Y b x+b b ( )
De 7.34 e 7.36 vemos que
4P
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Yy r Yy a
y b y b = ( )
e assim
a Yy
=2 7.40
T (7.40)

Como, pela semelhanga dos tridngulos AML e LCK, temos que

a Y
_— = 7.41
AM b’ ( )
vemos imediatamente que
AM =z, (7.42)

o que conclui a demonstragao.

Na construgao apresentada por Nicomedes (Figura 7.5), foi
necessario construir a reta FKK tal que HK = CF = AD. Ou
seja, tivemos que ajustar o segmento de comprimento AD sobre o
segmento F'K, a partir de K. Este tipo de construcao, que nao pode
ser efetuado com régua e compasso, é chamado de construgao por
neusis ou por ajustamento. Ela é utilizada em varias solucoes dos

trés problemas cléassicos, em particular por Arquimedes

7.4 A Construcao de Arquitas

Vamos agora considerar uma das solugbes mais engenhosas do
problema de duplicar um cubo, devida a Arquitas (viveu em torno
de 390 a.C.). Reproduzimos aqui a solu¢do como apresentada em
Teixeira (1995, pp. 289-290). Embora o raciocinio de Arquitas seja

puramente geométrico (veja van der Waerden, p. 151 ou Heath, 1981,

¥

“principall”
2009/2/19
page 110
Estilo OBME
—P



A SEC. 7.4: A CONSTRUCAO DE ARQUITAS 111

vol 1, pp. 246-249), usaremos seu equivalente analitico, mais familiar

para nos, habituados com a linguagem algébrica.

Sejam a e b os dois segmentos dados, com b < a, para os quais
desejamos construir duas meias proporcionais. Sejam OC’A uma cir-
cunferéncia cujo diametro OA’ é igual a a e uma outra circunferéncia
OBA, cujo diametro ¢é igual a b e que esta contida em um plano per-

pendicular ao plano da primeira circunferéncia (Veja a Figura 7.7).

Figura 7.7: Duplicacao do cubo por Arquitas

Considere o cilindro circular reto gerado pela circunferéncia OC A’
e o toro gerado pela circunferéncia OBA ao girar em torno da reta

OZ, perpendicular ao plano de OC A’.

A intersecgao destas duas superficies define uma curva, conhecida

como curva de Arquitas, dada pelas equacoes

x? +y2 = awx,

(x2+y2—|—22)2 _ a2($2+y2)‘
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112 M CAP. 7: A DUPLICACAO DO CUBO

. b . . .
Seja ©® = — e considere o cone cujo eixo é a reta OA’ e cuja

geratriz forma com o eixo o dngulo ©. A equagdo deste cone é

2
(22 + 9%+ 2°) = 2—21‘2. (7.43)

Seja D a projecdo de C sobre Ozx. Entao a curva de Arquitas

corta o cone no ponto B cuja projecao sobre o plano de OCA’ é o
b
ponto C da circunferéncia tal que — = —.
OB «a

Afirmamos que OC' e OB sdo duas meias proporcionais entre a e

b. Com efeito,

0C? = a-0D,
OB = a-0C,
b-OB = a-OD.

Disso, decorre que

0C? = b-0D,
OB’ = a-0C,

e temos enfim que

e _0B_0C
OB 0OC b’

Teixeira (1995, p. 290) comenta que

Esta solugao é muito engenhosa e tem grande interesse
histérico, porque é o mais antigo exemplo de solugao

de um problema de geometria plana usando geometria

¥
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A SEC. 7.5: A SOLUCAO ACHADA POR MENECMO 113

espacial, e a curva usada é a mais antiga curva reversa

conhecida.

Comentando a versao original, geométrica, desta solucao, van der
Waerden (p. 151) afirma que Arquitas deve ter tido uma inspiracao

divina para achar esta construgao.

7.5 A Solucao Achada por Menécmo

Menécmo viveu em torno de 350 a.C. Em seu Comentario sobre
o primeiro livro de Euclides, Proclus, no Sumario de Eudemo, afirma
que Menécmo foi um aluno de Eudoxo e um membro dos fil6sofos e
matematicos em torno de Platao. Ele era irmao de Dinéstrato o qual,

segundo Proclus, “aperfeicoou ainda mais a geometria’.

Figura 7.8: Duplicagido do cubo por Menécmo
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Se z e y sdo duas meias proporcionais entre a e b, temos que

a

_g_

Y
b
Isso é inteiramente equivalente as equagoes simultaneas,

y? = bz, xy = ab.

Assim, para resolver o problema, é suficiente achar a interseccéo das
pardbolas e hipérboles definidas por estas equacoes, respectivamente
(Veja a Figura 7.8). As coordenadas deste ponto s@o as meias pro-

porcionais que estamos procurando.

E 6bvio que 7.5 é também equivalente a

y* = b, 2% = ay (7.44)

Desta maneira, o problema pode também ser resolvido usando
duas parébolas cujos vértices coincidem e cujos eixos sao ortogonais.
Estas duas solugoes sao descritas por Eutocio em seu comentario do

Tratado sobre a esfera e o cilindro, de Arquimedes.

Nem todas as solugoes deste problema consistiam em inserir duas
meias proporcionais entre duas grandezas dadas. Isso pode ser veri-
ficado pela solucdo devida a Diocles. E claro que Menécmo nao for-
mulou sua solugao usando a representacao analitica das parabolas ou

hipérboles, mas seu raciocinio é equivalente a isso.

7.6 O Método de Diocles

A solugdo de Diocles se baseia na cissoide, uma curva definida

Ccomo segue:

Seja uma circunferéncia que passa pela origem O do sistema de
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coordenadas, tem seu centro sobre o eixo dos z e didmetro igual a
1. Sejam T' = (1,0) e r a reta vertical que passa por T. Seja P um
ponto qualquer sobre a circunferéncia. A reta que passa por O e por
P intercepta r no ponto W. Tome o ponto M sobre OW tal que
OP = MW. A cisséide é o lugar geométrico do ponto M quando P
percorre a circunferéncia (Veja a Figura 7.9, que nao mostra toda a
ciss6ide, mas somente a parte que nos interessa para a resolugao do

problema da duplicac¢do do cubo).
U

Figura 7.9: Duplicagao do cubo usando a cissoide

A equagao polar de uma circunferéncia que passa pela origem, tem

raio R, e centro sobre o eixo dos x é

P _
R = cosd.
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Como em nosso caso R = 52 equagao 7.6 se reduz a p = cos 6.

1

cosf’
Como OM = OW — OP, a equagao polar da cissbide é

Por outro lado, OW =

Para achar a equacao cartesiana da cissbide temos que:

Y
tg 20 22 2
z=p-cosf = sen’f = & 55 = 256 5 = 2y 5
1+tg20 x4y e +y
22

ou seja,
z(x? +y?) —y? =0.

Seja U(0,2) e considere o ponto de intersecgdo, Z = (a,b), da reta
TU com a cissoide. A equagao cartesiana da reta TU é y = 2(1 — x),

de maneira que b = 2(1 — a), e assim, como Z pertence a cissoide,

a(@®>+0*) -’ =0 = a*+a’ - =0=
63
a®=b*(1—a)= 5 = 2a3 = 3.

E imediato entdo que 2 = /2. Assim, a equacdo cartesiana da
reta que passa por O e por Z éy = v/2x. Seja Q o ponto de interseccao
dessa reta com a reta x = 1. Temos, entao, que as coordenadas de )
sdao (1, v/2). Se temos um cubo cuja aresta mede 1, para duplicar seu
volume, devemos achar a aresta y de um cubo que tem volume 2. Ou
seja, devemos ter y = v/2. Vemos portanto que a ordenada do ponto

@, achada acima, resolve o problema.
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7.7 O Método de Hierao

Descrevemos a seguir o método proposto por Hierdo ! para achar

duas meias proporcionais entre os segmentos a e b.

o) A E

Figura 7.10: Método de Hierdo para achar meias proporcionais

Construa o retangulo OACB, no qual AO = a e OB = b
(Figura 7.10). Seja D o centro do retangulo. Tome uma régua que
passa por C e sejam E e F' seus pontos de intersec¢ao com as retas
definidas por AO e OB respectivamente. Faca a régua girar até que
DF = DE. Afirmamos entdo que BF = x e AE = y sao as duas

meias proporcionais entre a e b.

'Matematico e fisico grego, que viveu em torno de 60 d.C., em Alexandria.
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Com efeito, usando a semelhanga dos triangulos FF'BC, CAE e
FOFE, temos que

Como DE? = DF?, segue-se que

1\* 1, 1\* 1,
de que obtemos y(a +y) = z(b+ ). Desta tltima igualdade decorre
que

Z_a+y a Y

y b+x x b

e dai vemos imediatamente que

Mais detalhes sobre a duplicacao do cubo podem ser achados em
Heath (1981, vol 1, pp 244-270). Uma explicagao lacida da solugado de
Arquitas encontra-se em van der Waerden (pp. 150-152), Heath (1981,
vol 1, pp. 246-249) e Teixeira (1995, pp 285-326), o qual apresenta um
total de 17 solugoes para a duplicagao do cubo, incluindo os métodos

propostos por Viéte, Descartes, Fermat, Newton e Clairaut.



Capitulo 8

A Quadratura do Circulo

Como ja dissemos, “quadrar’ o circulo, ou seja, construir, com
régua e compasso, um quadrado com area igual a area do circulo é
um problema bem natural, uma vez resolvido o problema de fazer a
quadratura de poligonos! Veremos agora como os matematicos gre-
gos encontraram maneiras de resolver este problema usando curvas
e construgdes que nao podem ser obtidas somente com régua e com-

passo.

A origem do interesse grego nos problemas de quadratura é pouco
conhecida. Segundo Zsabo (2000), o problema primitivo do qual se
originaram todos os outros foi o da quadratura do retangulo. Aristote-
les afirma que a origem deste problema foi a procura da média geomé-

trica, mas que isso foi esquecido e que s6 foi preservado o problema.

8.1 A Quadratriz

Esta curva notavel resolve dois dos problemas classicos: a
quadratura do circulo e a trisseccdo de um angulo arbitrario. Para

construi-la, suponhamos que no quadrado ABCD o lado AD gira com

119
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120 B CAP. 8: A QUADRATURA DO CIRCULO

movimento circular uniforme em torno de A até que coincide com o
lado AB. Ao mesmo tempo, o lado DC desce com velocidade cons-
tante até coincidir com AB. Os dois movimentos estdo sincronizados
de maneira que ambos os lados, DC' e AD coincidam com AB no

mesmo instante.

A z B

Figura 8.1: Duplicagédo do cubo com a quadratriz

A quadratriz é o lugar geométrico gerado pelas interseccoes destes
dois lados moveis. E a curva DPZ da Figura 8.1. Ela foi inven-
tada por Hipias de Elis (viveu em torno de 420 a.C.), originaria-
mente em suas tentativas para trissectar o dngulo. Tudo indica que foi
Dinostrato (viveu em torno de 350 a.C.) quem pela primeira vez usou

esta curva para fazer a quadratura do circulo.

2a
Afirmamos que AZ = —, com a o comprimento do lado do

™
quadrado. Com efeito, sejam 6 o dngulo PAZ, x = M P,y = AM e
AB = AD = DC = a. Entéo, devido & proporcionalidade dos dois

movimentos, temos que 7= k, com k a constante de proporcionali-

“principall”
2009/2/19
page 120
Estilo OBME
—P



“principall”
2009/2/19

QP page 121
Estilo OBME
—

A SEC. 8.1: A QUADRATRIZ 121

dade. Quando 6 = g, temos que

a
7 =k,
2
de maneira que
2
p="
e podemos concluir que
T 2a6
Ty 20
2a T
Assim,
Y 2a6

y:sen6:>p: = i
1) senff mwsenf

Temos entao que

2a6
AZ = lim p = lim v
6—0 0—0 T
Quando 6 — 0,
li =1.
620 sen 0
e assim vemos que
2a
AZ =p=—.
s

, : 20, . . :
Apobs obter um segmento de comprimento — é imediato construir 7
7
para fazer a quadratura do circulo. Com efeito, é facil dividir, usando
2a
somente régua e compasso, — por 2a e, em seguida, tomar o inverso
T
1
de —.
s
Um tratamento mais completo do problema da quadratura do cir-
culo pode ser encontrado em Heath (1981, vol I, pp. 220-235). Uma
boa exposi¢ao encontra-se em Teixeira (1995, pp. 362-384). A historia

detalhada do nimero 7 pode ser lida em Beckmann (1977).



Capitulo 9
A Trisseccao do Angulo

Voltamo-nos agora para o terceiro dos problemas cléssicos, ou seja,
a trisseccao de um angulo qualquer. Este problema pode ser resolvido
de vérias maneiras. Acredita-se que Hipias de Elis, que viveu no século
V a.C. foi um dos primeiros a tentar resolver este problema, utilizando
curvas e construgoes que nao podem ser efetuadas somente com régua

€ compasso.

Faremos, em primeiro lugar, uma digressao sobre as construgoes

por ajustamento ou por neusis.

Em uma construcéo por neusis deve-se ajustar um segmento dado
entre duas curves dadas, com a exigéncia de que o segmento passe por

um ponto dado. Nas palavras de Heath (1953, p. c)

Assim, uma linha reta tem que colocada entre duas
linhas ou curvas de maneira que passe por um ponto dado
e o segmento determinado sobre ela pelas intersec¢oes com

as linhas ou curvas seja igual a um comprimento dado.

Mostremos um exemplo de uma construgao por neusis.
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9.1 A Trisseccao do Angulo por Arquimedes

A construgao que mostraremos a seguir, que utiliza neusis, é um
exemplo das varias solugdes do problema da trisseccdo do angulo

propostas por Arquimedes.

Figura 9.1: Trisseccdo do angulo por Arquimedes

Suponha que desejamos trissectar o &ngulo BOA. Tome uma reta
r que passa por B e, tendo o cuidado para que ela sempre passe por
B, movimente-a para que o segmento M N seja igual ao raio OM do
circulo. Isso é exatamente o que se denomina uma construgdo por
neusis: Ajustamos um segmento (o raio OM) entre o circulo e a linha

reta que passa por C' e por A.

Observe que os triangulos NMO e MO B sao is6sceles, de maneira
que x =angulo MNO = angulo MON. De maneira semelhante,
angulo BMO = angulo OBM.

No triangulo NOM, o teorema do dngulo externo permite escre-
ver que BMO = MBO =2x MNO. Aplicando o teorema do angulo
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externo ao tridngulo BNO, vemos que
BOA = BNO + MBO =3 x BNO,

e vemos assim que com esta construgao é possivel dividir o angulo

BOA em trés partes iguais. O

9.2 A Trissec¢ao do Angulo por Nicomedes

Examinemos agora outro exemplo de trissec¢ao do angulo, devido

a Nicomedes, no qual ele utiliza uma construcao por ajustamento.

Suponha que desejamos trissectar o dngulo o = AOB. Por B
levante uma reta perpendicular a OB e por A uma reta paralela a OB
(Figura 9.2). Trace uma reta por O e sejam P e C suas intersecgoes
com AB e AC respectivamente. Mova-a de maneira que PC = 20A.
Afirmamos que POB = A/O\B/ 3.

Figura 9.2: Trissec¢do do 4ngulo por Nicomedes

Com efeito, seja D o ponto médio de PC. Entao o tridngulo
APC esta inscrito em um circulo de centro D e raio PD, e assim
PD = AD = DC = OA. Sejam 3 = AOD = ADO e
o= DAC = ACD. Aplicando o teorema do dngulo externo ao trian-
gulo ADC vemos que 8 = 2¢. Como AC e OB sao paralelas, segue-se
que ¢ = POB e portanto o = 3¢.
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A construcao neusis usada neste problema pode ser efetuada

usando a conchéide de Nicomedes, cuja defini¢do é dada a seguir.

A \ B

K

Figura 9.3: Conchoéide de Nicomedes

Sejam K um ponto fixo, o pélo da conchoide, e uma linha reta S A,
denominada diretriz da conchéide, e um comprimento fixo d, chamado

de distancia da conchoéide.

A conchéide é a curva gerada por P quando S se desloca sobre
SA e o comprimento do segmento PS permanece sempre igual a d
(Figura 9.3).

Para vermos como a conchoéide pode ser usada para a trisseccao
do angulo proposta por Nicomedes, trace a conchéide com poélo C,
diretriz AB e distancia igual a duas vezes OA. A intersecgao C desta
conchoide com a paralela a OB que passa por A é o ponto procurado,

como ja foi mostrado.

A conchoide pode também ser usada na duplicacao do cubo feita
por Nicomedes feita na pagina 105. Com efeito, a interseccao K da
conchoide cujo polo é F, diretriz CH e distancia AD com a linha reta
definida por G e C é exatamente o ponto que achamos anteriormente

(compare com a Figura 7.5).
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9.3 A Trisseccio do Angulo Usando a

Quadratriz
D C
M P
U T
A 4 B

Figura 9.4: Trisseccdo do angulo com a quadratriz

Como ja dissemos, a quadratriz foi utilizada em primeiro lugar
para resolver o problema da trissecgdo do angulo. Como acontece
freqiientemente em Matematica, as vezes uma idéia que permite ata-
car com sucesso um problema mostra, posteriormente, ser capaz de
resolver outros problemas. Isso aconteceu com a quadratriz, pois foi
logo depois observado que ela também permite resolver o problema

da quadratura do circulo.

Suponha que desejamos dividir o dngulo PAZ em trés partes
iguais. Por P, trace a paralela a AZ que intercepta AD em M (Figura
9.4). Divida o segmento AM em trés partes iguais e seja AU uma
dessas partes. Por U trace a paralela a AZ que corta a quadratriz no
ponto T'. Por proporcionalidade, o tempo gasto por P para chegar a
T é igual ao tempo gasto por M para chegar a U, e é igual a 2/3 do
tempo que P gasta para chegar a Z. Assim, PAZ =3 x TAZ.
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A SEC. 9.3: A TRISSECCAO DO ANGULO USANDO AQUADRATRIZ 127

Esta é a solugao mais antiga que conhecemos para o problema
da trisseccao do dngulo. Um tratamento mais amplo deste problema
pode ser encontrado em Heath (1981, vol I, pp 235-244). Para uma
discussao geral de problemas resolvidos usando construgoes neusis, ver
Heath (1953, Capitulo V, pp. c-cxxii) e um tratamento mais didéatico
em Yates (1971). Varias outras construgoes podem ser achadas em
Teixeira (1995, pp. 327-358). Consultar também Dudley (1987) em
que se encontram muitos processos aproximados ou exatos para tris-

sectar um angulo.
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Prefacio

Em 1977 fiz meu primeiro estagio de pesquisa no exterior,
no Canada. Foi 14, na biblioteca da universidade em que estagiava,
que vi pela primeira vez a utilizagdo de codigos de barras, usados
para catalogar os livros do acervo. Logo depois, pude testemunhar
0 seu emprego nos caixas de supermercados e grandes magazines.
Parecia coisa de magica. Fiquei admirado de ver como agilizavam os

atendimentos e diminuiam o tamanho das filas.

Hoje em dia, os cédigos de barras sao de uso rotineiro e nos de-
paramos com eles continuamente no nosso dia a dia. Nao somente
estao presentes nos diversos artigos que compramos, como aparecem
também, em versoes bem mais longas, em recibos, contas a pagar e

inimeras outras aplicagoes.

Mesmo assim, eles estdo completamente ausentes das nossas salas
de aula. Seu estrutura é muito simples e certamente eles poderiam
ser usados para motivar o estudo da alguns aspectos da teoria da

divisibilidade e para plantear questoes instigantes.

A exposigdo que se segue tem por objetivo apresentar os con-
ceitos e idéias basicas ligados a estes codigos. Vamos descrever como
¢é atribuido um ntmero a cada produto, como é feita a traducao de
numeros para barras de espessura variavel e, finalmente, vamos dis-

cutir um dos aspectos mais interessantes da teoria: como se pode

133
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estruturar o co6digo de modo que um calculo simples (em geral efe-
tuado automaticamente pela caixa que registra a compra) pode de-
tectar se foi cometido algum erro de leitura. Partes deste trabalho
j& foram publicadas na forma de artigos, na Revista do Professor de

Matematica.

E claro que este é um topico em continuo desenvolvimento, que
estd relacionado com outras areas da matemética atual e suas apli-
cagoes, tais como a moderna criptografia ou a teoria de c6digos cor-
retores de erros. Esperamos que a leitura destas notas possa servir
de estimulo para que o leitor continue seus estudos, aprofundando-se

nos assuntos aqui tratados.

César Polcino Milies
Instituto de Matemética e Estatistica

Universidade de Sao Paulo.
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Introducao

Hoje em dia, muitos produtos sao identificados com um codigo
numérico. O progresso da tecnologia, que tornou relativamente
baratos e acessiveis aparelhos de leitura oOptica e computadores,
tornou também uso de este tipo de codigos bastante freqiiente. Por
exemplo, os produtos que compramos num supermercado estao iden-
tificados por um codigo de barras, como o que mostramos na Figura
9.5. Ele nao é mais do que um namero, assignado ao produto para
sua identificacao, escrito de forma a permitir uma leitura rapida no
caixa. Note que imediatamente abaixo das barras, aparece o mesmo

niimero escrito em algaritmos correntes, de forma que o leitor humano
também possa ler o namero.

7

501054 " 530107

Figura 9.5: Codigo de barras
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Porém, algumas vezes acontece que, ao passar um produto pela
leitora otica (por exemplo, quando a embalagem esta timida ou enr-
rugada), esta nao consegue realizar a leitura. O que vemos entao é
que a pessoa que estd no caixa tenta passar o produto em sentido
contrério, ou inverte o produto, de modo que o c6édigo de barras fique
de cabecga para baixo, e tenta passa-lo mais uma vez. Se nem assim

d& certo, entao ele proprio 1& o codigo e o digita rapidamente.

Naturalmente, estas atitudes sugerem algumas perguntas. Em
primeiro lugar, uma vez que o desenho das barras é totalemente
simétrico para a maquina, que o 1& usando um feixe de luz transversal,
ao passa-lo “de ponta cabecga”; ela nao deveria ler o nimero na ordem
contraria? E, o que é pior, o operador do caixa, ao digitar o niimero
rapidamente, nao poderia cometer um erro e nés acabarmos pagando

por um produto muito mais caro que aquele que estamos comprando?

Na verdade, isso nao ocorre. Tanto quando lido numa ordem,
como na ordem contraria, o c6digo sempre é interpretado de forma
correta. Mais ainda, quando o operador comete algum erro de digi-
tagdo - e todos noés ja vimos isso acontecer alguma vez - a maquina

simplesmente emite um som, para avisar que houve um erro!

O objetivo destas notas é explicar como e porqué isso acontece.
Comecaremos contando um pouco da histéria destas idéias na préxima
secao. No capitulo seguinte vamos explicar como é feita a tradugao
dos ntmeros em termos de barras e como a leitora distingue entre
esquerda e direita; na se¢ao 10.2 vamos explicar as idéias matemati-
cas que fazem com que eventuais erros possam ser detectados. No
capitulo final, mostraremos brevemente como estas idéias podem ser

extendidas para se obter cdédigos mais sofisticados.
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Um Pouco de Histoéria

A idéia de utilizar maquinas para realizar calculos é, na ver-
dade, bastante antiga. J& em 1642, Blaise Pascal construiu a
primeira méquina de calcular de que se tem noticia. Ela funcionava
com engrenagens mecanicas e era capaz de realizar apenas somas.
Em 1694, Wilhelm Leibniz aprimorou o invento de Pascal e criou
uma méquina capaz de realizar também multiplicagoes. Do ponto
de vista destas notas, o que é realmente interessante é a forma de
transmitir dados & méquina ja que, praticamente desde os comegos
da automacao, isto foi feito com cartdes perfurados que sao antepas-

sados diretos dos cddigos de barra.

De forma muito esquemética, os estagios do processo que nos in-

teressa sao os seguintes:

e Em 1728, B. Bouchon concebeu a idéia de cifrar informagoes
em folhas de papel perfurado. A descoberta verdadeiramente
importante veio em 1801, quando Joseph-Marie Jacquard
(1752-1834) construiu um tear que era comandado por cartoes
perfurados e que foi, talvez, a primeira maquina programével.
O tear de Jacquard era capaz de realizar todos os movimentos
necessarios e ele foi o primeiro a produzir tecidos com padroes
figurativos. Essa maquina deu impeto & revolugao tecnolbgica
da era industrial e foi a base para o desenvolvimento do moderno

tear automaéatico.

e Em 1857, Sir Charles Wheatstone utilizou fitas de papel
para armazenar dados, seguindo o mesmo principio béasico dos
cartoes perfurados, mas com a vantagem de poder alimentar

dados de forma continua.
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e Em 1822, Charles P. Babbage (1792-1871), um professor de

matematica de Cambridge e um dos fundadores de Analytical
Society (grupo de professores que modificaria o ensino da mate-
matica na Inglaterra e que tiveram influéncia fundamental na
criagao da algebra abstrata) inventou um instrumento de calculo
mais sofisticado, que denominou Mdquina Diferencial. Nessa
essa época, ele observou que “as operacoes matematicas repetiti-
vas poderiam ser desenvolvidas com mais agilidade e confiabili-
dade pelas maquinas que pelos homens”. Mais adiante, em 1833,
projetou uma Mdquina Anaitica, isto é, uma méaquina capaz
de executar todas as operagoes aritméticas, de fazer compara-
¢Oes e analisar seus proprios resultados, que era programada
através de cartoes perfurados. Ele foi o primeiro a perceber
que uma maquina de computar deveria ter um dispositivo de
entrada, uma memoria (que ele chamou de mill = moinho)
e um dispositivo de saida. Sua méquina, em particular, seria
alimentada por duas séries de cartoes perfurados: uma com os
dados e outra com as operacoes a serem executadas. Por causa

disto, ele é considerado o pai do computador digital.

Suas idéias despertaram o interesse de Ada August, condessa de
Lovelace e filha de Lord Byron, que foi a primeira programadora
da histoéria. No periodo de 1842-1843 ela taduziu do italiano um
artigo de Luigi Menebrea sobre a maquina da Babbage e, num
apéndice, detalhou um método completo para calcular niimeros

de Bernoulli com a maquina.

Babbage conseguiu convencer o governo britanico a financiar
seu projeto mas, apesar dos esforcos de anos e de varios inves-
timentos governamentais, a maquina jamais chegou a ser cons-
truida. De acordo ao plano original, ela seria movida a vapor e

de tamanho maior do que uma locomotiva.
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e A proxima personagem importante nesta histéria é Hermann
Hollerith (1860-1951) que obteve um doutorado em estatis-
tica na Columbia University em 1879 e, logo em seguida, foi
empregado pelo Bureau de Censos dos EUA para trabalhar
com seu professor, William P. Trowbridge, no censo de 1880.
Foram necessérios dez anos de trabalho para tabular comple-
tamente todos os dados recolhidos. Durante este periodo, Hol-
lerith deu também aulas durante algum tempo no Massachussets
Institute of Technology e trabalhou no Escritorio de Patentes de
Washington. Sobretudo, ele empregou seu tempo projetando
uma maquina que pudesse tabular dados automaticamente.
Para isso, ele utilizou novamente a idéia dos cartoes perfurados
de Jacquard, escrevendo dados em oito colunas que utilizavam
o sistema de numeracao binéria. Esses cartoes eram entao lidos
por sua méaquina que utilizava sensores elétricos. Quando foi
realizado um novo censo, em 1890, apesar dele ser mais sofisti-
cado e coletar mais dados que o anterior, a invencao de Hollerith

pode tabular todos os dados em apenas seis semanas.

Sua criacao teve sucesso immediato e ele deixou seu emprego
para fundar uma companhia dedicada ao desenvolvimento de
méquinas semelhantes, a Tabulating Machine Company que,

com o decorrer dos anos, se transformou na atual IBM.

e O desenvolvimento de computadores eletronicos ganhou mais
forca a partir da segunda guerra mundial, quando foi percebido

seu potencial estratégico.

Muitos autores consideram que o Atanasoff-Berry Computer
(ABC), desenvolvido nos EUA no periodo 1937-42 é o primeiro
computador eletrénico digital. Porém, ele nao tinha capacidade

de programacao geral e servia apenas para resolver sistemas li-



142

neares, além de ter outras limitacoes técnicas.

Em 1941 os alemaes desenvolveram o 73, desenhado por
Konrad Zuse. Era eletromecénico, mas com objetivos mais

gerais e totalmente programavel mediante fitas perfuradas.

Em 1944, Tommy Flowers desenhou, na Inglaterra, o computa-
dor Colossus, totalmente eletronico, concebido para decodificar

mensagens interceptadas aos alemaes.

O computador mais famoso deste periodo foi o ENIAC
(Electronic Numerical Integrator and Computer), desenhado
por John Mauchly e J. Presper Eckert, da Universidade de
Pennsylvania e construido na Escola Penn Moore de Engenharia
Eletronica daquela universidade. Embora ele fosse um com-
putador de propositos gerais, ele foi desenhado originalmente
para calcular tabelas de fogo de artilharia para o Laboratério
de Pesquisas Balisticas, durante a guerra, mas sua construc¢ao
s0 foi completada trés meses apds o fim da guerra. Os primeiros
problemas computados pelo ENIAC foram relacionados & cons-
trugao da bomba de hidrogénio. Tanto a entrada quanto a saida

de dados era feita através de cartoes perfurados.

O aparelho pesava 27 toneladas, usava 17.468 valvulas e pre-
cisou, para sua construcao, de mais de cinco milhoes de soldas
feitas a mao. Ocupava todo um galpao e consimuia 150 kW
de energia elétrica. Costuma-se dizer que, quando estava em
uso, provocava apagoes na cidade de Pennsylvania mas isto nao
deve ser verdade pois possuia alimentagao independente da rede
elétrica. Quando estava em operacgao, elevava a temperatura do

local a 50 graus. Ele foi desativado em 2 de outubro de 1955.

“principall”
2009/2/19
page 142
Estilo OBME
—P



143

Figura 9.6: O computador ENTAC

Outro computador de grande porte construido nesse periodo foi
o Mark I. O projeto, concebido por Howard Aiken da Universi-
dade de Harvard, iniciou-se em 1939 mas foi concluido apenas
em 1943, na IBM. Foi tansladado a Harvard onde foi mostado
publicamente, pela primeira vez, em 1944 e foi batizado ofi-
cialmente como Harvard-IBM Automatic Sequence Controlled
Calculator (ASCC). Media 15.5 m de comprimento, 2.40 m de

altura e aproximadamente 60 cm de largura.

A partir de entao, os progressos da tecnologia permitiram diminuir
gradativamente o tamanho (e o custo!) dos computadores até
populari-zé-los definitivamente. Foi também a tecnologia que per-
mitiu usar feixes de luz e scanners para transmitir dados direta e
rapidamente aos computadores, criando assim condigoes para a uti-

lizacao da codificagao que nos interessa estudar aqui.
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Codigos de Barras

A primeira patente de um cédigo de barras foi atribuida em 1952 a
Joseph Woodland e Bernard Silver. Seu cédigo consistia num padrao
de circunferéncias concéntricas de espessura variavel. Ao dar entrada
ao pedido de patentes, eles descreviam seu invento como wuma classi-

ficacdo de artigos através de identificacdo de padroes.

Em torno de 1970, uma firma de assessoria, a McKinsey & Co.,
junto com a Uniform Grocery Product Code Council ! definiu um
formato numeérico para identificar produtos e pediu a diversas com-
panhias que elaborassem um cédigo adequado. Dentre as firmas con-

tactadas, a que acabou apresentando a proposta vencedora foi a IBM
2

e o codigo foi criado por George J. Laurer

Figura 9.7: George J. Laurer

O codigo proposto, formalmente aceito em maio de 1973, passou a

la palavra Grocery em inglés, equivale aproximadamente a nossa expressio
secos e molhados.
2Estes dados, bem como a foto do autor, foram obtidos no site do proprio
Laurer, que diz ter tido a colaboracdo de outras duas pessoas, mas nao cita os
nomes. O enderego do site é:
http://www.bellsouthpwp.net/1/a/laurergj/upc_ work.html
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ser conhecido como codigo UPC (Universal Product Code) e foi ado-
tado nos Estados Unidos e Canadé. Ele consistia de uma seqiiéncia
de 12 digitos, traduzidos para barras da forma que analizaremos de-
talhadametne no préoximo capitulo. Existem varias versoes sucessivas
do UPC, com pequenas modificagbes. Posteriormente foi solicitado a
Laurer que ampliasse o co6digo, para permitir uma maior difusao do
sistema, de modo a identificar também o pais de origem de cada pro-
duto classificado. Baseado no UPC-A, ele acabou criando um novo
codigo, com 13 digitos, que foi adotado em dezembro de 1976 com
o nome EAN (European Article Numbering system). Alguns paises
adotam este mesmo sistema, dando-lhe outro nome. Por exemplo, no
Japao o sistema ¢é conhecido como JAN (Japanese Article Numbering

system).
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Capitulo 10

Codigos de Barras

10.1 Escrevendo com Barras

Vamos estudar inicialmente o codigo UPC, que é mais simples.
Se observamos o cddigo de barras da figura 10.1, notamos imediata-
mente que ele é formado por listras brancas e pretas alternadas, de
espessura varidvel. Ha, na verdade, quatro espessuras possiveis para

essas listras, que podem ser classificadas como finas, médias, grossas

L

16412

ou muito grossas.

L

Figura 10.1: Cédigo UPC
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Vamos utilizar o simbolo 0 para indicar uma listra branca fina, o
simbolo 00 para uma listra branca média, 000 para uma listra branca
grossa e 0000 para uma muito grossa. Da mesma forma, vamos re-
presentar por 1, 11, 111 e 1111, uma listra preta fina, média, grossa

ou muito grossa, respectivamente.

Assim, as primeiras quatro listras da figura (sem contar, é claro as
listras que servem de limite e que aparecem mais compridas na figura),
que sao uma listra branca grossa, uma preta média, uma branca fina
e uma preta fina respectivamente, podem ser representadas pela se-
qiiéncia 0001101.

Como ja dissemos, o codigo de barras representa uma série de
nameros. A cada ntmero lhe é assignado um espaco de espessura fixa,
que corresponde sempre a uma seqiiéncia de sete digitos iguais a 1 ou
0. Por exemplo, a seqiiéncia 0001101 que achamos acima representa
o numero 0, o primeiro do c6digo da figura. O seguinte ntimero do

codigo, o 7, é representado pela seqliéncia 0111011.

Agora que comegamos a compreender a forma de escrever com
barras, ja podemos responder & primeira das nossas perguntas: como
a leitora distingue a direita de esquerda, quando o artigo pode ser

passado em uma ou outra dire¢ao?

A resposta é muito engenhosa e também bastante simples. Os
digitos sao codificados de maneira diferente quando estdo do lado
direito ou esquerdo do codigo de barras. Isto é feito conforme &

seguinte tabela:
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’ digito H do lado esquerdo | do lado direito

0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
Y 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 00010011 1110100

Note que a codificacdo de um dado nitmero, & direita, se obtém
da sua codificacao a esquera, trocando cada 0 por 1 e reciprocamente.
Agora, o mecanismo de reconhecimento fica claro se notamos que
cada seqiiéncia do lado esquerdo tem wum numero impar de digitos
tquats a 1 e, conseqiientemente, cada uma das que estao a direita tem
um numero par. Assim, verificando a paridade de cada seqiéncia de
sete digitos, a maquina “sabe” imediatamente de que lado esta lendo

o codigo.

A elaboragao do co6digo EAN se deparou com um problema bas-
tante delicado. Era necessario adicionar um digito a cada codigo, de
modo a permitir a identificagdo do pais de origem do produto, mas
se desejava fazer isto de uma forma tal que a mesma maquina leitora

pudesse ler indistintamente c6digos UPC e EAN.

Se observamos a figura abaixo, que representa o mesmo codigo
numeérico escrito em ambos sistemas, veremos que, a primeira vista,
parecem diferentes pois, no nimero escrito para o leitor humano, ve-

mos que had um 0 a mais, escrito no inicio da seqiiéncia. Porém, se
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observamos o codigo de barras, vemos que é exatamente o mesmo.

I
- 75678 1 a

6412

|
EAN-13
0

0755706 154125

Figura 10.2: Os codigos UPC-A e EAN-13

O que foi feito é o seguinte. Os paises que utilizavam o codigo
UPC antigo, EUA e Canada, sdo identificados com um 0, na frente,

e o resto da codificacao é feita utilidndo-se o sistema anterior.

Para outros paises, os primeiros dois ou trés digitos, identificam o
pais. Por exemplo, o c6digo de barras de todos os produtos produzidos
no Brasil comeca com a seqiiéncia 789, que ¢é a que identifica o pais.!
Como era necessario adicionar um digito e também manter o o0 mesmo
padrdo de tamanho do codigo de barras, para nao ter que modificar
todas as leitoras, a idéia utilizada foi fazer com que o novo digito
estivesse implicito na forma de escrita de todos os outros. Para isso,
nao foi modificada a codificagao do lado direito (permitindo assim que
as leitoras continuassem a identificar o lado correspondente) mas a

codificagio do lado esquerdo varia, dependendo do digito inicial.

Uma tabela completa, com os nimeros identificatérios de cada pais, pode ser
encontrada na pagina internet http://www.barcodeisland.com/ean13.phtml
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Um digito do lado esquerdo pode ser agora codificado com um

niimero par ou impar de digitos iguais a 1, de acordo com a seguinte

tabela:

’ digito H lado esquerdo impar | lado esquerdo par H lado direito

0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
) 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 00010011 0010111 1110100

Finalmente, para cada digito inicial escolhe-se uma alternancia

diferente de pares e impares de acordo com o seguinte critério:

Digito inicial || 1° |20 |3° |40 |5 |6 |
0 impar | fmpar | impar | impar | impar | impar
1 impar | impar | par impar | par par
2 impar | {mpar | par par impar | par
3 impar | impar | par par par impar
4 impar | par impar | impar | par par
) impar | par par impar | {mpar | par
6 impar | par par par impar | impar
7 impar | par impar | par impar | par
8 impar | par impar | par par impar
9 impar | par par impar | par impar
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Vamos ver um exemplo. Uma barra de cerais produzida no Brasil
é identificada pelo cédigo 7895000266241. Como corresponde, comega
com a seqiiéncia 789, de modo que o primeiro digito, que estard im-
plicito na codificagao dos demais, é sete. Conseqiientemene, deve-se
usar, do lado esquerdo, a seguinte ordem de codificacao (obtida na

tabela acima):
impar, par, impar, par, impar, par.
Consultando entao a tabela de codificagdo do EAN-13 obtemos:

8 — 0110111 9+~ 0010111 5+ 0111001

0+~ 0100111 0+ 0001101 O+ 0100111

Para os digitos do lado direito nao temos que nos preocupar com

paridade, e obtemos, diretamente da tabela, a seguinte codificagao:
2+ 1101100 6 +— 1010000 6 +— 1010000

2+— 1101100 4+~ 1011100 1+~ 1100110

Por tanto, o c6digo de barras correspondente é:

8950001266241

Figura 10.3:

7
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Um tltimo comentario a respeito deste codigo. Como ja dissemos,
os primeiros dois ou trés digitos do codigo de barras (dependendo do
caso) servem para identificar o pais de origem do produto. Os cinco
ou quatro digitos que restam, até as barras centrais, identificam o
fabricante. Os primeiros cinco digitos do lado direito identificam o
produto especifico, desse fabricante. O tltimo digito, chamado digito
de verificagao, ¢ adicionado no final do processo de elaboracao do

codigo, de acordo a um método que veremos adiante.

Falta ainda responder a nossa segunda pergunta: como faz a
méquina para detectar quando um operador apressado comete um

erro de digitagao? Isto serd o assunto da nossa proxima secgao.

10.2 A Deteccao de Erros

Para compreender como funciona o processo de deteccao de erros
precisamos entender, inicialmente, como se atribui a cada produto, o

digito de verificacao.

Suponhamos que um determinado produto esté identificado, no
sistema EAN-13, por uma dada seqiiéncia de digitos ajas ... a12a13.
Como os primeiros digitos identificam o pais de origem, o fabricante
e o produto especifico, os primeiros doze digitos da seqiiéncia, es-
tao determinados naturalmente, por um método padrao, a cargo de
uma autoridade classificadora em cada pais. Denotaremos o décimo

terceiro digito, de verificagao, por .

Para facilitar nossa exposicao, vamos escrever esta seqiiéncia como

um vetor

a = (ar,as,...,a11,a12,).
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O sistema EAN-13, se utiliza de um vetor fixo, que chamaremos,

vetor de pesos que é:

w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

Calcula-se, entao o “produto escalar” de ambos vetores:
Ol = (a1,...7a12,$) . (1737173717371737173717371) =

= a1 +3as+ a3z + 3a4 + a5 + 3ag + a7 + 3ag + ag + 3a1g + a1 +3a12 + .

Agora, o digito de verificacdo = se escolhe de forma tal que a soma

acima seja multiplo de 10, isto é, tal que

a.w =0 (mod 10).

Por exemplo, no caso do codigo da figura 10.3, os nimeros que
indicam o pais de origem, o fabricante e o produto sao 789500026624.
Vamos ver como foi determinado o digito de verificacao. Chamando
este digito de x e fazendo o “produto escalar” com o vetor de pesos,

temos:
T+(3%8)+9+(3%x5)+0+(3x0)+0+(3x2)+6+(3x6)+2+(3x4)+z =
=99 4 z.

Conseqiientemente, deve-se tomar x = 1.

Vejamos agora um exemplo de como funciona a deteccao de erros.
Um livro do autor [14] recebeu o codigo de barras 9781402002380. Su-
ponhamos que, por um erro de digitagao no quarto digito, este ntimero
é transmitido como a = 9782402002380. Ao fazer a verificagdo de

leitura, o computador que recebeu a informagao faz a operacao « - w
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e obtém:

9+(3x7)+84(3x2)+44(3x0)+2+(3x0)+0+(3x2)+3+(3x8)+0 = 73.

Como o resultado ndo é um miltiplo de 10, o computador avisa

que foi cometido algum erro.

O co6digo UPC é muito semelhante. Como utiliza apenas 12 digi-
tos (pois usa apenas um para identificar o pais de origem do artigo,
enquanto o EAN utiliza-se de dois), e o vetor de pesos utilizado pelo

UPC também tem um digito a menos; ele é:

w = (3,1,3,1,3,,1,3,1,3,1,3,1).

O leitor notarad que, se o digitador comete apenas UM erro de
digitacao, trocando um dos digitos a; por um outro valor, entao
necessariamente o produto a.w nao serd congruente a 0 em modulo
10 e assim sera possivel detectar que o erro foi cometido. Se mais de
um erro for cometido na digitagao, o fato provavelmente ainda sera
detectado, mas j4 nao podemos ter certeza, pois eles poderiam se
“compensar’” mutuamente e a soma poderia ainda continuar sendo

um miltiplo de 10.

O leitor pode-se perguntar qual é a fun¢éo do vetor de pesos w. De
fato, se a escolha do digito de verificagdo x fosse feita simplesmente

de modo que
ar+az+ -+ a2+ 2z =0 (mod 10),

ainda assim UM erro de digitagdo seria detectado. Acontece que hé
um outro tipo de erro de digitacdo muito comum, que consiste em

digitar todos os niimeros corretamente, mas trocar a ordem de dois
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digitos consecutivos.

Suponha que, ao digitar o nimero 9 788531 404580 do nosso
primeiro exemplo, tenha se cometido esse tipo de erro, e que o niimero

de fato digitado fosse 9 788351 404580. Ao efetuar a verificacao

ter-se-ia:

(97 77 87 87 57 37 1?47 07 47 57 8’ 0)(17 37 17 37 17 37 17 37 17 3? 17 37 1) =

= 9421 + 8+ 24 4+ 3+ 1541+ 12+ 1245+ 24
= 134 # 0 (mod 10)

Desta forma, o erro seria detectado.

Suponha agora que, ao digitar o ntmero 9 781402 002380 do
nosso segundo exemplo, tenha se cometido um erro desse mesmo
tipo, e que o numero de fato digitado fosse 9 781402 002830. Ao

efetuar a verificacao ter-se-ia:

(9,7,8,1,4,0,2,0,0,2,8,3,0).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) =

= 9+21+84+3+4+24+6+3+24
= 80 = 0 (mod 10)

Este exemplo mostra que o sistema de detecgao adotado acima nao
tem a capacidade de detectar todo erro de transposicio cometido. E
facil ver que a transposicao de dois digitos consecutivos a; e a; 41 nao é
detectada, neste sistema de codificagao, se e somente se |a; —ait1| =5

(veja a atividade 4).
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Atividades

1. (i) Um determinado produto deve ser identificado, no codigo
UPC pelo nimero 7 897595 90071. Determine o digito de

seguranga correspondente.

(ii) Faga o mesmo para um produto cujo ntmero é 7 894900

01152.

2. Vamos definir um sistema de deteccao de erros da seguinte
maneira. A cada numero de 12 digitos ag...a1; vamos asig-

nar um digito de verificagdo a2 de forma tal que

12

Zai = 0 (mod 10).

1=0

(i) Achar o digito de verificacdo que deve se adicionar ao

nuimero
723443501297.

(ii) Provar que toda vez que apenas um numero ¢é alterado na

digitacao, este sistema é capaz de detectar o erro.

(iii) Mostrar que este sistema nao é capaz de detectar qualquer

erro de transposicao.

3. No6s afirmamos no texto que se apenas um erro de digitacao for
cometido, alterando um dos digitos a; para um outro valor b;,
entdo o sistema UPC sempre serd capaz de detectar o erro. Dé

uma demonstragao cuidadosa deste fato.
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Mostrar que uma transposicao adjacente; isto é, um erro
do tipo

¢ 71 7 Py N e SN ¢ T (7 A
¢ detectada pelo sistema EAN-13 se e somente se
la; — aiy1| # 5. (SUGESTAO: note que |w; — wit1| = 2).

Mostre que um erro de transposi¢ao nao adjacente do tipo

e QA1 Q542 - L 420541

nao pode ser detectado pelo sistema EAN-13.

Mostrar que um erro de transposicao em que dois digitos
nao adjacentes a; e a; sao trocados nao pode ser detectado

pelo sistema se a diferenga ¢ — j é par.

Mostrar que, num erro como o descrito no item anterior, se
a diferenca i — j é fmpar, entdao o erro pode ser detectado

pelo sistema EAN-13 se e somente se |a; — a;j| # 5.

10.3 Outros Coédigos Numéricos

Como observamos na secao anterior, existem diversos tipos de er-

ros que podem ser cometidos ao digitar um wvetor de identificagdo.

Os erros num unico digito e as transposigoes sao, de longe, os mais

frequentes.

Autores como D.F. Beckley [1] e J. Verhoeff [16] in-

vestigaram sistematicamente os erros cometidos por operadores hu-

manos. No quadro abaixo damos as frequencias relativas obtidas por

Verhoefl, que citamos abreviando quadro publicado por H.H. Schulz
[15] e também por G.B. Belyavskaya, V.I. Izbash e V.A. Shcherbacov

2].
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Tipo de erro Frequéncia relativa %
erro unico co.a.— bl 79
transposigao adjacente ...ab...— ...ba... 10.2
transposicao alterna ...abc...— ...cha... 0.8
erro gémeo ...aa...— ...bb... 0.6
erro gémeo alternado ...aba...— ...cbc ... 0.3
outros 9.1

Tabela 10.1: Tipos de erros e suas frequéncias segundo Verhoeff

Para descrever varios dos métodos existentes, vamos introduzir
um pouco de linguagem geral. Denotaremos por A o conjunto de
valores que podem assumir os digitos utilizados na codificacdo. Por

exemplo, no caso do cédigo UPC da secao anterior, esse conjunto é
A={ze€eZ|0<z<m-1}.

O vetor com os dados o/ = (aq,...a,—1) sera chamado de vetor
de informagao e o vetor, ja acrecido do digito de verificagdao sera

chamado de nimero ou vetor de indentificagao

Definigao 10.1. Sejam w = (wy,...wy,), comw; € A, 1 < i <n
um vetor de pesos e ¢ € A um inteiro fixrado. Dados dois inteiros
positivos m en e um conjunto de numeros ai,...a,_1 tais que a; € A,
1 <i¢<n-—1, define-se o nimero de verificagao a,, como o inico

elemento de A que verifica a equacgdo:

Zaiwi = ¢ (modm).

i=1

Um sistema de codificagdo assim definido serd denotado por

C=(Amn,cw).

Note que freqiientemente A = {0,1,...,m — 1}. Neste caso,

tomando classes médulo m, temos que a, é o Gnico elemento de A
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que verifica:

Exemplo 10.3.1.

Um sistema usado em alguns bancos (mas nao todos) é o seguinte:
o nimero de conta de um cliente é composto de 9 digitos, sendo que
o ultimo é o digito de verificagdo. Na nossa notagao, o sistema pode
ser descrito como C = (A4, 10,2,0,w) onde A é o conjunto dos digitos
de0a9ew=1(7,3,9,7,3,9,7,3,9). Por exemplo, o nimero de uma

conta num certo banco é 95-005541-9. Podemos verificar que
(9,5,0,0,5,5,4,1,9).(7,3,9,7,3,9,7,3,9) =
= 63+154+154+45+28+3+81

= 250=10 (mod 10).

Nosso proximo Teorema descreve a capacidade que tem um sis-
tema definido desta forma, para detectar os diversos tipos de erros

mais freqlientes.

Teorema 10.2. (Capacidade de detec¢ao) Sejam m um inteiro posi-
tiwo e w = (w1, ...wy,) um vetor de pesos. Suponhamos que um vetor
de identifica¢io o = (ay ...,a,) (onde assumimos que 0 < a; < m,

para todo indice i, 1 < i < n) satisfaz a condigao
aww=awi + -+ aywy, = ¢ (modm).

Entao:

1. Todo erro consistente numa unica alteracio na posicao i-€sima

serd detectado se e somente se mdc(w;,m) = 1.
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2. Todo erro de transposicao da forma
R A I AP ¢ 7 RN £ 7 A

serd detectado se e somente se mdc(w; —wj,m) = 1.

Demonstra¢do. Suponhamos inicialmente que o digito a;, na posi¢ao
i, foi trocado por um outro valor b; e vamos denotar por 8 o vetor
resultante deste erro. E claro que o erro nio sera detectado se e
somente se

avw—LF.w = 0 (modm).

Mas aaw—f.w = (a;—b;)w;, de modo que o erro nao sera detectado
se e somente se m | (a; — b;)w; = 0 (mod m) ou, se denotamos por T

a classe de um inteiro x em Z,,, se e somente se (@; —b;)w; = 0 em Z,,.

Se mde(w;,m) = 1 tem-se que w; ¢ inversivel em Z,,, donde a
condi¢do acima implica que @ = b;, logo a; = b; (mod m) e, como
ambos 0s niimeros sS40 menores que m, isto s6 aconteceria se a; = b;.
Logo, o erro sera detectado.

Por outro lado, se mdc(w;,m) = d # 1, dado a; tem-se que
dentre os nimeros b; = a; + m/d e b; = a; — m/d, um deles
verifica a condicao 0 < b; < m e o erro que substitui a; por esse

nimero nao pode ser detectado. Isto completa a demonstracao de (7).
Suponhamos agora que foi cometido um erro do tipo
a:...ai...aj... = a = ...aj...az-....

Note que, neste caso podemos calcular a diferenca

aww—adww = (qw; + ajwy) — (ajw; —aw;) = (a; —aj)(w; — w;).
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Assim, este erro nao sera detectado se e somente se

(@i — aj)(w; —wj;) = 0 (mod m).

Daqui em diante, o argumento é inteiramente analogo ao anterior.

O]

A luz deste teorema, resulta claro que a melhor forma de ter
certeza que o sistema de codificagdo serd capaz de detectar todos
os erros unicos e todos os erros de transposigao (contigua ou nao) é
tomar, para o valor do médulo m, um ntmero primo. De fato, existem

vérios sistemas em uso que procedem desta forma.

Exemplo 10.3.2.

Um sistema universalmente adotado para a clasificagdo de livros
¢ 0 ISBN (International Standard Book Number). Ele trabalha
modulo 11, mas para facilitar a notagao, utiliza também como con-
junto de valores A os digitos de 0 a 9 e os vetores de identificagdo
tem 10 componentes. Ele pode ser descrito, na nossa notagao, por
(A,11,10,0,w) com w = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).

Por exemplo, o livro do autor [14] mencionado acima tem o
naumero ISBN 1-4020-0238-6. O digito final, de verificacao é 6 porque

(1,4,0,2,0,0,2,3,8,6) . (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =

= 10+36+14+8+94+16+6
= 99=0 (mod11)

Este método, porém, tem um pequeno inconveniente, que se com-
prenderd melhor analizando mais um exemplo. Um conhecido livro

de algebra [13] tem como vetor de informagao de seu cédigo ISBN o

¥
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numero 0-387-96035. Vamos tentar determinar o digito de verificacao.

Ele ser4 um ntmero a € A tal que
(0,3,8,7,9,6,0,3,5,a).(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =0 (mod 11).
Efetuando as operagbes necessérias, obtemos que
2434+ a=0 (mod 11)

ou
a=—243 (mod 11).

Como 243 = 1 (mod 11) e —1 = 10 (mod 11) temos que a = 10.
Porém, no conjunto dos digitos de 0 a 9, ndo temos nenhum que
represente o niimero 10. Devemos introduzir entdo mais um sim-
bolo para representar este nimero. A convencgdo usual é utilizar o
simbolo X e assim, ¢ cdédigo ISBN que aparece neste livro é ISBN
0-387-96035-X.

Finalmente observamos que, se tomamos o nimero m de modo
que seja primo e o conjunto A é formado por inteiros menores do que
m - como em todos os exemplos acima - como cada componente w;
do vetor de pesos é prima com m, resulta que multiplicar por w;, em
modulo m, equivale a definir uma permutagao do conjunto A (isto é,
uma bije¢do de A em si mesmo). Isto sugere um método mais geral

de definir o vetor de pesos.

Dado um vetor de informagao o' = (ay,...,a,—1) podemos es-
colher n permutacoes d1,...d, do conjunto A, definir um “vetor de
pesos” por v = (41, ...,0,), fixar um namero ¢ € A e escolher o digito

de verificagao a, de modo que verifique a equagao:

Y(a) = d1(a1) + - 6p(an) = ¢ (mod m).
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Neste caso, o digito de verificacao fica definido por:

n—1
an = 6,° (C— Z(Mc@) .
i=1

Este tipo de codificagdo também é usado na pratica, como mostra o

seguinte.

Exemplo 10.3.3.

Um coédigo usado pela IBM utiliza como conjunto A os digitos de

0 a 9; o valores m = 10, um valor qualquer ¢ € A e a permutacao

s_[01234567809
~\0 2468135 79])

No caso de um vetor de identificacdo com um numero impar de

componentes n, se utiliza o vetor de pesos
v = (I,6,1,0,...,6,1).
Assim, a equacgao de verificagao resulta:
an + 0(an—1) + an—2 + 6(apn—3)--- =c (mod 10)
e o digito de verificacao é dado pela férmula:
ap =c— (6(an-1) — ap—2 — d(ap—3) —---) (mod 10).

No caso em que o nimero de componentes do vetor de identificacao

é par utiliza-se o vetor de pesos

v = (8,1,6,1,...,8,1)
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e resulta uma equacao de verificagdo analoga, com uma féormula simi-

lar para o calculo do digito de verificagao.

Este é o sistema utilizado para determinar os ntimeros nos cartoes

de crédito. Por exemplo, um determinado cartao tem o ntimero 5745
5195 0431 5412. Vamos a aplicar a ele o sistema de verificagdo IBM:
5 7 4 5 5 1 9 5 0 4 3 1 5 4 1

16 LI |6 |I |6 |I |6 |I |6 \I |6 |I |6 |I |6 |I

1 7 8 7 1 1 9 1 0 4 6 1 1 9 2

Agora, calculamos:
1+74+84+7+14+14+9+140+4+64+1+1+94+2+2 = 60 = 0 (mod 10)

Note que esta codificagdo permite detectar todo erro tnico de digi-
tagao e toda transposicao adjacente exceto no caso em que a; e a;
assumem os valores 0 e 9 ou 9 e 0 respectivamente (veja a atividade
3). Observe, porém, que este sistema nao detecta transposi¢oes do
tipo
P IR SRR I T

quando a diferenca ¢ — j é par e também nao permite detectar erros
gémeos.

O codigo IBM generalizado utiliza a mesma permutagao, com o

vetor de pesos:

v o= ("1, 6m2, ., 8,80)

onde 6 = I. A equacéo é entdo:
n .
> 6" Hant1-i) = ¢ (mod 10)
i=1

n

an =c— Z 6 Yant1-4) (mod 10).
=2

¥
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Este sistema detecta todo erro tinico de digitagao, toda trans-
posigao, adjacente ou nao, (exceto no caso ja apontado, quando os

digitos envolvidos sao 0 e 9) e todo erro gémeo.

Vimos acima que o cddigo ISBN detecta todo erro tnico de digi-
tacdo e todo erro de transposicdo. E natural se perguntar, entdo, se
existe um codigo com essa capacidade de deteccao, trabalhando na
base 10. Infelizmente, a resposta é negativa, como mostra o seguinte

teorema.

Teorema 10.3. (Gumm [10]) Se um sistema numérico de detec¢io
de erros, com um mddulo par, detecta todo erro unico de digitacao,
entdo, para todo par de indices i,j existe um erro de transposicao

entre as posicoes i e j que nao € detectada pelo sistema.

Demonstracao. Como vamos trabalhar com os nimeros de 0 a 2m —1
e tomar congruéncias em moédulo 2m, vamos considerar nossos digi-
tos como elementos de Za,,, para simplificar nossos argumentos. Su-
ponhamos que o sistema transforma o vetor (ay,...,a,) num outro
vetor, que denotaremos por (oi(ay),...,on(ay)). Claramente, se o
sistema é capaz de detectar todo erro dnico de digitacao, entao a
aplicagdo na posicao i-ésima z +— o;(z) deve ser uma permutagao de
Zop,.

Para que o sistema detecte todo erro de transposicao entre as
posigdes i e j é necessario que o;(a) + 0;(b) # o;(a) + 0;(b), todo par
de elementos diferentes a,b € Zo,,. Isto é equivalente a dizer que a
aplicacdao o = 0; — 0; ¢ uma permutagao Zoy,.

Mas m € [0,2m — 1] e temos que

(2m —1).2m

O+1+424--+2m—1= 5

=2m.m—m =m (mod 2m),

ou seja,

04+14+---4+2m—-1=m em Zo,.
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Logo:
m= Y=Y o
T€Zom T€Zom
= > (@ -0;@)= ) a@- ) o@
T€EZom T€EZom T€Zom

= m-m=0, em Zoy,.

uma contradigao. O

Atividades

1. Calcular o digito de verificagdo para um livro cujo nimero ISBN

tem, como vetor de informacdo o ntimero 85-314-0458.

2. Use o sistema do exemplo 10.3.1 para determinar o digito de

verificagdo do niimero 13-010765.

3. Demonstre que o coédigo IBM e o codigo IBM generalizado
tem a capacidade de detecgao de erros mencionada no texto.
(SUGESTAO: Para discutir erros de transposi¢ao adjacente, note
que §(z) =2z, sex € [0,4] e que d(z) = 22—9sex € [5,9]. Con-
sidere separadamente trés casos: (i) a,b € [0,4], (ii) a,b € [5,9]
e (1) a € [0,4],b € [5,9] ou vice-versa. Mostre que nos casos
(i) e (ii) o erro é sempre detectado e que, no caso (iii) o erro

s6 nao é detectadosea=0eb=9oua=9eb=0.

4. Mostre que no cédigo UPC podem ocorrer 90 erros de trans-
posicao adjacente e que o cédigo é capaz de detectar todos eles,
exceto quando os pares de nimeros adjacentes sao 05, 16, 27,

38, 49 ou aqueles que se obtém invertindo estes.



Capitulo 11

Codigos Sobre Grupos

11.1 O Grupo Dihedral

Na secao anterior apresentamos diversos métodos de detectar erros
usando um digito de verificagao. Dentre estes, s6 o sistema I[ISBN para
livros era capaz de detectar todo erro tinico de digitacao e todo erro
de transposicao. Ele tinha, porém, o inconveniente de precisar da
introdugao de um digito extra, para representar o ntmero 10, que

denotamos por X.

Em 1969 Verhoeff, na sua tese de doutoramento [16], desenvolveu
um método simples, baseado nao em céalculos com ntmeros inteiros,
mas com os elementos de um certo grupo, que também detecta erros
tnicos de digitacao e todos os erros de transposcao adjacentes, sem
necessidade de simbolos extras. A exposicao elementar deste método
que damos a seguir aparece em [6] e num texto bésico de algebra, do

mesmo autor |5, Capitulo V|.

Consideremos o grupo dihedral D5, que pode ser definido como
o grupo das isometrias do plano que deixam fixo um pentagono regular

dado. Este grupo contém dez elementos. Cinco deles sao rotagoes: a

168
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identidade Ry, a rotagdo R; de adngulo 27/5 em sentido antihorario,
e as rotagoes R, R3 e Ry de angulos 2(27/5), 3(27/5) e 4(27/5)
respectivamente. Contém ainda cinco reflexoes, em relagao aos seus
eixos de simetria, que passam por cada um dos vértices e o ponto

médio do lado oposto: Sg, S7, Ss,Sg e S1g.

Figura 11.1: Simetrias do pentagono

Vamos usar simplesmente os subindices 0, 1, 2, 3, 4 para designar as
rotagoes correspondentes e os subindices 5, 6, 7, 8,9 para as respectivas

reflexoes.

Assim, por exemplo, a composi¢do das rotagoes Rs e Ry seria a
rotacao de angulo 3(27/5) + 4(27/5) = 7(27/5) = 2(2w/5); isto é, a
rotagao Rg. Em vez de escrever entao que Rso Ry = Rs escreveremos

simplesmente que 3.4 = 2.

Da mesma forma, como a composigao Sg o S5 = Ry (lembre que,
como se trata de composicao de fungOes, aplicamos primeiro S; e
depois S3) escrevemos 6.5 = 1. Por outro lado, é facil verificar que

S5 0 Sg = Ry donde escrevemos 6.5 = 0.
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Procedendo desta forma, obtemos a seguinte tabela de multipli-

cagao para Ds.

-

© 00 T WN = O
© 00O U W= Oo|@
(oSNNI NS; BN NN« SO JURE OIS |
O Ul O 0 O W NN
O Ul O 00 TN = O W W
LW 00 T O WK~ O -
B W N = OO0~ o ol Ot
WK = O Ul o~ o
D= O WO Ut oo Y
— O R W N~ O Ul ool ®
O WK =00 oo

Tabela 11.1: A tabela de multiplicacao do grupo Dj

Consideremos a permutacgao:
01 23456 73809
g = .
1576 28 309 4
A idéia de Verhoeff consiste em transformar um vetor de informagao

(ai,...,an—1) num vetor de codifica¢do, adicionando um digito de

verificacao a, de forma tal que

n—l(

0’(&1)-02(a2)."--0 ap-1)«ap =0 em Ds.

Note que o é uma permutacao de Ds. Ela foi escolhida para

desenvolver este sistema porque pode-se verificar diretamente que

a.o(b) # b.o(a) para todo a,b € Ds. (11.1)

Logo abaixo veremos a importancia deste fato.
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Como o' também é uma permutacio de Ds, para todo inteiro
positivo i, resulta claro que este sistema de codificagdo detecta todo

erro unico de digitagao.

Note que um erro de transposicao adjacente
e @iQig1 ... ...@jy1a4... serd detectado se somente se
oi(a;) « 0 ai11) # o*(air15(a;). Mas, vimos na equagdo 11.1
que a.o(b) # b.o(a) para todo a,b € D5 o que implica, aplicando a

permutacio o’ a ambos os membros desta equacdo, que
o'(a) o™ (b) # o' (b) . 0" (a) para todo a,b € Dj

como querfamos demonstrar.

Uma variante do método de Verhoeff! foi usada pelo orgao
emissor de dinheiro da Alemanha, o Deutsche Bundesbank. As
notas de dinheiro sao numeradas num coédigo alfanumérico; isto €, se
utilizam tanto letras quanto ntimeros. Na Figura 11.2 reproduzimos
uma nota de 10 marcos (que ja esta fora de circulagdo desde o

advento da moeda unificada da Europa, o Euro).

rReaLs12eM o F b
LS i

JEHI DEUERCHE wAaK

URLHE

Figura 11.2:

O codigo utilizado pelo banco segue uma variante do método an-

!Citado por Gallian [7].
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terior. Eles numeram as notas usando os digitos de 0 a 9 e também
dez letras: A, D, G, K, L, N, U, V e Z. Também se utiliza da tabela
da operagdo do grupo Djs, mas ao invés de usar uma permutacio e
suas poténcias, utiliza dez permutagoes diferentes. Para determina-
las damos, na tabela abaixo, em cada fila i os valores da funcao o;.

Em outras palavras, na posi¢ao i, j esta o valor de o;(j).

L

o1
02
03
04
o5
06
o7

a8
g9
J10

L= O N © o ot =@
00 Ul — O =Nk © oo ol
O TN © 00 U= O g
WDWDWDWDW X
TN R O U= O~ N
© 00 U= O N O O
DWDHWDHWDH WD WS
— O NNk © oot oY
B O 00 Ul = O =1 N o %0
O R O 00 U= O N R ©

Isto significa, por exemplo, que a permutacao os é:

01234567289
oy = .
b 4286573901

O numero de série da nota da Figura 11.2 ¢ DU7124458G6. Vamos
verificar que esta é uma numeracao valida. Para poder usar o método
de Verhoeff devemos trabalhar apenas com os digitos de 0 a 9; por
causa disso, a cada letra das usadas pelo Deutch Bundesbank deve-se
lhe assignar um valor numérico. Isto é feito de acordo com a seguinte
tabela.

AID|G|K|L|N|S|U|Y | Z
011123456789

Usando esta tabela, o nimero da nota em questao se transforma
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em 17712445826. Aplicamos entdo ordenadamente as permutacoes

dadas:
1 7 7 1 2 4 4 5 8 2 6
lor o2 oz Jloa los los Loz los |log low |
5 1 5 4 8 8 9 5 9 0 6

Agora precisamos “multiplicar” estes ndmeros, com ajuda da
tabela 11.1. Temos:

¢ finalmente

Este método, porém, tem um inconveniente. Nos céalculos, ele nao
distingue entre uma letra e o niimero que lhe é assignado. Assim por
exemplo, se a letra K for trocada pelo ntimero 3, o sistema sera incapaz
de detectar o erro. O mesmo acontece se ocorre uma transposicao
de 3 e K, ou viceversa. Para evitar este problema, poder-se-ia usar
o grupo Dig, que tem 36 elementos (e portanto os vinte simbolos
usado no codigo alfanumeérico das notas corresponderiam a elementos
diferentes em Ds), com uma permutacao adequada. Sugestoes nesse
sentido apareceram, por exemplo, em trabalhos de Winters, em 1990

[17] e de Gallian e Mullin, em 1995 [8]

Note que a equagao 11.1 foi essencial para podermos mostrar que o
método de Verhoeff permite detectar erros de transposigao adjacentes.

Isto justifica a seguinte definigao.
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Definicao 11.1. Uma permutagio o de um grupo G diz-se uma apli-

cagao anti-simétrica se verifica a segquinte condigdo:

zo(y) #yo(x), para todo par de elementos z,y € G.

O grupo D5 desempenha um papel importante na elaboragao de
codigos detectores de erros porque pode-se mostrar que ele é o inico

grupo de ordem 10 que possui uma aplicacao anti-simétrica.

Como as transposicoes adjacentes se encontram entre os erros mais
comuns e como co6digos que detectam estes erros podem-se elaborar a
partir de grupos com aplicagoes anti-simétricas, houve vérios traba-

lhos que dedicam especial atengao a este tipo de grupos.

No caso dos grupos abelianos, hd um tipo de permutacao que é

também importante.

Definicao 11.2. Uma permutacao o de um grupo G diz-se uma apli-
cagao completa se a fun¢io x — zo(z), para todo x € G, é uma

permutacao de G.

Pode-se demonstrar que se G é um grupo abeliano, entdo G possui
uma aplicagao anti-simétrica se e somente se G possui uma aplicagao

completa.

Um grupo abeliano de ordem 2m, com m impar nao possui apli-
cagoes completas [3]. Como consequéncia imediata, temos que Um
grupo abeliano de ordem 2m, com m impar nao possui aplicacdes anti-

simétricas.

Outros resultados relativos a este tipo de aplicagoes sao os

seguintes:

e Um grupo ciclico admite uma aplicagao anti-simétrica se e so-

mente se é de ordem impar [15].

“principall”
2009/2/19
page 174
Estilo OBME
—P



A SEC. 11.1: O GRUPO DIHEDRAL 175

e Todo grupo soltvel nao abeliano admite uma aplicagao anti-

simétrica [11].

e Todo grupo simples, exceto Zo, admite uma aplicacao anti-

simétrica [8].

Foi anunciado por Heiss que todo grupo finito nao abeliano tam-

bém admite uma aplicacdo anti-simétrica [12].

Para os grupos dihedrais, diversas classes de aplicagoes anti-
simétri-cas foram achadas em [4] e [9]. Como vimos, isto implica que
estes grupos podem ser usados para construir coédigos que detectam
erros Unicos de digitacao ou transposicoes adjacentes. Porém, eles
nao podem detectar outros erros freqiientes, como mostra o seguinte

teorema, devido a Damm [3, Teorema 5|

Teorema 11.3. Seja m > 2 um inteiro impar. NéGo existe um sis-
tema de digito de controle sobre D,, que seja capaz de detectar todas
as tramsposi¢coes alternadas, todas os erros gémeos ou todos os erros

gémeos alternados.

Atividades

1. Determine todos os subgrupos ciclicos de Ds.
2. Ache o centro Z(Ds) de D5 e determine o quociente D5/ Z(Ds).

3. Determine a decomposi¢ao em produto de ciclos disjuntos e a

paridade da permutacdo o do método de Verhoeff.

4. Determine o valor de x para que o nimero 3572498x seja um

numero valido no método de Verhoeff.
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. Mostre que tomando a permutagao 7 = (1 4)(2 3)(58 6 9 7)

no método de Verhoeff, também é possivel detectar todo erro

dnico de digitagao e toda transposicao adjacente.

. Determine o wvalor do digito x para que o ndmero

AD377345654 K = seja um numero valido para uma nota emi-
tida pelo Deustche Bank.

Idem, para o niimero N Z357x29477L2.

(Gallian [5]) Seja ¢ = (1 24 8 7 5)(3 6). A cada ntmero da
forma ajay...ay, (com n impar) atribuimos o digito de controle
—(o(a1)+az+o(az)+as+---+o(ay)) (mod 10). Calcule o valor
do digito de controle para o nimero 3125600196431. Prove qie
este método detecta todo erro tinico de digitacao. Determine
quais transposicoes adjacentes nao podem ser detectadas por

este método.
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