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Introdução
Se alguém me perguntasse o que é que todo estudante de ensinomédio deveria saber de matemátia, sem sombra de dúvida, o temaIndução �guraria na minha lista.É om o oneito de Indução que se estabelee o primeiro on-tato om a noção de in�nito em Matemátia, e por isso ele é muitoimportante; porém, é, ao mesmo tempo, sutil e deliado.O material aqui apresentado é uma pequena seleção de assuntosrelaionados om esse tema, ujo desenvolvimento se espalha por erade dois mil anos, originando-se nos magní�os trabalhos dos GregosAntigos, que têm em Os Elementos de Eulides, de aproximadamente300 AC, o seu ponto ulminante.Estas notas se destinam a voê, aluno do Ensino Médio, que estáenvolvido em atividades promovidas pela OBMEP. Elas obrem as-suntos que provavelmente não lhe foram ensinados, pelo menos omeste grau de detalhe nem de profundidade, na esola, mas que, naminha opinião, omo menionado aima, deveriam fazer parte de suabagagem ultural.Não tenho a expetativa de que voê absorva todo o material aquiv
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viapresentado numa primeira leitura, pois ele possui um grau de abstra-ção um pouo maior do que o ostumeiro nessa fase de sua formação.Estude estas notas, proure entender os exemplos e, sobretudo, tenteseriamente resolver os problemas, pois nuna esqueça que a Matemá-tia só se aprende fazendo. Se neessário, volte a elas depois de algumtempo, pois, assim proedendo, voê estará plantando uma sementeque lhe trará valiosos frutos.Finalmente, não poderia enerrar essa introdução antes de agra-deer à Coordenação da OBMEP pelo onvite para esrever este textoe ao meu olega Dinamério Pereira Pombo Jr. pela leitura uidadosado manusrito. Niterói, julho de 2007.Abramo HefezDepartamento de Matemátia ApliadaUniversidade Federal Fluminense
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viiPara o ProfessorO nosso ponto de vista, nessas notas, é que o estudante do ensinomédio tem, de modo intuitivo e bastante vago, uma erta familiari-dade om os números, sejam eles naturais, inteiros, raionais ou reais.Apesar disso, ele não tem a menor dúvida sobre a sua existênia (asdúvidas são em geral de outra natureza: raionais versus irraionais)e onhee bem algumas de suas propriedades omo, por exemplo, ofato desses onjuntos possuírem uma adição e uma multipliação omas propriedades usuais. Optamos por não ignorar esse onheimento;muito pelo ontrário, utilizá-lo-emos omo ponto de partida (ou seja,impliitamente, omo axioma zero) do nosso estudo.Enfatizamos, logo no iníio do texto, que esse onheimento é in-su�iente para provar qualquer fato signi�ativo. Mostramos então,na melhor tradição das teorias axiomátias, omo, isolando algumaspropriedades (no nosso aso, as propriedades (1), (2) e (3), no iní-io do Capítulo 1) que araterizam os números naturais dentro doonjunto dos números reais, é possível demonstrar muitas das suasdemais propriedades. Assim, esperamos onvener o jovem leitor daneessidade de fundamentar melhor os seus oneitos e das vantagensdo método axiomátio.Deidimos, deliberadamente, nessas notas não desrever a traje-tória do desenvolvimento dos números reais e de sua fundamentaçãorigorosa, pois, nesse aso, o aminho seria longo e ertamente prema-turo para a grande maioria dos leitores aos quais se detinam essasnotas. Por outro lado, se tivessemos iniiado a exposição om os axi-omas de Peano, teríamos que arar om o �nus da onstrução das
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viiioperações de adição e de multipliação e da prova de suas proprie-dades, trabalho esse que onsumiria algum esforço e desinteressariaa maioria dos leitores. Por outro lado, para poder prosseguir omas notas, a um erto momento, teríamos que aeitar a existênia dosnúmeros reais, pois esses são livremente utilizados no texto, o quereairia no mesmo impasse do iníio.A título de onforto para os mais ortodoxos sobre os Fundamentosda Matemátia, pedimos que imaginem que o que estamos fazendomoralmente (i.e. de modo implíito) nessas notas é axiomatizar aexistênia dos números reais omo orpo ordenado ompleto (vejaElon Lima, Análise Real, Volume 1, Seção 3, Capítulo 2) e admitir que
N é subonjunto de R (ib. Teorema 3 (i), página 17), que será por nósaraterizado univoamente por três propriedades expliitadas logo noiníio do texto.
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Capítulo 1Indução Matemátia
Dentre todos os números que o ser humano já onsiderou, os nú-meros naturais foram os primeiros a serem riados, iniialmente om ointuito de ontar. Apesar desses números serem os mais simples, isso,absolutamente, não quer dizer que eles sejam totalmente entendidos,havendo ainda muitos mistérios que os eram a serem desvendados.1.1 O Prinípio de Indução MatemátiaMas, a�nal, o que é o onjunto N dos números naturais?Bem, podemos intutivamente desrevê-lo dizendo quais são os seuselementos; eles são os números reais da forma:

1, 2 = 1+1, 3 = 2+1 = (1+1)+1, 4 = 3+1 = (1+1+1)+1, · · ·Oorre, porém, que di�ilmente poderemos provar alguma propri-edade desses números utilizando apenas esta desrição, pois, apesar1
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2 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAde sabermos intuitivamente quais são os números que os pontinhosaima representam, teríamos di�uldade de desrevê-los de modo su-�ientemente explíito.Uma alternativa onsiste em dar algumas propriedades que a-raterizem de modo inequívoo o onjunto dos naturais dentro doonjunto dos números reais.Iniialmente, onsidere um subonjunto S dos números reais quepossui as seguintes propriedades:(1) S ontém o número 1.(2) Toda vez que S ontém um número n, ele neessariamente ontémo número n + 1.(3) Não existe subonjunto próprio de S satisfazendo as ondições (1)e (2).Em outras palavras, (3) nos diz que se S possui as propriedades(1), (2) e (3), aima, e se S′ é um subonjunto de S que possui aspropriedades (1) e (2), então S′ = S.Vamos provar que se existe um subonjunto S dos números reaissatisfazendo às três ondições aima, então esse onjunto é únio. Defato, se S1 e S2 são dois tais subonjuntos, temos que S1 ∩ S2 possuias propriedades (1) e (2), logo pela propriedade (3) segue que
S1 = S1 ∩ S2 = S2.No estágio em que estamos não temos omo provar que tal on-junto S existe. Portanto, admitiremos o seguinte axioma:
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N SEC. 1.1: O PRINCÍPIO DE INDUÇ�O MATEMÁTICA 3Axioma: Existe um subonjunto dos reais que possui as propriedades(1), (2) e (3). Esse únio subonjunto será hamado de onjunto dosnúmeros naturais e denotado por N.A propriedade (3) é o que se hama de Prinípio de Indução Ma-temátia. Mais preisamente:Prinípio de Indução Matemátia: Dado um subonjunto S doonjunto dos números naturais N, tal que 1 pertene a S e sempreque um número n pertene a S, o número n + 1 também pertene a
S, tem-se que S = N.Essa simples propriedade fornee uma das mais poderosas téniasde demonstração em Matemátia: a demonstração por indução.Suponha que seja dada uma sentença matemátia P (n) que de-penda de uma variável natural n, a qual se torna verdadeira ou falsaquando substituímos n por um número natural dado qualquer. Taissentenças serão ditas sentenças abertas de�nidas sobre o onjunto dosnaturais.A seguir damos alguns exemplos de sentenças abertas de�nidassobre N:a) P (n) : n é par.É laro que a a�rmação P (1) é falsa, pois ela diz que 1 é par;
P (3), P (5) e P (9) são falsas, pois a�rmam, respetivamente, que 3, 5e 9 são pares.Por outro lado, é também laro que P (2), P (4), P (8) e P (22) sãoverdadeiras, pois 2, 4, 8 e 22 são pares.
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4 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAb) P (n) : n é múltiplo de 3.Temos, por exemplo, que P (1), P (2), P (4) e P (5) são falsas, en-quanto P (3) e P (6) são verdadeiras.) P (n) : 1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n − 1) = n2.Temos que P (1), P (2), P (3), P (4), . . . , P (10) são verdadeiras.Aqui sabemos preisamente o que signi�a a sentença aberta P (n),apesar dos pontinhos na sua de�nição. Ela signi�a:�A soma dos n primeiros números ímpares é igual a n2".Voê onsegue visualizar algum número natural m tal que P (m)seja falso? Bem, após mais algumas tentativas, voê se onveneráde que esta fórmula tem grandes hanes de ser verdadeira para todonúmero natural n; ou seja, P (n) é verdadeira para todo n ∈ N.d) P (n) : n2 − n + 41 é um número primo, para todo n ∈ N.É fáil veri�ar que as sentenças P (1), P (2), P (3) são verdadeiras.Com algum trabalho, é possível ir além, veri�ando também que P (4),
P (5), . . ., P (35) são verdadeiras.Portanto, é plausível que tenhamos enontrado um polin�mio u-jos valores nos números inteiros sejam sempre números primos.Mais alguns testes para on�rmar a nossa suspeita? Lá vai, P (36),
P (37), P (38) e P (40) são verdadeiras.Podemos parar por aqui e nos sentir felizes om a nossa desober-ta? Bom, para satisfazer os mais étios, faremos só mais um testeom n = 41.
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N SEC. 1.1: O PRINCÍPIO DE INDUÇ�O MATEMÁTICA 5Note que 412 − 41 + 41 = 412 não é primo. Logo, para a nossadesilusão, P (41) é falso!Para a sua informação, pode-se provar que não existe nenhumpolin�mio em uma variável om oe�ientes inteiros ujos valores nosnaturais sejam sempre números primos. Portanto, não havia a priorinenhuma hane de P (n) ser verdadeira para todo número natural n.Como provar então que uma sentença aberta de�nida sobre osnaturais é sempre verdadeira? Voê há de onvir que não seria possíveltestar, um por um, todos os números naturais, pois eles são em númeroin�nito. Portanto, será preiso enontrar algum outro método.Vamos a seguir expor a ténia da demonstração por indução ma-temátia que resolverá esse nosso problema.Seja P (n) uma sentença aberta sobre os naturais e denote por V oseu onjunto verdade em N, isto é, o subonjunto de N, de�nido omo
V = {n ∈ N; P (n) é verdadeira }.Para provar que P (n) é verdadeira para todo n ∈ N, basta mostrarque V = N.Isso pode ser feito usando o Prinípio de Indução Matemátia.Basta, para isto, mostrar que 1 pertene a V e que n + 1 pertene a

V , toda vez que n pertene a V .Provamos, assim, o seguinte teorema:Teorema 1.1.1 (Prova por Indução Matemátia). Seja P (n) umasentença aberta sobre N. Suponha que(i) P (1) é verdade, e
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6 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICA(ii) sempre que P (n) é verdade, segue que P (n + 1) é verdade.Então, P (n) é verdade para todo n ∈ N.Vejamos omo usar esse método para mostrar a validade, paratodo natural n, da fórmula
1 + 3 + · · · + (2n − 1) = n2.Observe que P (1) é verdade, já que a fórmula é trivialmente válidapara n = 1. Suponha agora que, para algum n natural, P (n) sejaverdade; ou seja, que
1 + 3 + · · · + (2n − 1) = n2.Queremos provar que P (n + 1) é verdade. Somando 2n + 1, que éo próximo número ímpar após 2n− 1, a ambos os lados da igualdadeaima, obtemos a igualdade também verdadeira:

1 + 3 + · · · + (2n − 1) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1) = (n + 1)2.Isso mostra que P (n+1) é verdade, toda vez que P (n) é verdade.Pelo teorema, a fórmula é válida para todo número natural n.Note que, na demonstração aima, poderia pareer que estamosusando o fato de P (n) ser verdade para deduzir que P (n+1) é verdadepara em seguida onluir que P (n) é verdade. O que está oorrendo?Estamos usando a tese para provar o teorema?A resposta é não! Preste bem atenção, pois essa é a parte maisdeliada de toda a história. Quando, iniialmente, supomos que P (n)é verdade, estamos supondo que P (n) é verdade para algum valor
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N SEC. 1.1: O PRINCÍPIO DE INDUÇ�O MATEMÁTICA 7de n ∈ N, enquanto que a tese é: P (n) é verdade para todo valorde n ∈ N. Sutil, não?Voê tem idéia de quando foi feita pela primeira vez a demons-tração aima? Bem, o primeiro registro que se tem é de 1575 e foirealizada por Franeso Maurolyos.É preiso ter lareza que a Indução Matemátia é diferente daindução empíria das iênias naturais, em que é omum, após umerto número, neessariamente �nito, de experimentos, enuniar leisgerais que governam o fen�meno em estudo. Essas leis são tidas omoverdades, até prova em ontrário. Na matemátia, não há lugar paraa�rmações verdadeiras até prova em ontrário. A Prova por InduçãoMatemátia trata de estabeleer que determinada sentença abertasobre os naturais é sempre verdade.A indução empíria foi batizada, de modo ir�nio, pelo matemá-tio, �lósofo e grande humanista inglês do séulo passado, BertrandRussel (1872-1970), de indução galináea, om base na seguinte his-torinha:Havia uma galinha nova no quintal de uma velha senhora. Dia-riamente, ao entardeer, a boa senhora levava milho às galinhas. Noprimeiro dia, a galinha, deson�ada, esperou que a senhora se reti-rasse para se alimentar. No segundo dia, a galinha, prudentemente,foi se alimentando enquanto a senhora se retirava. No nonagésimodia, a galinha, heia de intimidade, já não fazia aso da velha se-nhora. No entésimo dia, ao se aproximar a senhora, a galinha, porindução, foi ao enontro dela para relamar o seu milho. Qual não foia sua surpresa quando a senhora pegou-a pelo pesoço om a intenção
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8 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAde p�-la na panela.Exemplo 1.1.1. Queremos determinar uma fórmula para a somados n primeiros números naturais.Conta-se a seguinte história sobre o matemátio alemão Carl Fri-edrih Gauss (1777-1855)1, quando ainda garoto. Na esola, o profes-sor, para aquietar a turma de Gauss, mandou os alunos alularem asoma de todos os números naturais de 1 a 100. Qual não foi a sur-presa quando, pouo tempo depois, o menino deu a resposta: 5050.Indagado omo tinha desoberto tão rapidamente o resultado, Gauss,então om nove anos de idade, desreveu o método a seguir.Sendo
Sn = 1 + 2 + · · · + n,o objetivo é enontrar uma fórmula fehada2 para Sn.Somando a igualdade aima, membro a membro, om ela mesma,porém om as parelas do segundo membro em ordem invertida, temosque

Sn = 1 + 2 + · · · + n

Sn = n + (n − 1) + · · · + 1

2Sn = (n + 1) + (n + 1) + · · · + (n + 1)1Gauss é onsiderado um dos maiores gênios da matemátia de todos os tempos.2Uma fórmula fehada, a grosso modo, é uma fórmula que depende dos dadosiniiais do problema e que permite alular diretamente os valores do objeto emestudo fazendo um número pequeno de ontas.
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N SEC. 1.1: O PRINCÍPIO DE INDUÇ�O MATEMÁTICA 9Daí segue-se que 2Sn = n(n + 1) e, portanto,
Sn =

n(n + 1)

2
.Vamos ser rítios om relação à prova aima. Para a maioria daspessoas, essa prova paree impeável, mas se alguém nos perguntasseo que está esondido atrás dos pontinhos, talvez nos sentíssemos em-baraçados. Também, omo ter absoluta erteza de que nada aonteefora do nosso ontrole, exatamente na imensa região oberta pelospontinhos?Para não pairar nenhuma dúvida sobre o nosso resultado, vamosprovar a fórmula utilizando Indução Matemátia.Considere a sentença aberta sobre os naturais

P (n) : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
. (1.1)Note que

P (1) : 1 =
1(1 + 1)

2é verdade.Observe também que
P (n + 1) : 1 + 2 + · · · + n + (n + 1) =

(n + 1)(n + 2)

2
.Agora, suponhamos que para algum n ∈ N, tenhamos P (n) ver-dadeiro, isto é, a fórmula (1.1) é válida para tal valor de n. Somando

n + 1 a ambos os lados dessa igualdade, temos que é verdadeira aigualdade
1 + 2 + · · · + n + (n + 1) =

n(n + 1)

2
+ n + 1 =
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10 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICA
n(n + 1) + 2(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)

2
,o que estabelee a veraidade de P (n + 1).Pelo teorema, tem-se que a fórmula P (n) é verdadeira para todo

n ∈ N.Exemplo 1.1.2. Queremos validar a fórmula
P (n) : 12 + 22 + · · · + n2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
. (1.2)Note que

P (1) : 12 =
1(1 + 1)(2 + 1)

6é verdade.Suponha que, para algum n ∈ N, se tenha que P (n) é verdadeira,isto é, (1.2) é válida. Somando (n+1)2 a ambos os lados da igualdade(1.2), temos que
12 + 22 + · · · + n2 + (n + 1)2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
+ (n + 1)2 =

n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2

6
=

(n + 1)[n(2n + 1) + 6(n + 1)]

6
=

(n + 1)[(n + 1) + 1][2(n + 1) + 1]

6
,estabeleendo assim a veraidade de P (n + 1).Portanto, a fórmula é válida para todo n ∈ N.Exemplo 1.1.3. Vamos provar que é verdadeira, para todo n ∈ N, afórmula:

P (n) :
1

1.2
+

1

2.3
+ · · · + 1

n(n + 1)
=

n

n + 1
. (1.3)
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N SEC. 1.1: O PRINCÍPIO DE INDUÇ�O MATEMÁTICA 11Observemos iniialmente que
P (1) :

1

1.2
=

1

1 + 1é verdade.Suponhamos que, para algum n, tem-se que P (n) é verdade, ouseja, que a fórmula (1.3) seja verdadeira para esse valor de n. So-mando a ambos os lados dessa igualdade 1

(n + 1)(n + 2)
, temos que

1

1.2
+

1

2.3
+ · · · + 1

n(n + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)
=

n

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)
=

n + 1

n + 2
,mostrando, assim, que P (n + 1) é verdade.Portanto, pelo Teorema 1.1.1, temos que a fórmula vale para todo

n ∈ N. Problemas1.1.1 Mostre, por indução, a validade das seguintes fórmulas:a) 1 − 22 + 32 − · · · + (−1)n−1n2 = (−1)n−1 n(n + 1)

2
.b) 12 + 32 + · · · + (2n − 1)2 =

1

3
n(2n − 1)(2n + 1).) 13 + 23 + · · · + n3 =

[

n(n + 1)

2

]2

.
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12 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICA1.1.2 Mostre, por indução, a validade das seguintes fórmulas:a) 1

1.3
+

1

3.5
+ · · · + 1

(2n − 1)(2n + 1)
=

n

2n + 1
.b) 1

1.4
+

1

4.7
+

1

7.10
+ · · · + 1

(3n − 2)(3n + 1)
=

n

3n + 1
.) 1

1.5
+

1

5.9
+

1

9.13
+ · · · + 1

(4n − 3)(4n + 1)
=

n

4n + 1
.d) 1

1.2.3
+

1

2.3.4
+ · · · + 1

n(n + 1)(n + 2)
=

n(n + 3)

4(n + 1)(n + 2)
.e) 12

1.3
+

22

3.5
+ · · · + n2

(2n − 1)(2n + 1)
=

n(n + 1)

2(2n + 1)
.1.1.3 Mostre, para n,m ∈ N, que

1 · 2 · · ·m + 2 · 3 · · ·m(m + 1) + · · · + n(n + 1) · · · (n + m − 1) =

1

m + 1
n(n + 1) · · · (n + m).Sugestão: Fixe m arbitrário e proeda por indução sobre n.1.1.4 Mostre que a soma dos ubos de três números naturais onse-utivos é sempre divisível por 9.Sugestão: Considere a sentença aberta
P (n) : n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 é divisível por 9,e mostre, por indução, que ela é verdadeira para todo n ∈ N.
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N SEC. 1.2: DEFINIÇ�O POR RECORRÊNCIA 131.1.5 Dada a sentença aberta em N:
P (n) : 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)

2
+ 1,mostre quei) Se, para algum n ∈ N, P (n) é verdade, então P (n + 1) é verdade.ii) P (n) não é verdade para nenhum valor de n ∈ N.1.2 De�nição por ReorrêniaReorde que �zemos objeções na seção anterior ao uso dos pontinhosnas demonstrações de algumas fórmulas; não que sejamos ontra, elesajudam muito a representar situações em que há um número grande(eventualmente in�nito) de objetos a serem desritos e a visualizarpropriedades desses objetos.Nessas notas, estamos tentando mostrar omo se pode estabele-er um maior padrão de rigor no tratamento de ertos problemasmatemátios, mas isso não deve ser tomado ao pé da letra. Certos ar-gumentos informais, quando aompanhados de um raioínio orreto,são orriqueiramente aeitos. Por exemplo, o argumento utilizado porGauss para somar os n primeiros números naturais é perfeitamenteaeitável. Portanto, um onselho: use o formalismo para ajudar e nãopara atrapalhar; nuna deixe ele se sobrepor à riatividade, pois, viade regra, primeiro vem a desoberta, e depois, a formalização.Voltemos agora ao problema que queremos abordar. O que real-mente signi�a uma expressão da forma

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1),
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14 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAque onsideramos no Exemplo 1.1.1?Apesar de intuirmos o que se quer dizer, isso formalmente aindanão faz sentido, pois a operação de adição de números é de�nida paraum par de números, e aqui temos n números sendo somados de umasó vez, além do �inonveniente" dos pontinhos, é laro. Para dar umsentido preiso a esse tipo de expressão, vamos ver omo a InduçãoMatemátia pode nos ajudar.Para de�nir uma expressão En, para todo número natural n, bastade�nirmos E1 e mostrar omo obter En+1 a partir de En, para todo
n ∈ N.De fato, para veri�ar que temos efetivamente uma de�nição paratodo número natural n, onsideremos a sentença aberta

P (n) : En está de�nidoe provemos, por Indução Matemátia, que P (n) é verdade para todo
n ∈ N.Por onstrução dos En, temos que(i) P (1) é verdade.(ii) Se, para algum n ∈ N, tem-se que P (n) é verdade, então

P (n + 1) é também verdade.Portanto, pelo Teorema 1.1.1, temos que P (n) é verdade para todonúmero natural n.Nesse aso, dizemos que En foi de�nido por reorrênia.Para ontinuarmos a nossa disussão, preisaremos de um oneito
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N SEC. 1.2: DEFINIÇ�O POR RECORRÊNCIA 15que não introduzimos ainda, mas do qual voê ertamente já ouviufalar.Voê sabe o que é uma seqüênia? Certamente voê já foi apre-sentado à seguinte de�nição:�Seja a1, a2, . . . , an, . . . uma seqüênia de números em que adaelemento an, a partir do segundo, é igual ao anterior an−1 somadoom um número onstante r."Isso é o que se hama de Progressão Aritmétia.Mas, o que é uma seqüênia em geral? Uma seqüênia, omosugere o nome, é uma �oleção de elementos" de natureza qualquer,ordenados. Na verdade, trata-se apenas de elementos de um onjuntoetiquetados om os números naturais.Etiquetar om os números naturais os elementos de um onjunto
A, signi�a dar uma função

a : N −→ A

n 7→ a(n)A de�nição formal de uma seqüênia em um onjunto A é apenasuma função a de N em A.Como uma função é dada quando se onhee a imagem de todosos elementos do seu domínio, uma seqüênia a pode ser representadaomo
a(1), a(2), . . . , a(n), . . . ;ou ainda, denotando a(n) por an, podemos representá-la por
(an) : a1, a2, . . . , an, . . .
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16 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAQuando dissermos que um onjunto A possui uma adição ou umamultipliação satisfazendo às leis básias da aritmétia, estaremos su-pondo que em A está de�nida uma operação om propriedades seme-lhantes à orrespondente operação nos reais.Exemplo 1.2.1. Seja (an) uma seqüênia de elementos de um on-junto munido de uma adição sujeita às leis básias da aritmétia. Paradar sentido às somas
Sn = a1 + a2 + · · · + an,basta de�nir reorrentemente Sn.Pomos S1 = a1 e, supondo Sn de�nido, de�nimos

Sn+1 = Sn + an+1.Somas omo Sn serão também denotadas om a notação de soma-tórios:
Sn =

n
∑

i=1

ai,que se lê omo �somatório quando i varia de 1 até n de ai".Um oneito que se de�ne naturalmente por reorrênia é o fatorialde um número natural.Exemplo 1.2.2. De�ne-se o fatorial n! de um número natural nomo:
1! = 1, e (n + 1)! = n! · (n + 1).Outro oneito que, naturalmente, é de�nido por reorrênia é ode potênia.
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N SEC. 1.2: DEFINIÇ�O POR RECORRÊNCIA 17Exemplo 1.2.3. Seja a um elemento de um onjunto A munido deuma multipliação sujeita às leis básias da aritmétia. Vamos de�niras potênias an, om n ∈ N, por reorrênia.Ponhamos a1 = a. Supondo an de�nido, de�na
an+1 = an · a.Vamos estabeleer, por meio de indução, as propriedades usuaisdas potênias.Proposição 1.2.1. Sejam a, b ∈ A e m,n ∈ N. Então,(i) am · an = an+m.(ii) (am)n = amn.(iii) (a · b)n = an · bn.Demonstração: Provaremos (i), deixando o restante omo exer-íio.Fixemos a ∈ A e m ∈ N, arbitrariamente. Demonstremos a pro-priedade por indução sobre n.Para n = 1, a propriedade é válida, pois, pelas de�nições,

am · a1 = am · a = am+1.Por outro lado, supondo que am · an = am+n, temos que
am · an+1 = am · (an · a) = (am · an) · a = am+n · a = am+n+1.Isso, pelo Teorema 1.1.1, prova a nossa propriedade.

�
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18 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAExemplo 1.2.4. Vamos provar que 3 divide 5n +2 ·11n, nos inteiros,para todo n ∈ N.De fato, para n = 1, temos que 3 divide 51 + 2 · 111 = 27.Suponha, agora, que, para algum n ≥ 1, saibamos que 3 divide
5n + 2 · 11n. Logo, existe um número inteiro a tal que

5n + 2 · 11n = 3a.Mutipliando por 5 ambos os lados da igualdade aima, temos
5 · 3a = 5n+1 + 5 · 2 · 11n = 5n+1 + 2 · 11 · 11n − 12 · 11n.Daí segue a igualdade

5n+1 + 2 · 11n+1 = 5 · 3a + 12 · 11n,ujo segundo membro é divisível por 3 por ser igual a 3(5a + 4 · 11n).Assim, provamos que 3 divide 5n+1+2·11n+1, o que, pelo Teorema1.1.1, aarreta que 3 divide 5n + 2 · 11n, para todo número natural n.Pode oorrer que uma determinada propriedade seja válida paratodos os números naturais a partir de um determinado valor a, masnão neessariamente para valores menores. Como proeder nessesasos?Por exemplo, omo provar que a desigualdade 2n > n2 é verdadeirapara todo valor de n natural maior do que ou igual a 5?Fazemos isso baseados na seguinte pequena generalização do Te-orema 1.1.1:
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N SEC. 1.2: DEFINIÇ�O POR RECORRÊNCIA 19Teorema 1.2.1. Seja P (n) uma sentença aberta sobre N, e seja a ∈
N. Suponha que(i) P (a) é verdade, e(ii) P (n + 1) é verdade sempre que P (n) é verdade, para n ≥ a.Então, P (n) é verdade para todo número natural n ≥ aDemonstração: De�na o onjunto

S = {m ∈ N; P (m + a − 1) é verdade}.Por (i) temos que 1 ∈ S. Por outro lado, se m ∈ S, temos que
P (m + a − 1) é verdade. Logo, por (ii), P (m + 1 + a − 1) é verdade.Portanto, m + 1 ∈ S. Em vista do Teorema 1.1.1, temos que S = N.Conseqüentemente, P (n) é verdade para todo n ≥ a.

�Exemplo 1.2.5. Vamos mostrar que a desigualdade na sentençaaberta P (n) : 2n > n2 é verdadeira, para todo número natural n ≥ 5.Note que P (1) : 21 > 12 é verdade, P (2) : 22 > 22 é falso, P (3) :

23 > 32 é falso e P (4) : 24 > 42 é falso. Tudo isso não importa, poisqueremos veri�ar a veraidade dessa desigualdade para n ≥ 5.De fato, temos que P (5) : 25 > 52 é verdade. Seja n ≥ 5 tal que
2n > n2. Multipliando ambos os lados da desigualdade aima por
2, obtemos 2n+1 > 2n2. Note que 2n2 > (n + 1)2, se n ≥ 3, poistal desigualdade é equivalente a n(n − 2) > 1. Daí, deduzimos que
2n+1 > (n+1)2, o que signi�a que P (n+1) é verdade, estabeleendoo resultado em vista do Teorema 1.2.1.
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20 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAExemplo 1.2.6. Vamos mostrar que a sentença aberta:a equação 3x + 5y = n tem solução em (N ∪ {0})2,é verdadeira para todo n ≥ 8.De fato, ela é verdadeira para n = 8, pois a equação 3x + 5y = 8admite a solução (x, y) = (1, 1).Suponha agora que a equação 3x + 5y = n tenha uma solução
(a, b) para algum n ≥ 8; isto é, 3a + 5b = n. Note que, para qualquersolução (a, b), devemos ter a ≥ 1 ou b ≥ 1.Se b ≥ 1, observando que 3 × 2 − 5 × 1 = 1, segue que
3(a + 2) + 5(b − 1) = 3a + 5b + 3 × 2 − 5 × 1 = 3a + 5b + 1 = n + 1,o que mostra que a equação 3x + 5y = n + 1 admite a solução (a +

2, b − 1) em (N ∪ {0})2.Se, por aaso, b = 0, então, a ≥ 3; usando a igualdade −3 × 3 +

5 × 2 = 1, temos
3(a − 3) + 5 × 2 = 3a − 3 × 3 + 5 × 2 = 3a + 5b + 1 = n + 1,o que mostra que a equação 3x + 5y = n + 1 admite a solução (a −

3, b + 2) em (N ∪ {0})2.Mostramos assim que, em qualquer aso, a equação 3x+5y = n+1admite solução, sempre que a equação 3x+5y = n, para algum n ≥ 8,tenha solução. Como o resultado vale para n = 8, segue a onlusãodesejada pelo Teorema 1.2.1.Note que n0 = 8 é o menor valor de n para o qual a equação temsolução para todo n ≥ n0.
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N SEC. 1.2: DEFINIÇ�O POR RECORRÊNCIA 21Problemas1.2.1 Mostre, por indução, a validade das seguintes fórmulas:a) 1.20 + 2.21 + 3.22 + · · · + n.2n−1 = 1 + (n − 1)2n.b) (

1 +
1

1

)(

1 +
1

2

)2

· · ·
(

1 +
1

n − 1

)n−1

=
nn−1

(n − 1)!
.) 1.1! + 2.2! + 3.3! + · · · + n.n! = (n + 1)! − 1.1.2.2 Sejam a e b números reais distintos. Mostre que, para todo

n ∈ N, vale a igualdade:
bn + abn−1 + a2bn−2 + · · · + an−1b + an =

bn+1 − an+1

b − a
.1.2.3 Se sen α 6= 0, mostre que, para todo n ∈ N, vale a igualdade:

cos α · cos 2α · cos 22α · · · cos 2nα =
sen 2n+1α

2n+1 sen αSugestão: Use a fórmula sen 2β = 2 sen β cos β.1.2.4 Para todo n ∈ N, mostre que, nos inteiros,a) 80 divide 34n − 1. b) 9 divide 4n + 6n − 1.) 8 divide 32n + 7. d) 9 divide n4n+1 − (n + 1)4n + 1.1.2.5 Mostre quea) n! > 2n, se n ≥ 4.b) n! > 3n, se n ≥ 7.
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22 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICA) n! > 4n, se n ≥ 9.1.2.6 Prove que, para todo n natural, vale a desigualdade:
1

2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n − 1

2n
≤ 1√

3n + 1
.1.2.7 Mostre que o número de diagonais de um polígono onvexo de

n lados é dado por
dn =

n(n − 3)

2
.1.2.8 Mostre que n0 = 32 é o menor valor para o qual a equação

5x + 9y = n possui solução em (N ∪ {0})2 para todo n ≥ n0.1.3 ProgressõesIremos agora, usando reorrênia, de�nir progressões aritmétias eprogressões geométrias.Exemplo 1.3.1. Uma Progressão Aritmétia (P.A.) é uma seqüêniade números (an) tal que, a partir do segundo termo, ada termo an éigual ao anterior an−1 somado a um número �xo r hamado de razão.Portanto, é dado o primeiro termo a1 e de�ne-se reorrentemente
an = an−1 + r, se n ≥ 2.Para ahar uma fórmula fehada para o termo de ordem n daseqüênia, observe que

a2 = a1 + r, a3 = a2 + r = a1 + 2r, a4 = a3 + r = a1 + 3r.
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N SEC. 1.3: PROGRESSÕES 23Pelo �método da galinha"de Bertrand Russel, já podemos adivi-nhar os próximos termos:
a5 = a4 + r = a1 + 4r, a6 = a1 + 5r, . . . , an = a1 + (n − 1)r, . . .Portanto, paree plausível que a fórmula para o termo geral deuma P.A. de primeiro termo a1 e razão r seja

an = a1 + (n − 1)r, para todo n ∈ N.Vamos agora demonstrar essa fórmula por indução.Iniialmente, observe que a fórmula é verdadeira para n = 1, poisela se reduz à igualdade a1 = a1.Suponha agora que a fórmula seja orreta para algum n ∈ N;isto é, que an = a1 + (n − 1)r. Somando r a ambos os lados dessaigualdade, segue a igualdade:
an+1 = an + r = a1 + (n − 1)r + r = a1 + nr,o que mostra que a fórmula é verdadeira para n + 1. Portanto, ela éorreta para todo n ∈ N.Note que, numa P.A., tem-se que

ai + an−i+1 = [a1 + (i − 1)r] + [a1 + (n − i)r] =

a1 + a1 + (n − 1)r = a1 + an.
(1.4)Agora, nos propomos a ahar uma fórmula para a soma

Sn = a1 + a2 + · · · + andos n primeiros termos de uma P.A. (an).
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24 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICAVamos usar, para isso, o método de Gauss que exibimos no Exem-plo 1.1.1.Somando a igualdade aima, membro a membro, om ela mesma,porém om as parelas do segundo membro em ordem invertida, te-mos, por (1.4) que
Sn = a1 + a2 + · · · + an

Sn = an + an−1 + · · · + a1

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + · · · + (an + a1)Daí, segue-se que 2Sn = (a1 + an)n e, portanto,
Sn =

(a1 + an)n

2
.Deixamos a validação dessa fórmula por indução omo exeríio.Exemplo 1.3.2. Uma Progressão Geométria (P.G.) é uma seqüên-ia de números (an) tal que, a partir do segundo termo, ada termo ané igual ao anterior an−1 multipliado por um número �xo q hamadode razão.Portanto, é dado o primeiro termo a1 e de�ne-se reorrentemente

an = an−1q, se n ≥ 2.Para ahar uma fórmula fehada para o termo de ordem n daseqüênia, observe que
a2 = a1q, a3 = a2q = a1q

2, a4 = a3q = a1q
3, a5 = a4q = a1q

4.
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N SEC. 1.3: PROGRESSÕES 25Novamente, pelo �método da galinha"de Bertrand Russel, pode-mos adivinhar os próximos termos:
a6 = a1q

5, a7 = a1q
6, . . . , an = a1q

n−1, . . .Portanto, é plausível que a fórmula para o termo geral de umaP.G. de primeiro termo a1 e razão q seja an = a1q
n−1, para todo

n ∈ N.Vamos demonstrar essa fórmula por indução.Iniialmente, observe que a fórmula é verdadeira para n = 1, poisela se reduz à igualdade a1 = a1.Suponha, agora, que a fórmula seja orreta para algum n ∈ N,isto é, que an = a1q
n−1. Multipliando por q ambos os lados dessaigualdade, segue que

an+1 = anq = a1q
n−1q = a1q

n,o que mostra que a fórmula é orreta para n + 1. Portanto, ela éorreta para todo n ∈ N.Vamos, a seguir, ahar uma fórmula para a soma Sn dos n primei-ros termos de uma P.G.Vejamos se, animados pelo �truque"de Gauss, ahamos uma solu-ção inteligente para esse problema.Esreva
Sn = a1 + a1q + a1q

2 + · · · + a1q
n−1.
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26 � CAP. 1: INDUÇ�O MATEMÁTICANote que
qSn − Sn = a1q +a1q

2 + · · · +a1q
n−1 +a1q

n +

−a1 −a1q −a1q
2 − · · · −a1q

n−1 =

a1q
n − a1.Portanto,

Sn =
a1q

n − a1

q − 1
=

anq − a1

q − 1
.

Problemas1.3.1 Ahe uma fórmula fehada para ada uma das somas:a) 2 + 4 + · · · + 2n.b) 2 + 5 + 8 + · · · + (3n − 1).1.3.2 Ahe uma fórmula fehada para ada uma das somas:a) 2 + 4 + · · · + 2n.b) 1

2
+

1

4
+ · · · + 1

2n
.Para quanto tende a soma em (b) quando o número de parelas au-menta inde�nidamente?1.3.3 Uma vitória régia enontra-se em um tanque de água. Sabendoque ela dobra de área a ada dia e que, no �nal de 20 dias, oupa todaa superfíie do tanque, em qual dia ela oupará a metade da superfíiedo tanque?
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N SEC. 1.3: PROGRESSÕES 27Comentário: Esse problema admite duas soluções, uma usando fór-mulas, outra usando a abeça.1.3.4 Em uma idade de 5000 habitantes, alguém resolve espalharum boato. Considerando que, a ada 10 minutos, uma pessoa é apazde ontar o aso para 3 pessoas desinformadas, determine em quantotempo toda a idade �a onheendo o boato.1.3.5 Uma progressão aritmétio-geométria é uma seqüênia (an)tal que a1, q e r são números reais dados, om q 6= 1, e, para todo
n ∈ N, tem-se que

an+1 = qan + r.a) Mostre que an = a1 · qn−1 + r
qn−1 − 1

q − 1
.b) Se Sn = a1 + · · · + an, mostre que

Sn = a1

qn − 1

q − 1
+ r

qn − 1

(q − 1)2
+ r

n

1 − q
.) Ahe o termo geral e a soma dos n primeiros termos da progressãoaritmétio-geométria onde a1 = 1, q = 2 e r = 1.
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Capítulo 2Indução e Mundo Material
Neste apítulo, mostraremos algumas apliações da indução matemá-tia ao mundo material.2.1 A Torre de HanóiVoê provavelmente já onhee esse jogo, pois trata-se de um jogo bas-tante popular que pode ser failmente fabriado ou ainda enontradoem lojas de brinquedos de madeira.O jogo é formado por n disos de diâmetros distintos om um furono seu entro e uma base onde estão �nadas três hastes. Numa dashastes, estão en�ados os disos, de modo que nenhum diso estejasobre um outro de diâmetro menor (veja �gura abaixo).

28
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N SEC. 2.1: A TORRE DE HANÓI 29
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��

O jogo onsiste em transferir a pilha de disos para uma outrahaste, desloando um diso de ada vez, de modo que, a ada passo,a regra aima seja observada.As perguntas naturais que surgem são as seguintes:1. O jogo tem solução para ada n ∈ N?2. Em aso a�rmativo, qual é o número mínimo jn de movimentospara resolver o problema om n disos?Usando Indução Matemátia, vamos ver que a resposta à primeirapergunta é a�rmativa, qualquer que seja o valor de n. Em seguida,deduziremos uma fórmula que nos forneerá o número jn.Considere a sentença aberta
P (n) : O jogo om n disos tem solução.Obviamente, P (1) é verdade. Suponha que P (n) seja verdadeiro,para algum n; ou seja, que o jogo om n disos tem solução. Vamosprovar que o jogo om n + 1 disos tem solução.
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30 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIALPara ver isso, resolva iniialmente o problema para os n disossuperiores da pilha, transferindo-os para uma das hastes livre (isso épossível, pois estamos admitindo que o problema om n disos possuasolução):
�� �� �� ��

�� ��
�� ��
�� ��
�� ��

Em seguida, trans�ra o diso que restou na pilha original (o maiordos disos) para a haste vazia:
�� �� �� ��

�� ��
�� ��
�� ��
�� ��

Feito isto, resolva novamente o problema para os n disos queestão juntos, transferindo-os para a haste que ontém o maior dosdisos:
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N SEC. 2.1: A TORRE DE HANÓI 31
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��

Isso mostra que o problema om n+1 disos também possui solu-ção, e, portanto, por Indução Matemátia, que P (n) é verdade paratodo n ∈ N.Para determinar uma fórmula para jn, veja que, para resolver oproblema para n + 1 disos om o menor número de passos, temos,neessariamente, que passar duas vezes pela solução mínima do pro-blema om n disos. Temos, então, que
jn+1 = 2jn + 1.Obtemos, assim, uma progressão aritmétio-geométria (jn) ujotermo geral é, pelo Problema 1.3.5 (), dado por

jn = 2n − 1.Esse jogo foi idealizado e publiado pelo matemátio franês Edou-ard Luas, em 1882, que, para dar mais sabor à sua riação, inventoua seguinte lenda:Na origem do tempo, num templo oriental, Deus oloou 64 disosperfurados de ouro puro ao redor de uma de três olunas de diamantee ordenou a um grupo de saerdotes que movessem os disos de uma
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32 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIALoluna para outra, respeitando as regras aima expliadas. Quandotodos os 64 disos fossem transferidos para uma outra oluna, o mundoaabaria.Voê não deve se preoupar om a iminênia do �m do mundo,pois, se, a ada segundo, um saerdote movesse um diso, o tempomínimo para que oorresse a fatalidade seria de 264 − 1 segundos eisto daria, aproximadamente, um bilhão de séulos!2.2 O Enigma do Cavalo de AlexandreNum mosaio romano, Buéfalo, o avalo de Alexandre, o Grande, érepresentado omo um fogoso orel or de bronze. Nesse exemplo,vamos �provar"que isso é uma faláia (uma grande mentira).Iniialmente, �provaremos"que todos os avalos têm mesma or.De fato, onsidere a sentença aberta:
P (n) : Num onjunto om n avalos, todos têm a mesma or.Note que P (1) é obviamente verdade. Agora, suponha o resultadoválido para onjuntos ontendo n avalos. Considere um onjunto

C = {C1, C2, . . . , Cn, Cn+1}om n + 1 avalos. Deompomos o onjunto C numa união de doisonjuntos:
C = C′ ∪ C′′ = {C1, . . . , Cn} ∪ {C2, . . . , Cn+1},
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N SEC. 2.2: O ENIGMA DO CAVALO DE ALEXANDRE 33ada um dos quais ontém n avalos.Pela hipótese indutiva, segue-se que os avalos em C′ têm mesmaor, oorrendo o mesmo para os avalos em C′′. Como
C2 ∈ C′ ∩ C′′,segue-se que os avalos de C′ têm a mesma or dos avalos de C′′,permitindo assim onluir que todos os avalos em C têm a mesmaor.Assim, a nossa �demonstração� por indução está terminada, pro-vando que P (n) é verdade para todo n ∈ N.Agora, todo mundo sabe (voê sabia?) que Marengo, o famosoavalo de Napoleão, era brano. Logo, Buéfalo deveria ser brano.Onde está o erro nessa prova? Para ahá-lo, sugerimos que voêtente provar que, se P (1) é verdade, então P (2) é verdade.Esse problema foi inventado pelo matemátio húngaro GeorgePólya (1887-1985). Problemas2.2.1 Ahe o erro na �prova"do seguinte �Teorema":Todos os numeros naturais são iguais.Demonstração: Vamos provar o resultado mostrando que, paratodo n ∈ N, é verdadeira a sentença aberta

P (n): dado n ∈ N, todos os número naturais menores ou iguaisdo que n são iguais.
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34 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIAL(i) P (1) é laramente verdadeira.(ii) Suponha que P (n) seja verdadeira, logo n − 1 = n. Somando 1a ambos os lados dessa igualdade, obtemos n = n + 1. Como n eraigual a todos os naturais anteriores, segue que P (n + 1) é verdadeira.Portanto, P (n) é vedadeira para todo n ∈ N .2.3 Desobrindo a Moeda FalsaTêm-se 2n moedas de ouro, sendo uma delas falsa, om peso menordo que as demais. Dispõe-se de uma balança de dois pratos, semnenhum peso. Vamos mostrar, por indução sobre n, que é possívelahar a moeda falsa om n pesagens.Para n = 1, isso é fáil de ver, pois, dadas as duas moedas, bastap�r uma moeda em ada prato da balança e desobre-se imediata-mente qual é a moeda falsa.Suponha, agora, que o resultado seja válido para algum valor de
n e que se tenha que ahar a moeda falsa dentre 2n+1 moedas dadas.Separemos as 2n+1 moedas em 2 grupos de 2n moedas ada. Coloa-seum grupo de 2n moedas em ada prato da balança. Assim, poderemosdesobrir em que grupo de 2n moedas enontra-se a moeda falsa.Agora, pela hipótese de indução, desobre-se a moeda falsa om npesagens, que, junto om a pesagem já efetuada, perfazem o total de
n + 1 pesagens.No Capítulo 3, iremos generalizar esse problema, resolvendo-opara um número qualquer de moedas.
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N SEC. 2.4: A PIZZA DE STEINER 35Problemas2.3.1 Mostre que o problema da moeda falsa para 3n moedas tambémse resolve om n pesagens.2.4 A Pizza de SteinerO grande ge�metra suiço Jaob Steiner (1796-1863) prop�s e resolveu,em 1826, o seguinte problema:Qual é o maior número de partes em que se pode dividir o planoom n ortes retos?Pensando o plano omo se fosse uma grande pizza, temos umaexpliação para o nome do problema.Denotando o número máximo de pedaços om n ortes por pn,vamos provar por indução a fórmula:
pn =

n(n + 1)

2
+ 1.Para n = 1, ou seja, om apenas um orte, é laro que só podemosobter dois pedaços. Portanto, a fórmula está orreta, pois

p1 =
1(1 + 1)

2
+ 1 = 2.Admitamos agora que, para algum valor de n, a fórmula para pnesteja orreta. Vamos mostrar que a fórmula para pn+1 também estáorreta.
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36 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIALSuponhamos que, om n ortes, obtivemos o número máximo
n(n + 1)/2 + 1 de pedaços e queremos fazer mais um orte, de modoa obter o maior número possível de pedaços.Vamos onseguir isso se o (n + 1)-ésimo orte enontrar ada umdos n ortes anteriores em pontos que não são de interseção de doisortes (faça um desenho para se onvener disso).Por outro lado, se o (n+1)-ésimo orte enontra todos os n ortesanteriores, ele produz n + 1 novos pedaços: o orte omeça em umdeterminado pedaço e, ao enontrar o primeiro orte, ele separa emdois o pedaço em que está, entrando em outro pedaço. Ao enontar osegundo orte, ele separa em dois o pedaço em que está, entrando emoutro pedaço, e assim suessivamente, até enontrar o n-ésimo orteseparando o último pedaço em que entrar em dois. Assim, são obtidos
n + 1 pedaços a mais dos que já existiam; logo,

pn+1 = pn + n + 1 =
n(n + 1)

2
+ 1 + n + 1 =

(n + 1)(n + 2)

2
+ 1,mostrando que a fórmula está orreta para n + 1 ortes. O resultadosegue então do Teorema 1.1.1.Problemas2.4.1 (O queijo de Steiner) Para fazer a sua pizza, Steiner teve queortar, primeiro, o queijo. Imaginando que o espaço é um enormequeijo, voê seria apaz de ahar uma fórmula para o número máximode pedaços que poderíamos obter ao ortá-lo por n planos?
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N SEC. 2.5: OS COELHOS DE FIBONACCI 372.5 Os Coelhos de FibonaiTrata-se do seguinte problema proposto e resolvido pelo matemátioitaliano Leonardo de Pisa em seu livro Liber Abai, de 1202:Quot paria oniulorum in uno anno ex uno pario germinentur.Como não se ensina mais latim nas esolas, aí vai uma expliação:um asal de oelhos reém-nasidos foi posto num lugar erado. De-terminar quantos asais de oelhos ter-se-ão após um ano, supondoque, a ada mês, um asal de oelhos produz outro asal e que umasal omeça a proriar dois meses após o seu nasimento.Leonardo apresenta a seguinte solução:mês número de asaisdo mês anterior número de asaisreém-nasidos total10 0 1 120 1 0 130 1 1 240 2 1 350 3 2 560 5 3 870 8 5 1380 13 8 2190 21 13 34100 34 21 55110 55 34 89120 89 55 144
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38 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIALPortanto, o número de asais de oelhos num determinado mês éigual ao número total de asais do mês anterior aresido do númerode asais nasidos no mês em urso, que é igual ao número total deasais do mês anterior ao anterior.Se denotarmos o número de oelhos existentes no n-ésimo mês por
un, temos, então, que

un = un−1 + un−2, u1 = u2 = 1.Essas relações de�nem, por reorrênia, uma seqüênia de núme-ros naturais, hamada de seqüênia de Fibonai, ujos elementos,hamados de números de Fibonai, possuem propriedades aritméti-as notáveis, que ainda hoje são objeto de investigação.Uma reorrênia1 do tipo
xn = xn−1 + xn−2 (2.1)só permite determinar o elemento xn se onheermos os elementosanteriores xn−1 e xn−2, que, para serem alulados, neessitam doonheimento dos dois elementos anteriores, e assim por diante. Fia,portanto, univoamente de�nida a seqüênia quando são dados x1 e

x2. A seqüênia de Fibonai orresponde à reorrênia (2.1), onde
x1 = x2 = 1.Quando é dada uma reorrênia, um problema importante é de-terminar uma fórmula fehada para o termo geral da seqüênia, istoé, uma fórmula que não reorre aos termos anteriores. No aso da1Uma reorrênia é uma fórmula que de�ne um elemento de uma seqüênia apartir de termos anteriores.
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N SEC. 2.5: OS COELHOS DE FIBONACCI 39seqüênia de Fibonai, existe uma tal fórmula, hamada fórmula deBinet, que apresentamos a seguir.Proposição 2.5.1. Para todo n ∈ N, tem-se que
un =

(

1+
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n

√
5Demonstração: Prouremos as progressões geométrias vn = qn,om q 6= 0, que satisfazem à reorrênia (2.1). Temos que

qn = qn−1 + qn−2,ujas soluções são
q1 =

1 +
√

5

2
e q2 =

1 −
√

5

2
.De�na vn = qn

1 e wn = qn
2 . Note que, omo as duas seqüênias vne wn satisfazem à reorrênia (2.1), então, para quaisquer α e β reais,a seqüênia un = αvn + βwn também satisfaz à reorrênia. Agora,impomos u1 = u2 = 1, o que nos dá um sistema de duas equaçõesom as duas inógnitas α e β, ujas soluções são α = 1√

5
e β = − 1√

5
.

�É notável que seja neessário reorrer a fórmulas envolvendo nú-meros irraionais para representar os elementos da seqüênia de Fibo-nai, que são números naturais. Mais notável, ainda, é que o número
1+

√
5

2
seja a proporção áurea ϕ que aparee nas artes, e que 1−

√
5

2
sejao simétrio de seu inverso −ϕ−1. Intrigante essa inesperada relaçãoentre riar oelhos e a divina proporção, não?



�lp_induao�2008/1/25page 40Estilo OBMEP
i

i

i

i

i

i

i

i

40 � CAP. 2: INDUÇ�O E MUNDO MATERIALLeonardo de Pisa (1170-1250), �lho de Bonai, e por isso apeli-dado Fibonai, teve um papel fundamental no desenvolvimento daMatemátia no Oidente. Em 1202, publiou o livro Liber Abai,que ontinha grande parte do onheimento sobre números e álgebrada époa. Esta obra foi responsável pela introdução na Europa dosistema de numeração indo-arábio e pelo posterior desenvolvimentoda álgebra e da aritmétia no mundo oidental.Problemas2.5.1 Mostre que a seqüênia de Fibonai satisfaz às seguintes iden-tidades:a) u1 + u2 + · · · + un = un+2 − 1.b) u1 + u3 + · · · + u2n−1 = u2n.) u2 + u4 + · · · + u2n = u2n+1 − 1.d) u2
1 + u2

2 + · · · + u2
n = unun+1.2.5.2 Sabendo que q =

1 +
√

5

2
é raiz da equação x2 = x+1, mostreque qn = unq + un−1.2.5.3 Prove que

u3 + u6 + u9 + · · · + u3n =
u3n+2 − 1

2
.2.5.4 Dada a reorrênia an+2 = 2an+1 + an, om a1 = 1 e a2 = 3,ahe uma fórmula para an.
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N SEC. 2.5: OS COELHOS DE FIBONACCI 412.5.5 Mostre que a reorrênia vn = 3vn−1 − 2vn−2, v0 = 2 e v1 = 3tem por solução vn = 2n + 1.
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Capítulo 3Indução e Matemátia
O Prinípio de Indução Matemátia possui inúmeras apliações emMatemátia. Neste apítulo, veremos algumas delas.3.1 SomatóriosVamos reordar a noção de somatório que introduzimos na Seção 2do Capítulo 1.Seja A um onjunto om duas operações satisfazendo às leis bási-as da aritmétia.Se (an) é uma seqüênia em A, de�nimos o somatório dos seus nprimeiros termos omo sendo

n
∑

i=1

ai = a1 + a2 + · · · + an.Para apreiar o poder do que iremos apresentar, tente, neste exato42



�lp_induao�2008/1/25page 43Estilo OBMEP
i

i

i

i

i

i

i

i

N SEC. 3.1: SOMATÓRIOS 43momento, alular a soma:
1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + n(n + 1).Se onseguiu, parabéns! Se não onseguiu, não desanime, pois,om os instrumentos de que voê dispõe até o momento, o problemaé difíil. Veremos adiante omo isso vai se transformar, omo numpasse de mágia, em algo fáil de alular.Provaremos a seguir alguns resultados bem simples sobre somató-rios que irão nos ajudar a resolver este e muitos outros problemas domesmo tipo.Proposição 3.1.1. Sejam (ai), (bi) duas seqüênias de elementos doonjunto A e seja c ∈ A. Então,(i) n

∑

i=1

(ai + bi) =
n

∑

i=1

ai +
n

∑

i=1

bi.(ii) n
∑

i=1

c · ai = c ·
n

∑

i=1

ai.(iii) n
∑

i=1

(ai+1 − ai) = an+1 − a1.(iv) n
∑

i=1

c = ncDemonstração: (i) O que signi�a a soma ∑n
i=1

(ai + bi)? Signi-�a que estamos somando os n primeiros termos da nova seqüênia
(cn), onde, para ada n ∈ N, de�ne-se cn = an + bn.
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44 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAProvemos o resultado por indução sobre n. Para n = 1, temos que
1

∑

i=1

(ai + bi) = a1 + b1 =

1
∑

i=1

ai +

1
∑

i=1

bi,mostrando que a fórmula é válida nesse aso.Suponha a fórmula válida para algum número natural n. Temosentão que
∑n+1

i=1
(ai + bi) =

∑n
i=1

(ai + bi) + (an+1 + bn+1) =

∑n
i=1

ai +
∑n

i=1
bi + (an+1 + bn+1) =

∑n
i=1

ai + an+1 +
∑n

i=1
bi + bn+1 =

∑n+1

i=1
ai +

∑n+1

i=1
bi,mostrando assim que a fórmula é válida para n + 1. Pelo Teorema1.1.1, temos que a fórmula é válida para todo n ∈ N.(ii) A prova também se faz por indução e a deixamos omo exeríio.(iii) Vamos provar, também por indução sobre n, esta fórmula. Para

n = 1, temos que
1

∑

i=1

(ai+1 − ai) = a2 − a1,o que mostra a validade da fórmula neste aso.Suponhamos que a fórmula seja válida para um número natural
n. Logo,

n+1
∑

i=1

(ai+1 − ai) =

n
∑

i=1

(ai+1 − ai) + (an+2 − an+1) =

an+1 − a1 + an+2 − an+1 = an+2 − a1,
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N SEC. 3.1: SOMATÓRIOS 45mostrando que a fórmula vale para n + 1 e, portanto, vale para todo
n ∈ N.(iv) O somatório ∑n

i=1
c representa a soma de n parelas iguais a c,e, portanto, é igual a nc.

�Vejamos agora, om alguns exemplos, omo podemos tirar partidodeste resultado.Exemplo 3.1.1. Vamos ao desa�o, que lançamos aima, de alulara soma:
Sn = 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + n(n + 1).Com a notação de somatório, podemos esrever

Sn =
n

∑

i=1

i(i + 1).Ora, apliando o item (i) da proposição aima, temos
Sn =

∑n
i=1

i(i + 1). =
∑n

i=1
i2 +

∑n
i=1

i =

(12 + 22 + · · · + n2) + (1 + 2 + · · · + n),somas estas que já alulamos nos Exemplos 1.1.1 e 1.1.2. Portanto,temos que
Sn =

n(n + 1)(2n + 1)

6
+

n(n + 1)

2
=

n(n + 1)(n + 2)

3
.
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46 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAA fórmula do item (iii) da Proposição 3.1.1, hamada de somatelesópia, nos fornee um método para alular termos gerais deertas reorrênias e somas, omo veremos nos dois exemplos a seguir.Exemplo 3.1.2. Vamos deduzir a expressão do termo geral da reor-rênia da Pizza de Steiner:
pn+1 = pn + n + 1, p1 = 2.A expressão aima pode ser esrita do seguinte modo:

pi+1 − pi = i + 1.Tomando somatórios de ambos os lados, obtemos
n−1
∑

i=1

(pi+1 − pi) =
n−1
∑

i=1

(i + 1).O primeiro membro da igualdade aima é uma soma telesópia evale pn − p1, enquanto o segundo membro é por nós onheido e vale
(n − 1)n

2
+ n − 1. Portanto, temos que

pn =
(n − 1)n

2
+ n − 1 + 2 =

n(n + 1)

2
+ 1.Exemplo 3.1.3. Seja i ∈ N e onsidere a seguinte identidade1:

(i + 1)4 = i4 + 4i3 + 6i2 + 4i + 1.1Esta identidade, que pode ser veri�ada diretamente, é um aso partiular dafórmula do bin�mio de Newton, que estudaremos em geral na próxima seção.
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N SEC. 3.1: SOMATÓRIOS 47Daí, segue que
(i + 1)4 − i4 = 4i3 + 6i2 + 4i + 1.Tomando os somatórios de ambos os membros da igualdade aimae notando que o lado esquerdo é uma soma telesópia, obtemos

(n + 1)4 − 1 =
n

∑

i=1

[(i + 1)4 − i4] =
n

∑

i=1

(4i3 + 6i2 + 4i + 1).Usando agora as propriedades (i) e (ii) dos somatórios enuniadosna Proposição 3.1.1 e as fórmulas obtidas nos Exemplos 1.1.1 e 1.1.2,obtemos
(n + 1)4 − 1 =

∑n
i=1

(4i3 + 6i2 + 4i + 1) =

4
∑n

i=1
i3 + 6

∑n
i=1

i2 + 4
∑n

i=1
i + n =

4
∑n

i=1
i3 + n(n + 1)(2n + 1) + 2n(n + 1) + n.Daí, segue que

∑n
i=1

i3 =
(n + 1)4 − 1 − n(n + 1)(2n + 1) − 2n(n + 1) − n

4
=

n4 + 2n3 + n2

4
=

[

n(n + 1)

2

]2

.Obtemos, assim, a fórmula do Problema 1.1.1 (i):
13 + 23 + · · · + n3 =

[

n(n + 1)

2

]2

.
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48 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAÉ possível generalizar este proedimento para obter fórmulas re-orrentes para as somas
1p + 2p + · · · + np,quando p varia nos naturais (veja Problema 3.1.2).

Problemas3.1.1 Calule fórmulas fehadas para as seguintes somas:a) 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + · · · + (1 + 2 + · · · + n).b) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · · + n(n + 1)(n + 2).) 1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · · + (2n − 1)(2n + 1).d) 1 + (1 + 22) + (1 + 22 + 32) + · · · + (1 + 22 + 32 + · · · + n2).e) 12 + 32 + 52 + · · · + (2n − 1)2.f) 13 + 33 + · · · + (2n − 1)3.3.1.2 a) Considere, para i ∈ N, a seguinte identidade:
(i + 1)5 − i5 = 5i4 + 10i3 + 10i2 + 5i + 1.Efetue o somatório de ambos os lados para i variando de 1 até n.Utilizando os Problemas 1.1.1 e 1.1.2, determine uma fórmula para

∑n
i=1

i4.
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N SEC. 3.1: SOMATÓRIOS 49b) Pense em um modo de alular ∑n
i=1

i5. Mostre omo isto podeser generalizado.3.1.3 Demonstre a Propriedade (ii) na Proposição 3.1.1.3.1.4 Prove as desigualdades:
2(
√

n + 1 − 1) < 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · · + 1√
n

< 2
√

n.Sugestão: Mostre iniialmente que
2
√

n + 1 − 2
√

n <
1√
n

< 2
√

n − 2
√

n − 1e em seguida use somas telesópias.3.1.5 Seja a1, a2, . . . , an+1 uma P.A. om de razão r. Calule a soma
Sn =

1

a1a2

+
1

a2a3

+ · · · + 1

anan+1

.Este problema generaliza os Problemas 1.1.2 (a), (b) e ().Sugestão: Mostre iniialmente que
1

aiai+1

= −1

r

[

1

ai+1

− 1

ai

]

.Tome o somatório, para i variando de 1 até n, em ambos o lados daigualdade aima e note que o somatório do lado direito é um múltiplode uma soma telesópia. Conlua que
Sn = −1

r

[

1

an+1

− 1

a1

]

=
n

a1an+1

.
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50 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICA3.2 Bin�mio de NewtonConsidere a expressão (1 + X)n, onde X é uma indeterminada e n éum número natural. É laro que o desenvolvimento dessa potênia éum polin�mio de grau n em X, ujos oe�ientes são números naturais(voê pode provar esta a�rmação por indução sobre n):
(1 + X)n = a0 + a1X + a2X

2 + · · · + an−1X
n−1 + anXn.Os oe�ientes ai, i = 0, . . . , n, serão hamados de números bi-nomiais e denotados pelos símbolos ai =

(

n

i

). Se i > n, é �modode�nir (

n

i

)

= 0.Observe que, tomando X = 1 no desenvolvimento de (1 + X)n,obtemos a seguinte identidade:
2n =

(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ · · · +
(

n

n

)

.Queremos determinar fórmulas explíitas para esses números bi-nomiais.Como os oe�ientes do termo independente de X, do termo em
X e do termo em Xn no desenvolvimento de (1 + X)n são, respeti-vamente, 1, n e 1, temos que

(

n

0

)

= 1,

(

n

1

)

= n e

(

n

n

)

= 1Lema 3.2.1 (Relação de Stifel). Para todo n ∈ N e todo i ∈ N om
0 ≤ i ≤ n, tem-se que

(

n

i

)

+

(

n

i + 1

)

=

(

n + 1

i + 1

)

.
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N SEC. 3.2: BINÔMIO DE NEWTON 51Demonstração: Para i = n, a relação aima é trivialmente veri-�ada. Para 0 ≤ i < n, as relações deorrem, imediatamente, dasseguintes igualdades:
(

n + 1

0

)

+

(

n + 1

1

)

X + · · · +
(

n + 1

n

)

Xn +

(

n + 1

n + 1

)

Xn+1 =

(1 + X)n+1 = (1 + X)

[(

n

0

)

+

(

n

1

)

X + · · · +
(

n

n − 1

)

Xn−1 +

(

n

n

)

Xn

]

=

(

n

0

)

+

[(

n

0

)

+

(

n

1

)]

X + · · · +
[(

n

n − 1

)

+

(

n

n

)]

Xn +

(

n

n

)

Xn+1.

�Lema 3.2.2. Para todos n, i ∈ N, om 1 ≤ i ≤ n, tem-se que
i!

(

n

i

)

= n(n − 1) · · · (n − i + 1).Demonstração: Vamos provar isto por indução sobre n. A igual-dade é trivialmente veri�ada para n = 1. Suponha que as igualdadessejam válidas para algum n ∈ N e todo i om 1 ≤ i ≤ n. Pela relaçãode Stifel, temos, para i ≤ n, que
i!

(

n + 1

i

)

= i(i − 1)!

(

n

i − 1

)

+ i!

(

n

i

)

=

in(n − 1) · · · (n − i + 2) + n(n − 1) · · · (n − i + 1) =

n(n − 1) · · · (n − i + 2)(i + n − i + 1) =

(n + 1)n(n − 1) · · · (n + 1 − i + 1),
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52 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAo que prova a igualdade para n+1 e para todo i om 1 ≤ i ≤ n. Umaveri�ação direta mostra que a fórmula também vale para i = n + 1.Portanto, a igualdade vale para todo n e todo i om 1 ≤ i ≤ n.
�Segue-se do Lema 3.2.2 que, para n, i ∈ N, om 1 ≤ i ≤ n, vale aseguinte fórmula para os oe�ientes binomiais:

(

n

i

)

=
n(n − 1) · · · (n − i + 1)

i!
=

n!

i!(n − i)!
.Note que os termos extremos nas igualdades aima têm sentido esão iguais quando i = 0.Da fórmula aima, deorre imediatamente, para todo n ∈ N e todo

i om 0 ≤ i ≤ n, a seguinte identidade fundamental:
(

n

i

)

=

(

n

n − i

)

.Seja A um onjunto om duas operações, uma adição e uma mul-tipliação, sujeitas às leis básias da aritmétia.Teorema 3.2.1 (Bin�mio de Newton). Sejam a e b elementos doonjunto A e seja n ∈ N. Tem-se que
(a + b)n = an +

(

n

1

)

an−1b +

(

n

2

)

an−2b2 + · · · +
(

n

n − 1

)

abn−1 + bn.Demonstração: Se a = 0, o resultado é óbvio. Se a 6= 0, substitua
X por b

a
na expansão de (1 + X)n e multiplique ambos os lados por

an.
�
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N SEC. 3.2: BINÔMIO DE NEWTON 53Exemplo 3.2.1.
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2.
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.
(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4.
(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.Problemas3.2.1 Demonstre a identidade das olunas:

(

i

i

)

+

(

i + 1

i

)

+ · · · +
(

n

i

)

=

(

n + 1

i + 1

)

.3.2.2 Demonstre a identidade das diagonais:
(

n

0

)

+

(

n + 1

1

)

+

(

n + 2

2

)

+ · · · +
(

n + m

m

)

=

(

n + m + 1

m

)

.3.2.3 a) Demonstre, para todos n,m, k ∈ N, a identidade de Euler:
k

∑

i=0

(

m

i

)(

n

k − i

)

=

(

n + m

k

)

.b) Em partiular, deduza a identidade de Lagrange:
n

∑

i=0

(

n

i

)2

=

(

2n

n

)

.
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54 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICA3.2.4 a) Mostre que (

n

i

) é o número de subonjuntos distintos om
i elementos de um onjunto om n elementos.b) Mostre que o onjunto das partes de um onjunto om n elementostem 2n elementos.) Usando os itens aima, dê uma outra prova para a igualdade:

(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ · · · +
(

n

n

)

= 2n.3.2.5 Seja n ∈ N. Mostre que
(

n

i

)

<

(

n

i + 1

), se 0 ≤ i <
n − 1

2
; e que

(

n

i

)

>

(

n

i + 1

), se i >
n − 1

23.3 Prinípio do Menor InteiroSeja S um subonjunto não vazio de N. Dizemos que um número na-tural a é um menor elemento de S se possui as seguintes propriedades:i) a ∈ S,ii) a ≤ n, para todo n ∈ S.É imediato veri�ar que, se S possui um menor elemento, esteé únio. De fato, se a e a′ são menores elementos de S, então a ≤
a′, pois a é um menor elemento de S, e a′ é um elemento de S, e,
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N SEC. 3.3: PRINCÍPIO DO MENOR INTEIRO 55analogamente, a′ ≤ a, o que implia que a = a′.O menor elemento de S, quando existe, é denotado por min S.Por que �zemos a ressalva aima sobre a existênia de minS? Selhe paree tão óbvio que todo subonjunto não vazio dos naturaispossua um menor elemento, tente prová-lo!É preiso ter muito uidado om as a�rmações do tipo é óbvio que,pois devem ser utilizadas apenas quando qualquer um possa veri�á-las sem grande esforço.Vamos, agora, efetivamente provar o que paree óbvio.Teorema 3.3.1 (Prinípio do Menor Inteiro). Todo subonjunto nãovazio de N possui um menor elemento.Demonstração: A demonstração será feita por redução ao ab-surdo.Seja S um subonjunto não vazio de N. Suponha, por absurdo,que S não possua um menor elemento. Mostraremos que S é vazio,onduzindo a uma ontradição.Considere o onjunto T , omplementar de S em N, ou seja, o on-junto dos números naturais que não estão em S. Queremos, portanto,mostrar que T = N, ou seja, que S = ∅.De�na o onjunto
In = {k ∈ N; k ≤ n},e onsidere a sentença aberta

P (n) : In ⊂ T.
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56 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAComo 1 ≤ n, para todo n ∈ N, segue-se que 1 ∈ T , pois, asoontrário, 1 seria um menor elemento de S. Logo, P (1) é verdade.Suponha agora que P (n) seja verdade, para algum n. Se n+1 ∈ S,omo nenhum elemento de In está em S, teríamos que n + 1 é ummenor elemento de S, o que não é permitido. Logo, n + 1 ∈ T ,seguindo daí que
In+1 = In ∪ {n + 1} ⊂ T,o que prova que, para todo n, temos que In ⊂ T ; portanto, N ⊂ T ⊂ Ne, onseqüentemente, T = N.

�Voê entendeu a demonstração aima? Se não entendeu, não desa-nime, pois ertamente ainda não está na hora de voê apreiar todasestas sutilezas. Isto virá naturalmente om o tempo. Qual o remé-dio, então? Bem, faça de onta que realmente a a�rmação ontida noteorema é óbvia e siga em frente.O Prinípio do Menor Inteiro tem várias apliações, onforme ve-remos ao longo deste apítulo. Como primeira apliação, provaremosuma variante da Indução Matemátia que é muito útil.Teorema 3.3.2 (Indução Completa). Sejam a ∈ N e P (n) uma sen-tença aberta. Suponha quei) P (a) é verdade, e queii) se, para algum n, tem-se que P (i) é verdade para todo a ≤ i ≤ n,então P (n + 1) é verdade.Então, P (n) é verdade para todo n ≥ a.
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N SEC. 3.3: PRINCÍPIO DO MENOR INTEIRO 57Demonstração: Considere o onjunto
V = {n ∈ N; n ≥ a e P (n) é verdade }.Queremos provar que o onjunto W = {n ∈ N; n ≥ a}\V é vazio.Suponha, por absurdo, que vale o ontrário. Logo, pelo Prinípio doMenor Inteiro, W teria um menor elemento k, e, omo sabemos de (i)que a 6∈ W , segue-se que existe n tal que k = a + n > a. Portanto,

a, a+1, . . . , k−1 6∈ W ; logo a, a+1, . . . , k−1 ∈ V . Por (ii), onlui-seque k = k − 1 + 1 ∈ V , o que ontradiz o fato de k ∈ W .
�O fato que apresentaremos a seguir já era onheido de Euli-des, era de trezentos anos antes de Cristo, enuniado, porém semdemonstração, em Os Elementos.Teorema 3.3.3. Sejam dados números naturais n e m. Existem doisúnios números inteiros não negativos q e r, om r < m, tais que

n = mq + r.Demonstração: Existênia Se n < m, basta tomar q = 0 e
r = n. Se n = m, basta tomar q = 1 e r = 0. Portanto, resta apenasprovar a propriedade quando n > m.A demonstração será por indução ompleta sobre n. Se n = 1, oresultado é válido, pelas onsiderações aima, pois 1 = n ≤ m.Suponha agora que o resultado seja válido para todo i, om 1 ≤
i ≤ n. Seja m < n, logo 1 ≤ n + 1−m ≤ n e, portanto, pela hipótesede indução, existem q′ e r, om r < m, tais que n + 1−m = q′m + r;
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58 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAlogo n+1 = (q′ +1)m+ r, e o resultado é válido para n+1, tomando
q = q′ + 1.Uniidade Se n = m, só há um jeito de esrever n da forma mq + r,om r < m, que é: n = m · 1 + 0. Se n < m, também só há umjeito de esrever n nessa forma: n = 0q + n. O resultado é portantoverdadeiro quando n = 1, já que, neste aso, 1 = n ≤ m.A prova será também por indução ompleta sobre n. Vimos aimaque a uniidade está garantida quando n = 1. Suponha o resultadoválido para todos os números naturais menores ou iguais a n.Suponha agora que n + 1 = qm + r = q′m + r′, om r, r′ < m.Podemos supor que n + 1 > m, já que o resultado está garantidoquando n + 1 ≤ m.Subtraindo na igualdade aima m, obtemos que n + 1 − m =

(q − 1)m + r = (q′ − 1)m + r′, e, pela hipótese de indução, temos que
q − 1 = q′ − 1 e r = r′, daí seguindo a uniidade da esrita de n + 1.Pelo Teorema da Indução Completa, o resultado �a estabeleidopara todo número natural n.

�O resultado a seguir é a base sobre a qual se apoiam os sistemasde numeração.Teorema 3.3.4. Seja dado um número natural b > 1. Todo númeronatural a se esreve de modo únio na forma
a = a0 + a1b + a2b

2 + · · · + anbn,onde n é um inteiro não negativo, todos os ai satisfazem às desigual-dades 0 ≤ ai < b e an 6= 0.
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N SEC. 3.3: PRINCÍPIO DO MENOR INTEIRO 59Demonstração: Note que a = 1 se esreve na forma aima, pois,para isto, basta tomar n = 0 e a0 = 1.Seja S o subonjunto dos naturais que não admitem uma repre-sentação omo aima. Queremos mostrar que S = ∅.Note que N \ S 6= ∅, pois vimos aima que 1 6∈ S.Suponha agora, por absurdo, que S 6= ∅, logo, S possui um menorelemento, que ertamente é maior do que 1. Seja a′ este menor ele-mento. Pelo algoritmo eulidiano da divisão, temos que a′ = bq + r,onde 0 ≤ r < b. Mas, então q < a′ e, portanto, q 6∈ S. Logo, q seesreve na forma do teorema e, portanto, a′ também, o que é umaontradição, provando assim que S = ∅.Deixaremos a prova da uniidade da esrita omo um desa�o paravoê.
�Podemos agora generalizar o problema da moeda falsa que apresen-tamos na Seção 2.3.Exemplo 3.4.1. Seja m o número total de moedas das quais sabe-se que uma é falsa, mais leve do que as demais. No Teorema aima,tomando b = 2, temos que todo número natural m se esreve omosomas de potênias de 2 (note que, neste aso, ada ai é 0 ou 1),hamada de expansão binária. Isto é, existem números inteiros 0 ≤

n1 < n2 < · · · < nr tais que
m = 2n1 + 2n2 + · · · + 2nr .Vamos provar, usando Indução Completa sobre nr, que bastam nr



�lp_induao�2008/1/25page 60Estilo OBMEP
i

i

i

i

i

i

i

i

60 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICApesagens para desobrir a moeda falsa.Suponha nr = 1, ou seja, temos, no máximo, três moedas. Pondouma moeda em ada prato da balança, desobre-se imediatamente amoeda falsa e, portanto, o resultado é trivialmente veri�ado. Supo-nha o resultado verdadeiro para todo n′ < nr.Sejam agora 2n1 + 2n2 + · · · + 2nr moedas, das quais uma é falsa.Separemos as moedas em 2 lotes om, respetivamente, 2nr e 2n1 +

· · · + 2nr−1 moedas ada um. Começamos analisando o primeiro loteom 2nr moedas. Coloamos metade dessas moedas em ada pratoda balança. Se a moeda falsa está neste lote, om o método disutidono Capítulo 2, apliado às 2nr−1 moedas que estão no prato maisleve, sabemos que podemos desobrir a moeda falsa om, no máximo,
nr − 1 pesagens, om a pesagem já efetuada, desobrimos a moedaom no máximo nr pesagens. Se a moeda falsa não está nesse lote,desartamos o lote todo. Sobram, então, 2n1 + · · · + 2nr−1 moedas aserem analisadas. Pela hipótese de indução, bastam nr−1 pesagenspara desobrir a moeda falsa, que, juntamente om a pesagem já re-alizada, perfazem um total de nr−1 + 1 pesagens, que ertamente émenor do que ou igual a nr.A fórmula do bin�mio de Newton se generaliza para m parelas,onforme veremos a seguir.Teorema 3.3.5 (Fórmula de Leibniz). Sejam a1, a2, . . . , am elemen-tos de um onjunto A munido de uma adição e de uma multipliaçãosujeitas às leis básias da aritmétia, e seja n ∈ N. Tem-se que

(a1 + a2 + · · · + am)n =
∑

i1+i2+···+im=n

n!

i1!i2! · · · im!
ai1

1
ai2

2
· · · aim

m .



�lp_induao�2008/1/25page 61Estilo OBMEP
i

i

i

i

i

i

i

i

N SEC. 3.3: PRINCÍPIO DO MENOR INTEIRO 61Demonstração: A prova será por indução ompleta sobre m. Se
m = 2, esta é a fórmula do bin�mio de Newton.Suponha a fórmula válida para todos os naturais menores do queou iguais a m, e vamos mostrar que é também válida para m+1. Pelafórmula do bin�mio de Newton,

(a1 + · · · + am + am+1)
n =

∑

i+j=n

(

n

i

)

(a1 + · · · + am)iaj
m+1.A hipótese de indução nos fornee

(a1 + · · · + am)i =
∑

i1+i2+···+im=i

i!

i1!i2! · · · im!
ai1
1 ai2

2 · · · aim

m ;logo,
(a1 + · · · + am + am+1)

n =

∑

i+j=n

(

n

i

)

∑

i1+i2+···+im=i

i!

i1!i2! · · · im!
ai1

1
ai2

2
· · · aim

m aj
m+1

=

∑

i+j=n

∑

i1+i2+···+im=i

(

n

i

)

i!

i1!i2! · · · im!
ai1

1
ai2

2
· · · aim

m aj
m+1

=

∑

i1+i2+···+im+im+1=n

n!

i1!i2! · · · im!im+1!
ai1

1
ai2

2
· · · aim

m a
im+1

m+1
,pois

(

n

i

)

i!

i1!i2! · · · im!
=

n!

i!(n − i)!

i!

i1!i2! · · · im!
=

n!

i1!i2! · · · im!im+1!
,onde pusemos im+1 = n − i = j.

�
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62 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICASe voê não entendeu a manipulação om os duplos somatórios,aima, pergunte a alguém. Caso a dúvida persista, não faz mal, �apara uma próxima leitura.A fórmula do teorema aima tem o nome de fórmula de Leibnizem homenagem ao matemátio e �lósofo alemão Gottfried Wilhelmvon Leibniz (1646-1716), que ompartilha om Newton o rédito pelainvenção do Cálulo Diferenial.Problemas3.3.1 Um número natural p > 1 é primo quando os únios divisoresdele são 1 e o próprio p. Mostre que todo número natural n ≥ 2possui algum divisor primo.3.3.2 Mostre que todo número natural n ≥ 2 se deompõe omoproduto de números primos.3.3.3 Usando a fórmula do bin�mio de Newton e Indução Completa,mostre que, para ada r ∈ N, a soma
Sr(n) =

n
∑

i=1

iré um polin�mio de grau r + 1 em n om termo de maior grau igual a
1

r + 1
nr+1.3.3.4 Para n,m ∈ N, demonstre a igualdade:

∑

i1+i2+···+im=n

n!

i1!i2! · · · im!
= mn.
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N SEC. 3.4: O PRINCÍPIO DAS GAVETAS 633.3.5 Seja (un) a seqüênia de Fibonai. Dados n,m ∈ N, om
n ≥ 2, mostre quea) un+m = un−1um + unum+1.b) u2n−1 = u2

n−1 + u2
n.) u2n = u2

n+1 − u2
n−1.d) u3n = u3

n+1 + u3
n − u3

n−1.3.4 O Prinípio das GavetasEm 1834, o destaado matemátio alemão Johann Peter Gustav Le-jeune Dirihlet (1805-1859), riador do oneito moderno de função,enuniou o seguinte prinípio, apelidado de Prinípio da Casa dePombos:Seja dada uma asa de pombos om n buraos e suponha que haja
m pombos querendo oupá-los. Se m > n, então algum burao deveráser oupado por mais de um pombo.Isto paree realmente óbvio, pois tem todo o respaldo da nossaexperiênia do dia a dia. Tente então provar esta a�rmação.Conseguiu? Parabéns. Se não onseguiu, mãos à obra!Este prinípio também leva o nome de Prinípio das Gavetas, poispode ser reenuniado, de modo equivalente, omo segue:Teorema 3.4.1 (Prinípio de Dirihlet). Queremos guardar m obje-
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64 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAtos em n gavetas. Se m > n, então alguma gaveta deverá onter maisde um objeto.Demonstração: Vamos provar este resultado por Indução Mate-mátia sobre o número n de gavetas.Para n = 1, o resultado é óbvio pois, se temos mais de um objetoe uma só gaveta, teremos que aomodar nesta gaveta mais de umobjeto.Suponha então o resultado válido para um erto número n degavetas e onsideremos a situação de termos n+1 gavetas e m > n+1objetos. Queremos mostrar que o resultado vale também neste aso,para apliar a Indução Matemátia e onluir que vale para todonúmero natural n.Depois de aomodar todos os objetos nas n + 1 gavetas, esolhauma gaveta ao aaso. Se nesta gaveta há mais de um objeto, a nossaasserção está provada. Se nesta gaveta não há nenhum objeto, nas ngavetas restantes estão aomodados m > n + 1 > n objetos, o que,pela hipótese de indução, aarreta que em uma das gavetas há mais deum objeto. Se na gaveta esolhida há um objeto, logo, nas n gavetasrestantes, estão distribuídos m − 1 > n objetos, o que, novamente,pela hipótese de indução, aarreta que em uma das gavetas há maisde um objeto.
�Este simples prinípio tem inúmeras apliações, matemátias ounão, algumas das quais veremos a seguir.Exemplo 3.4.1. Na região metropolitana de São Paulo, existem pelo
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N SEC. 3.4: O PRINCÍPIO DAS GAVETAS 65menos duas mulheres om a mesma quantidade de �os de abelo, omesmo oorrendo om, pelo menos, dois homens.De fato, uma estimativa por ima nos diz que uma pessoa podeter, no máximo, 7.106 �os de abelo. Na região metropolitana deSão Paulo, existem mais de 10.106 mulheres e mais de 9.106 homens(fonte: PNAD 2004). O Prinípio das Gavetas agora permite onluiro desejado.Exemplo 3.4.2. Existem n pessoas em uma festa. Algumas seonheem, outras não. Mostre que na festa existem duas pessoasque têm mesmo número de onheidos, supondo que a relação deonheido é simétria: se x é onheido de y, então y é onheido de
x; e não re�exiva: ninguém é onheido de si mesmo (será essa relaçãotransitiva?).De fato, ada pessoa tem um número de onheidos que variade 0 a n − 1 (uma pessoa não é onheida de si mesma!), as duassituações não podendo oorrer ao mesmo tempo, pois, se uma pessoaonhee todo mundo, pela simetria, não pode haver uma pessoa quenão onheça ninguém. Portanto, ao assoiarmos os n indivíduos às n−
1 possibilidades de número de onheidos, pelo prinípio de Dirihlet,duas pessoas deverão ter o mesmo número de onheidos.Vejamos agora algumas apliações mais �sérias".Exemplo 3.4.3. Dentre ino pontos esolhidos no interior de umtriângulo equilátero de lado 1 m, existem dois pontos que distamentre si menos do que 0, 5 m.De fato, divida o triângulo em quatro triângulos menores, one-
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66 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAtando os pontos médios dos lados do triângulo original. A distâniaentre dois pontos que estão em um dos triângulos pequenos e no inte-rior do triângulo maior é menor do que o seu lado que mede 0, 5 m.Ao esolhermos ino pontos no interior do triângulo dado, pelo Prin-ípio das Gavetas, dois dos pontos pertenerão a um dos triângulospequenos, o que prova a nossa a�rmação.Exemplo 3.4.4. Se ada ponto do plano é pintado de vermelho oude azul, então algum retângulo no plano tem seus vérties de umamesma or.Trae três retas horizontais. Aharemos um retângulo om vérti-es sobre duas destas retas. Os outros lados são vertiais. Um retavertial, ao ortar as três paralelas, tem três andidatos a vértie doretângulo prourado.Três pontos podem ser oloridos om 2 ores de 8 modos distin-tos. Portanto, se voê esolher 9 retas vertiais, pelo Prinípio dasGavetas, duas dessas retas vão enontrar ada uma das três retas ho-rizontais em um par de pontos de mesma or. Agora, dos três pares depontos, ertamente dois terão a mesma or, o que fornee os vértiesdo retângulo.Exemplo 3.4.5. Existem duas potênias de 3 uja diferença é divi-sível por 2007.Existem 2007 possíveis restos pela divisão por 2007. Considere aseqüênia das potênias de 3:
1, 3, 32, . . . , 32007.Esta seqüênia é omposta de 2008 números. Portanto, pelo Prin-



�lp_induao�2008/1/25page 67Estilo OBMEP
i

i

i

i

i

i

i

i

N SEC. 3.4: O PRINCÍPIO DAS GAVETAS 67ípio das Gavetas, dois desses, digamos 3n e 3m, om n > m, têmmesmo resto quando divididos por 2007. Logo, a sua diferença 3n−3mé divisível por 2007 (voê saberia justi�ar isso?).Exemplo 3.4.6. Existe uma potênia de 3 que termina em 001.Argumentando omo no exemplo anterior, onlui-se que existem
m e n om n > m tais que 3n e 3m têm mesmo resto quando divididospor 1000. Logo, 3n − 3m = 3m(3n−m − 1) é divisível por 1000. Como1000 e 3m não têm fatores omuns, 1000 deve dividir o segundo fator
3n−m − 1. Isto signi�a que 3n−m termina em 001.Exemplo 3.4.7. Suponha que n + 1 inteiros são tomados ao aasodentre os inteiros 1, 2, . . . , 2n. Pelo menos um desses inteiros é múlti-plo de um outro.De fato, sejam a1, . . . , an+1 os inteiros esolhidos. Note que adanúmero ai pode ser esrito omo 2nibi, onde bi é um número ímpar.Como no intervalo 1, . . . , 2n existem n números ímpares, e os n + 1números bi neessariamente se enontram neste intervalo, pelo prin-ípio de Dirihlet, devemos ter br = bs para algum par de inteiros re s variando no onjunto {1, . . . , n + 1}, om nr > ns. É laro que
ar = 2nrbr é um múltiplo de as = 2nsbr.Alguns dos exemplos aima foram tomados emprestado de

www.cut − the − knot.org/do−you−know/pigeon.shtml,onde voê poderá enontrar muitos outros.
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68 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAProblemas3.4.1 Pode-se a�rmar, om toda erteza, que em São Paulo existemum homem e uma mulher om a mesma quantidade de �os de abelo?3.4.2 Mostre que existem duas potênias de 3 uja diferença é divi-sível pelo ano em que voê naseu.3.4.3 Dados quaisquer seis inteiros de 1 a 10, mostre que dois delespossuem soma ímpar.3.5 DesigualdadesNesta seção, estabeleeremos algumas desigualdades importantes quetêm inúmeras apliações em vários ontextos.Teorema 3.5.1 (Desigualdade de Bernoulli). Se c é um número realtal que c > −1 e c 6= 0, então para todo número natural n ≥ 2 vale adesigualdade:
(1 + c)n > 1 + nc.Demonstração: Seja P (n) a desigualdade aima; vamos prová-lapor indução sobre n. É laro que P (2) é verdadeira, pois

(1 + c)2 = 1 + 2c + c2 > 1 + 2c.Suponha P (n) verdadeira para algum n ≥ 2. Multipliando ambosos lados da desigualdade aima por 1 + c (que é > 0), obtemos
(1 + c)n+1 > (1 + n · c)(1 + c) = 1 + (n + 1)c + nc2 > 1 + (n + 1)c,
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N SEC. 3.5: DESIGUALDADES 69donde onluímos que P (n + 1) é verdadeira.Por Indução Matemátia, segue que P (n) é verdadeira para todonúmero natural n.
�Médias são objetos matemátios que têm muitas apliações navida real. Há várias médias; de�niremos aqui três delas, que relaio-naremos entre si.Dados números reais positivos a1, a2, . . . , an, os números

An =
a1 + a2 + · · · + an

n
, Gn = n

√
a1a2 · · · an, e

Hn =
n

1

a1

+
1

a2

+ · · · + 1

an

,são hamados, respetivamente, de Média Aritmétia, Média Geomé-tria e Média Harm�nia dos números dados.Existe uma relação entre essas três médias dada por
Hn ≤ Gn ≤ An, (3.1)uja demonstração pode ser feita por indução, mas que não é trivialse tentarmos fazê-la diretamente.No aso em que n = 2, a propriedade (3.1) é fáil de provar. É oque faremos a seguir.Note que

0 ≤
(a1

2
− a2

2

)2

=
a2

1

4
+

a2
2

4
− a1a2

2
,
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70 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICAo que implia
a1a2 ≤ a2

1

4
+

a2
2

4
+

a1a2

2
=

(a1

2
+

a2

2

)2

, (3.2)seguindo daí que
√

a1a2 ≤ a1 + a2

2
.Na desigualdade aima, valerá a igualdade se, e somente se,

a1a2 =

(

a1 + a2

2

)2

=
a2

1

4
+

a2
2

4
+

a1a2

2
,o que oorre se, e somente se,

(a1

2
− a2

2

)2

=
a2

1

4
+

a2
2

4
− a1a2

2
= 0,o que equivale a ter a1 = a2.Por outro lado, de (3.2) segue failmente que

4a2
1a

2
2 ≤ (a1 + a2)

2a1a2;logo,
2a1a2 ≤ (a1 + a2)

√
a1a2e, portanto,

2
1

a1

+
1

a2

≤ √
a1a2.Não é difíil veri�ar (faça-o) que, também neste aso, vale a igual-dade na desigualdade aima se, e somente se, a1 = a2.Os dois próximos exemplos nos darão apliações geométrias dadesigualdade entre Média Geométria e Média Aritmétia.
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N SEC. 3.5: DESIGUALDADES 71Exemplo 3.5.1. De todos os retângulos de perímetro p dado, oquadrado é o que tem maior área.De fato, suponha que os lados do retângulo tenham medidas a e
b. Pela desigualdade G2 ≤ A2, segue que

√
ab ≤ a + b

2
=

p

4
.Daí, segue que a área do retângulo de perímetro p dado é limitadasuperiormente pela onstante p2/16. Segundo o que provamos aima,a igualdade e, portanto, o máximo, oorre só quando a = b, ou seja,só quando o retângulo é um quadrado.Voê saberia dizer se, nessa situação, existe um retângulo de áreamínima?Exemplo 3.5.2. De todos os retângulos de área dada A, o de menorperímetro é o quadrado.Suponha que os lados do retângulo tenham medidas a e b. Nova-mente, pela desigualdade G2 ≤ A2, segue que

√
A =

√
ab ≤ a + b

2
=

p

4
.Daí, segue que o perímetro mínimo de todos os retângulos deárea dada A oorre quando a = b, ou seja, quando o retângulo é umquadrado. Será que existe um retângulo de perímetro máximo?A prova da desigualdade (3.1) será enormemente failitada om ademonstração do seguinte resultado intermediário.Teorema 3.5.2. Sejam a1, . . . , an números reais positivos dados, taisque a1 · · · an = 1, então a1 + · · · + an ≥ n, valendo a igualdade se, esomente se, a1 = · · · = an = 1.
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72 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICADemonstração: A demonstração será feita por indução sobre n.Para n = 1, o resultado é trivialmente veri�ado.Suponha o resultado válido para algum n, e sejam a1, . . . , an+1números reais positivos tais que a1 · · · anan+1 = 1. Dois asos podemse apresentar.Caso 1: Todos os números são iguais, ou seja a1 = a2 = · · · = an+1.Neste aso, eles têm que ser iguais a 1. Portanto, a1 + · · · + an+1 =

n + 1, e o resultado, neste aso, vale para n + 1.Caso 2: Nem todos os números são iguais. Neste aso, ertamenteum dos números é maior do que 1 e um outro é menor do que 1(justi�que). Podemos então supor que a1 < 1 e an+1 > 1. Denotando
a1 · an+1 por b1, temos que b1a2 · · · an = 1. Logo, pela hipótese deindução, segue que b1 + a2 + · · · + an ≥ n, logo,
a1 +a2 + · · ·+an+1 = b1 +a2 + · · ·+an +a1−b1 +an+1 ≥ n+a1−b1+an+1.(3.3)Mas,
a1 − b1 + an+1 = a1 − a1an+1 + an+1 = 1 − (1 − a1)(1 − an+1) > 1, (3.4)já que a1 < 1 e an+1 > 1. Juntando (3.3) e (3.4), obtemos que

a1 + a2 + · · · + an+1 > n + 1,omo queríamos provar.
�Corolário 1. Sejam a1, a2, . . . , an números reais positivos, então,

a1

a2

+
a2

a3

+ · · · + an−1

an

+
an

a1

≥ n,valendo a igualdade se, e somente se, a1 = a2 = · · · = an.
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N SEC. 3.5: DESIGUALDADES 73Demonstração: É laro que a1

a2

a2

a3

· · · an−1

an

an

a1

= 1; logo, pelo te-orema anterior, segue a desigualdade desejada. A igualdade vale se,e somente se,
a1

a2

=
a2

a3

= · · · =
an−1

an

=
an

a1

= 1,o que equivale a dizer que a1 = a2 = · · · = an.
�Exemplo 3.5.3. Para todo x real, vale a desigualdade:

x2 + 2√
x2 + 1

≥ 2.De fato, temos que
x2 + 2√
x2 + 1

=
x2 + 1√
x2 + 1

+
1√

x2 + 1
=

√

x2 + 1 +
1√

x2 + 1
.Visto que o produto das duas últimas parelas é 1, a desigualdadesegue do teorema anterior.Exemplo 3.5.4. Seja a > 1 um número real. Temos que

log10 a + loga 10 ≥ 2.Esta desigualdade também segue do teorema anterior, tendo emvista que log10 a · loga 10 = 1.Teorema 3.5.3. Temos que Gn ≤ An, valendo a igualdade se, esomente se, a1 = a2 = · · · = an.
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74 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICADemonstração: Ponhamos g = Gn. Logo, da igualdade
g = Gn = n

√
a1 · · · an,segue que

1 = n

√

a1

g
· · · an

g
,isto é,

a1

g
· · · an

g
= 1.Portanto, pelo Teorema 3.5.2, temos que

a1

g
+ · · · + an

g
≥ n,o que nos dá a desigualdade requerida. A igualdade vale se, e somentese, a1

g
=

a2

g
= · · · =

an

g
, o que oorre se, e somente se, a1 = a2 =

· · · = an.
�Exemplo 3.5.5. Para n ≥ 2, vale a desigualdade:

n! <

(

n + 1

2

)n

.De fato, pelo Teorema 3.5.2, temos que
n
√

n! =
n
√

1 · 2 · · · n <
1 + 2 + · · · + n

n
=

n + 1

2
.O resultado segue elevando à potênia n ambos os lados da desi-gualdade aima.Teorema 3.5.4. Temos que Hn ≤ Gn, valendo a igualdade se, esomente se, a1 = a2 = · · · = an.
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N SEC. 3.5: DESIGUALDADES 75Demonstração: Pelo Teorema 3.5.3, temos que
1

Gn

=
n

√

a−1
1

· · · a−1
n ≤ a−1

1
+ · · · + a−1

n

n
=

1

Hn

,provando assim a desigualdade. A igualdade vale se, e somente se,
a−1

1
= a−1

2
= · · · = a−1

n , o que equivale ao fato de que a1 = a2 = · · · =

an.
�O método da prova da desigualdade (3.1) que utilizamos aqui, bemomo alguns dos exemplos, foram tomados emprestado do livrinhoDesigualdades, de autoria de P. P. Korovkin, Editorial MIR - Mosou,1976. Problemas3.5.1 Se x é um número real positivo, mostre que

xn + xn−2 + · · · + 1

xn−2
+

1

xn
≥ n + 1.3.5.2 Prove que, para todo x real, vale a desigualdade

x2

1 + x4
≤ 1

2
.3.5.3 Sejam a, b ∈ R, om a + b > 0 e a 6= b. Mostre que, para todo

n ∈ N, om n ≥ 2,
2n−1(an + bn) > (a + b)n.
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76 � CAP. 3: INDUÇ�O E MATEMÁTICA3.5.4 Prove que se a1, . . . , an e p são números reais positivos, então
n
√

a1 · · · an ≤ p

√

ap
1
+ · · · + ap

n

n
,valendo a igualdade se, e somente se, a1 = · · · = an.3.5.5 Prove, para c ≥ 0, a seguinte generalização da desigualdade deBernouilli

(1 + c)n ≥ 1 + nc +
n(n − 1)

2
c2.3.5.6 De�na a seqüênia (xn), n ∈ N, pela regra xn = n

√
n − 1.a) Mostre que, para todo n ≥ 2, tem-se que xn > 0.b) Mostre que, para todo n ≥ 2, tem-se que

n = (1 + xn)n ≥ n(n − 1)x2
n

2
.) Conlua que

0 ≤ xn ≤
√

2

n − 1
.d) Voê saberia dizer para quanto tende n

√
n quando n rese inde�-nidamente?Sugestão para (b): use o Problema 3.5.5.
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Respostas
Capítulo 11.3.1 a) n(n + 1)1.3.1 b) n(3n + 1)

21.3.2 a) 2n+1 − 21.3.2 b) 1− 1

2n
. A soma tende para 1 quando n rese inde�nidamente.1.3.3) A vitória régia oupará toda a superfíie do tanque no penúl-timo dia; ou seja, no déimo nono dia.1.3.4) O boato leva 80 minutos para tomar onta de toda a idade.1.3.5 ) an = 2n − 1 e Sn = 2n+1 − (n + 2)77
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78Capítulo 22.4.1) n(n + 1)

2
+ 12.5.4) an =

(
√

2 − 1)(1 +
√

2)n − 3(1 +
√

2)(1 −
√

2)n

4Capítulo 33.1.1 a) n(n + 1)(2n + 7)

123.1.1 b) n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

43.1.1 ) n(4n2 + 6n − 1)

33.1.1 d) n(n + 1)

24
(n2 + 5n + 2)3.1.1 e) n(4n2 − 1)

33.1.1 f) n(2n3 − n + 2)
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793.1.2 a)
n

∑

i=1

i4 =
1

5

[

(n + 1)5 − 1 − 10

[

n(n + 1)

2

]2

−

10
n(n + 1)(2n + 1)

6
− 5

n(n + 1)

2
− n

]

.3.4.1) Não.3.5.6 d) n
√

n tende a 1 quando n rese inde�nidamente.


