Otimizagao
por
Milton Procépio de Borba

1. Otimizacdo sem restrigées
Seja f: D > R, convexa, isto &, f[A.p + (1-1).q] > L.f(p) + (1-1)f(q), VpegemDe ¥V A € [0, 1].
Maximizar f, significa encontrar o maior valor da fungdo no seu dominio D, isto é, achar o
ponto 6timo m € D e f(m) tal que f(m) > f(x), vV x € D. Minimizar f é equivalente a maximizar (-
f).

1.1. Funcéo Real

Consideraremos, inicialmente, o caso em que D é um intervalo real [a , b].

1.1.a. Método de Newton

Lembrando que o maximo ocorre no ponto m, onde f(m)=0, buscamos este ponto m usando o
método iterativo de Newton para encontrar a raiz de f(x). Fazemos X,=(a+b)/2, por exemplo, e
iterativamente, Xy.1= X - f(Xi) / f'(Xx), convergira para esta raiz.

Lembrando que f'(Xi) = [f(Xc+h)-f(X)l/h e que f'(Xy) = [f(Xc+h) -2f(Xi)+ f(Xk-h)]/hz, podemos
evitar de calcular as derivadas de f, e fazer: Xy+1= X - h.[f(X+h) -f(X)J/[f(Xi+h) -2f(Xi)+ f(X-h)].

Na pratica, nos satisfazemos com um novo subintervalo [a., B] < [a, b], tal que me [a , B].
Comega-se a dividir o intervalo [a , b] em trés subintervalos, pela colocagdo de dois pontos x e
y equidistantes dos extremos, isto é x-a = b-y.
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Se f(x) > f(y) entdo se abandona o subintervalo [y , b] (caso contrario, [a , X]).
O novo intervalo [a , y] sera novamente subdividido pelos pontosz e x :
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Se f(z) > f(x) entdo se abandona o subintervalo [x , y] (caso contrario, [a, z]).
Sucessivamente, obteremos intervalos cada vez menores, contendo o ponto "étimo"
A posicao destes pontos (x, y, z, ..) de subdivisbes deve ser adequadamente escolhida,
segundo um dos critérios abaixo.

1.1.b. Busca de Fibonacci

Consiste em usar a sequéncia {1,1,2,3,5,8,13,... } de Fibonacci, definida por F(0) =1, F(1)=1 e
F(k+2) = F(k) + F(k+1), para todo k>1.

Neste caso, deve-se definir antecipadamente quantas subdivisdes N serdo feitas, montar a
sequéncia de Fibonacci até F(N) e comecar a primeira subdivisdo com (b-x)/(b-a)=F(N-1)/F(N).
A segunda subdivisao sera com (y-z)/(y-a) = F(N-2)/F(N-1). Continuamos até usarmos a razéo
F(2)/F(3) = 2/3 para obtermos trés subintervalos de mesmo tamanho (1/F(N) menor) e
abandonar um dos dois extremos.

Para decidir qual dos dois intervalos restantes deve ficar, podemos utilizar um ponto préximo
(20% do intervalo) do meio, como ultima subdivisdo. Isto é equivalente a redefinir, depois de
definida a seqiiéncia de Fibonacci, F(1) = 1,2. E s6 parar quando usar a relagdo F(2)/F(1).

Como exemplo, vamos supor que [a,b] = [0, 1,3] e queremos um intervalo final de
comprimento ndo superior a 0,1. Fazemos N=6, F(6) = 13 para obter:

I
a=0 x=0,5 y=0,8 b=1,3




Se f(x) > f(y) o novo intervalo [a , y] = [0, 0,8] sera assim subdividido:
I I I I

a=0 z=0,3 x=0,5 y=0,8
| t— |
Se f(z) > f(x), entdo teremos a=0 t=0,2 z=0,3 x=0,5
T T 1
Se f(z) > f(t), entao teremos t z u=04x
v=0,38
Se f(u) > f(z), entdo teremos z u=0,4x

Restando [a, B]=[z,u] =[0,3, 0,38] (se f(v) > f(u), caso contrario, [0,38 , 0,5] ).

1.1.c. Busca pela Secdo Aurea

Neste caso, arelagéo (b-x)/(b-a) = (y-z)/(y-a) = k & constante, até o final das subdivisdes.
Aqui ndo é necessario antecipar o nimero de etapas

Usando que (y-z) = (x-a) e (b-x) = (y-a), encontramos que k = [-1+\/§]/2 ~ 0,618
e1/k==[1+/5)2~1,618

1.2. Funcao de mais variaveis

Neste caso, o Dominio D & um conjunto convexo do R", isto &, dados dois pontos p e g em D,
teremos que o ponto [A.p + (1-)A) q] pertencera a D, para qualquer A entre O e 1.

Partindo-se de um ponto Pq (x4, X2, ...,Xn) €m D (estimativa inicial), caminharemos na diregéo
do Gradiente de f, para encontrar outro ponto P que otimiza f:

Como Grad(f) = [g4, 92, -..,0n], devemos encontrar t € [a, b] tal que f(x4+t.gq, xo*+t.go, ..., X +t.n)
seja "6timo". Isto recai no problema de otimizar f de uma variavel t real, como em 1.1.

Este ponto P, encontrado sera o novo ponto de partida. Novamente se calcula o Grad(f) e
acha-se o novo t tal que f(P4) + t. Grad(f) seja 6timo. O processo para quando Grad(f) ~ 0.

Obs.: no caso em que f for quadratica (do segundo grau), o ponto 6timo pode ser determinado
pela solugdo do sistema de equagdes lineares que se forma ao igualar a zero todas as
derivadas parciais de f.

2. Otimizagdo com restricoes

2.1. Multiplicadores de Lagrange
Seja o problema de otimizar f: D 2 R, sujeito a r¢(x4, Xz, ...,Xn)=0 parak =1,2,..., Q.
Este problema é equivalente a otimizar a fung¢éo definida por
F(X1, X2, -eXny My A2yeeny A@) = (X4, X2, ooy Xn) + AquFq(Xq, X2, o 0Xn) + ooo + AqFa(Xd, Xo, ..y Xn)-
Assim recaimos no caso 1.2, com mais Q variaveis.

2.2. Exemplo
Maximizar f(x,y,z) = x -yz/2 -xy/2 +y/2, sujeito a X2 + y2 +22=1.
Equivale a maximizar F(x,y,z,L) = X -yz/2 -xy/2 +y/2 +A.(x* + y* + Z° -1).



2.3. Restricao de dominio
Seja o problema de otimizar f: D 2 R, sujeito a di(x4, X2, ...,X,)>0 parak =1,2,..., Q.
Se o novo subdominio de D delimitado pelas dx ainda constituem um conjunto convexo, este
problema é equivalente a otimizar a fungao definida por
F(xq, X2, -..Xn, R) = f(Xq, X2, ..., Xn) + R[1/d¢(Xq, X2, ....Xn) + ... + 1/dq(X4, X2, ...,Xn)], cOm R>0
cada vez menor. Este termo introduzido € chamado de fungao de repulsdo da fronteira.
Assim recaimos numa seqiiéncia de casos 1.2, com mais uma variavel ( R).

2. 4. Exemplo

Maximizar f(x,y) = x.y"?, sujeitoa 2x +y<5,x>0 e y=>0.
Equivale a maximizar F(x,y,R) = x.y1/2 + R.[1/(56-2x -y) + 1/ x + 1/ly] com R > 0, cada vez
menor.

3. Maximos e minimos algebricamente

3.1. Pontos criticos
Como nas fungdes de uma variavel, os extremos (maximos e minimos) ocorrem numa(s) destas situagdes
(pontos criticos): Primeiras derivadas parciais nulas;
Primeiras derivadas parciais ndo definidas
Fronteira do dominio de definicdo da funcéo.

3.2.Maximo, minimo ou ponto de sela?
A verificagdo se um ponto critico € maximo ou minimo (ou ndo) envolve ou estudo do valor da fungéo e dos
sinais das primeiras derivadas nas proximidades do ponto critico ou dos sinais das segundas derivadas no
ponto.

Nas fungdes de duas variaveis, nao temos pontos de inflexdo, como em fungbes de uma variavel.
Podemos ter um ponto de sela, quando numa diregdo a fungdo atinge um maximo num ponto e em outra
diregdo, um minimo no mesmo ponto.

O nome se da pela semelhanga com uma sela de cavalo: maximo na diregdo das pernas do cavaleiro
(transversal ao cavalo ) e minimo na diregao longitudinal (dorso) do cavalo.

3.3.Esquemas dos sinais
Nos pontos criticos, onde as primeiras derivadas se anulam e as segundas derivadas sao definidas,
vale a deciséo pelo Hesseano = det | F,. F,, |<0 = Ponto de sela

F,, F,, |>0= Maximo (F.< 0)ouminimo (F.>0)
Obs.: Quando Hesseano > 0, o sinal de Fy, é o mesmo que de F), .

3.4.Exemplo

Seja a temperatura T(x, y) =x?+y?- 2x + 5y - 10 na parte interior do disco no plano XoY dado por D = { (x,
y)/x?*+y*<1}, os pontos criticos sao:

Primeiras derivadas parciais nulas = | I/ =2x-2=0=> |x=1 = fora do dominio
a/y=2y+5=0= |y=-572

Primeiras derivadas parciais ndo definidas = ndo é o caso
Tix)= -9 —2x—5y1—x’

Tox)= -9 —2x+5v1—x’°

Fronteira do dominio de defini¢cdo da fungdo = x?+y?=I1=

Tx)=-2+5x/N1—x"=0=>

5 x=2/29 = |T,=-9-~29 =-14,4°C = minima.
Wx)=—2-5x/NI1—-x"=0=>
x=-2/N29= |T,=-9++29 =-3,6°C = maxima.




Finalmente, nos extremos do dominio (x=-Iex=1),temos T= - 7°C e 11°C = ndo extremo.

3.5.Maximos e minimos condicionados (multiplicadores de Lagrange)
Quando procuramos os extremos de uma funcéo f{t, x, y) sujeita a uma restricdo ¢ (¢, x, y) = 0, podemos
fazer como no exemplo acima da temperatura na fronteira do circulo, onde f{x,y) = T(x,y) € ¢ (x,y) = x*ty*1,

. , 2 . v
substituido y = v 1 — x° em T(x,y) e ficamos com uma variavel a menos.
O inconveniente, é que poderemos ter algumas expressodes algébricas por substituir.

Outra possibilidade é analisar os extremos da fungéo auxiliar F(t, x, y, ) =f(t, x, y) + L. ¢f(t, x, y).
Temos uma variavel a mais (e ndo a menos), mas sem muito “algebrismo” a fazer.

3.6.Exemplo novamente
No nosso exemplo da temperatura T(x, y) =x?+y?- 2x + 5y - 10 na fronteira do disco no plano XeY dado

porD={(x,y)/x>+y*<1}, teremos F(x,y, ) =x?+y?-2x+ 5y - 10 + A.(x*+y*-1)

gjg=jx;§::__§j‘x=00 x=-2/29; y=5/29;A=-1-N2972 |T;=-9-~29 ~- 14,4°C (minima)
F/A=x"+y?-1=0 x=2/N29; y=-5/N29;A=-1+N2972|T,=-9+~29 ~-3,6°C (mdxima)

Problema envolvendo Programacio Nao-Linear

1. Resolva graficamente o seguinte programa ndo-linear:
min Z=(x-1)>+(-1)?
sujeito a: y-x = 1/2,
x+y<lI,
x=20,y=20,

2. No terminal do aeroporto de Gotham City ha 10 portdes de chegada (A a J). Uma representagio
geométrica do terminal ¢ dada abaixo, com a localizagdo dos portdes dada por:
A2 C D E F O H I J

|0 2 5 5 7 10 12 12 15 20
¥»l|2 4 & 10 15 15 10 & 4 2

As bagagens que chegam nos voos sao descarregadas nestes portdes e transportadas a um ponto de
recolhimento por passageiros. E estimado que o niimero de pegas de bagagem chegando por dia em
cada portdo (A aJ) ¢ : 3600, 2500, 1800, 2200, 1000, 4500, 5600, 1400, 1800 e 3000, respec.
Onde deve estar localizado o ponto de retirada de bagagens de modo a minimizar o movimento de

bagagens ?
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