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I- Introdução

1.1. Quando a Matemática nos ajuda a não sermos enganados pela intuição ? 

1.2. Como cercar uma maior área retangular com 9 metros de corda  e uma parede (como o quarto lado) ? 

1.3. Qual a taxa de juros cobrada numa compra de n prestações iguais ? 

1.4. Devo construir um prédio de quantos andares para logo obter um maior lucro com o aluguel ? 

1.5. Qual o perfil vertical de uma coluna para suportar (sem exagero de material) uma certa carga e seu próprio peso ? 

1.6. Qual o perfil da lâmina de uma tesoura para manter o ângulo de corte constante durante o cizalhamento ? 

II- Reais - Funções - Limites - Continuidade 

2.1. Números Reais (: 

1.a) Naturais
N   = 
{ 0 , 1 , 2 , 3 , ... } 
( Contagem. 

1.b) Inteiros
Z   =  
{... , -2, -1, 0, 1, 2, ... } 
( Relatividade. 

1.c) Racionais
Q   =  
{ 1/5  , -3/17  , ... }
( Frações. 

1.d) Irracionais (-Q =  Reais que não são Racionais, 

como e = 2,71828... , ( = 3,14159... , 
[image: image1.wmf]3

, ... 

1.e) Intervalos reais: aberto    (2 , 5) = reais entre 2 e 5 exclusive. 

 fechado [2 , 5] = entre 2 e 5 inclusive. 

 (2 , 5] = acima de 2 até 5 inclusive. 

 [2 , 5) = de 2 até antes de 5. 

Obs.:       N ( Z ( Q ( ( ( (-Q   e     ( = Q ( (-Q 

1.f) Números Complexos C = Não Reais , como i = 
[image: image2.wmf]1

-

, 
[image: image3.wmf]3

-

 ,  2 + 3i, ... 

2.2. Funções: 

2.a) Constante : 
f(x) = a  ( reta horizontal. 

2.b) Linear:      
f(x) = bx ( reta pela origem. 

2.c) Retas:       
f(x) = a + bx 

2.d) Potencial:   
f(x) = xk ( parábolas, cúbicas, inversas,... 

2.e) Polinomiais: 
f(x) = a + bx + cx2 + dx3 + ... 
2.f) Exponencial: 
f(x) = Bx ( crescentes e decrescentes. 

2.g) Logarítmica: 
f(x) = Log(x) ( inversa da exponencial. 

2.h) Trigonométricas: Seno, Cosseno, Tangente, ... 

2.i) Composta:    
F(x) = f[g(x)] 

Domínio, Imagem, Pontos e Intervalos Críticos. 

Tabelas  -  Gráficos. 

2.3. Limites: 

3.a) Símbolo de infinito: (  , k/0 , Log(0) 

3.b) Símbolos nulos: 0 , k/( . 

3.c) Símbolos de Indeterminação: 0/0 , 0. (  , (/(  , 00 ,  1( , (0 , ( - ( . 

3.d) Limites especiais:
sen(x) / x ( 1  com  x  ( 0 




(1 + 1/k)k ( e  com  k  ( oo . 

2.4. Continuidade: 

4.a) Definição ( Função, Limites laterais. 

4.b) Descontinuidade de 1ª espécie ( existem os limites laterais. 

2ª espécie ( não existe algum limite. 

III- Derivadas - estudo das Funções 

3.1. Derivada da função 

1.a) Dada uma função y = F(x), sua derivada no ponto  a  é:  F'(a) =  lim   F(a+h) - F(a),    

     que é uma nova função. 



   h(0           h 

 F'(a) representa a taxa de variação da função F, em x = a ou a inclinação da  reta  tangente ao seu gráfico, expressa pelo valor da tangente do ângulo. 

1.b) Exemplo: Se G(x) = x3, então G'(2) = lim    (2+h)3 - 8  = 12. 




          h(0       h 

A tangente  à curva y = x3, no ponto x=2 tem uma inclinação formando um  ângulo  cuja  tangente é 12, ou seja esta reta tangente cresce na taxa de 12 (em y) para cada 1 (em x). 

Em geral G'(a) = 3a2, G'(1) = 3, G'(10) = 300,  ou seja, G'(x) = 3x2 é uma nova função. 

1.c) Tabela das DERIVADAS das principais Funções: 

	Função dada: F(x)
	Derivada: F'(x)

	F(x) = k (const.)
	F'(x) = 0

	F(x) = A.x
	F'(x) = A

	F(x) = B.xn
	F’(x) = B.(n-1)xn-1

	F(x) = bx
	F'(x) = bx.ln(b)

	F(x) = ex
	F'(x) = ex

	F(x) = logb(x)
	F'(x) = logb(e)/x = 1/[x.ln(b)]

	F(x) = ln(x)
	F'(x) = 1/x

	F(x) = sen(x)
	F'(x) = cos(x)

	F(x) = cos(x)
	F'(x) = -sen(x)

	F(x) = tg(x)
	F'(x) = sec2(x)

	f(x) = F(G(x))
	f'(x) = F'(G).G'(x)

	f  = F + G
	f'  = F' + G'

	f  = F . G
	f'  = F'.G + F.G'

	f  = F/G
	f ' = (F'.G - .G')/ G2


3.2. Estudo de Funções 

2.a) Segunda derivada 

Dada f(x), uma função, f'(x) é outra função, sua derivada. 

Assim, podemos calcular a derivada de f'(x), que escrevemos f"(x). 

Exemplo: f(x)  =  sen(2x)     (     f'(x) = 2.cos(2x) 

f'(x) = 2.cos(2x) (     f"(x) = -4.sen(2x) 

2.b) Raízes de uma Função 

Para calcular o valor de x, tal que  f(x) = 0, fazemos 

Método de Newton - Raphson 

b.1) x = valor aproximado (que podemos "suspeitar") e calculamos 

b.2) X = x - f(x) / f'(x), seu novo valor mais aproximado. 

b.3) x = X , valor recentemente calculado, e  recalculamos 

b.4) X = x - f(x) / f'(x), seu novo valor mais aproximado ainda. 

b.5) Repetimos  b.3)  e  b.4), até que x e X tenham praticamente o mesmo valor, 

que será a raiz. 

2.c) Outras Propriedades 

c.1) Função Crescente,
se   f'(x) > 0 

c.2)   "         Decrescente, 
se   f'(x) < 0 

c.3) Pontos Críticos, 
se   f'(x) = 0 ( Máx. / Mín. 

c.4) Função Côncava,
se   f"(x) > 0 ( acima das tangentes 

c.5)   "    Convexa,
se   f"(x) < 0 ( abaixo das tangentes 

c.6) Pontos de Inflexão,
se   f"(x) = 0 ( cruza a tangente 

c.7) Assíntotas Verticais,
se   lim f(x)   = ( 

x ( A 

c.8)     "  
Horizontais,
se   lim f(x)  = B 

x ( (
c.9)     "      
Oblíquas, se   lim f(x)/x = m = lim f'(x) 


x ( (         x ( ( 

y = mx +b             e    b = lim [ f(x) - mx ] 


x ( (
c.10) Gráfico, contemplando todos os itens anteriores. 

c.11) Regra de L'Hospital: 

se   L =  lim        f(x)  =  0      ou         ( ,             então L = lim      f'(x)  

x ( a    g(x)       0                   (                              x ( a   g'(x) 

IV - Integrais - Aplicações 

4.1. Integrais 

1.a) A área abaixo da reta constante f(x) = 1 entre os valores x = a  e x = b  é dada pelo retângulo: 
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 = 
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 = 1.(b-a) = b - a 

1.b) A área abaixo da reta  f(x) = 2x entre os valores x = a  e x = b é dada pelo trapézio:


[image: image6.wmf]ò
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 = 
[image: image7.wmf]ò

b

a

xdx
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 = (2b-2a)(b-a)/2 = b2 – a2 

1.c) A área abaixo da parábola  f(x) = 3x2  entre os valores x =  a e x = b é aproximadamente a soma da área de vários trapézios de faixa bem estreita. Por exemplo, com 10 trapézios de largura 0,2, se obtém a área de 26,04. Tomando-se mais  trapézios  cada vez mais finos, se obtém um  resultado ainda mais próximo de 26. 

Em geral, entre x = a  e  x = b, se obtém 


[image: image8.wmf]ò
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= b3 – a3 ( no caso anterior, 27 - 1 = 26 ). 

1.d) Pode-se provar que a área abaixo de uma função f(x) = n.xn-1 entre x = a  e  x = b  é 
[image: image9.wmf]ò
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= bn - an . Note que   F(x) = xn  ( F' = f

2.a) Vale em geral, que   
[image: image10.wmf]ò
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  = [ F(x)]
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a

  = F(b) - F(a), sempre que F'(x) = f(x). 

2.b) 
[image: image12.wmf]ò
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(

= INTEGRAL DEFINIDA de f(x) em [a , b]. 

F(x)  =  PRIMITIVA  de f(x)  (    (F' = f) (

[image: image13.wmf]ò
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= F(x) + C = INTEGRAL INDEFINIDA de f(x).
2.c) Integral é o inverso da Derivada. 

2.d) y' = dy/dx ( dy = y'.dx = diferencial de y 

dx = diferencial de x. 

2.e) TABELA: 

	Função dada: f(x)
	Primitiva: F(x) = 
[image: image14.wmf]ò

x
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dt

t

f

)

(

+ C

	f(x) = k (const.)
	F(x) = kx + C

	f(x) = B.xn
	F(x) = B.xn+1/(n+1) + C

	f(x) = 1/x
	F(x) = ln|x| + C

	f(x) = ex
	F(x) = ex + C

	f(x) = sen(x)
	F(x) = - cos(x) + C

	f(x) = cos(x)
	F(x) = sen(x) + C

	f(x) = sec2(x)
	F(x) = tg(x) + C


              4.3. Técnicas de Integração. 

3.a) Substituição - Subs. trigonométrica:  ( a2  +/-  x2 ) 

3.b) Frações Parciais: p(x) / q(x) ; p , q  polinômios 

3.c) Integração por partes: 
[image: image15.wmf]ò

u.dv = u.v - 
[image: image16.wmf]ò

v.du 

4.4. Aplicações 

4.a) Cálculo de áreas =    
[image: image17.wmf]b

a

ò

[f(x) - g(x)] dx 

4.b) Física = Soma de infinitas parcelas  f(xi).dx 

4.c) Volume de revolução =  (.
[image: image18.wmf]b

a

ò

[f(x)]2 dx 

4.d) Comprimento =    
[image: image19.wmf]b

a

ò

[1+(f')2]1/2dx 

4.e) Superfície de Revolução =   2.(.
[image: image20.wmf]b
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f(x).[1+(f')2]1/2 dx 

4.5. Integração Numérica: 

Subdividindo [a ,b] em n sub-intervalos de comprimento h = (b - a)/n, pode-se calcular aproximadamente    I  =  
[image: image21.wmf]b

a

ò

F(x).dx, usando os valores de uma tabela feita com F(x) : 

F0 = F(a) , F1 = F(a+h) , F2 = F(a+2.h) ... Fk = F(a+k.h) ... 

5.a) Regra dos TRAPÉZIOS 

I ( (h/2).[F0 + 2.(F1 + F2 + ... + Fn-1) + Fn] 

5.b) Regra de SIMPSON 

I ( (h/2).[F0 + 4.F1 + 2.F2 + 4.F3 + 2.F4 +... + 4.Fn-1 + Fn] 

V - Coordenadas Polares 

5.1. Notação:  P( ( , ( ) 

Cada ponto P do plano pode ser representado por P( ( , ( ) , onde ( e ( são as duas coordenadas: ( = distância OP de P à origem O, 

(  = ângulo entre OX e OP, com OX = eixo de referência.

5.2. Relação entre P( ( , ( ) e P(x,y) (Coordenadas Cartesianas):

( = 
[image: image22.wmf]2
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, (  = arctg (y/x)

x = (. cos(  , y = (. sen(  
5.3. Função – Gráfico

Dada uma função ( = f((), podemos representá-la graficamete por uma curva formada pelos pontos P( ( , ( ) conseguidos pela função f. 

(Atribuindo-se valores ao ângulo (, calcula-se ( (  tabela)

Exemplos:  ( = 4.sec (
( reta vertical
( = 6/( 1+ sen ( )
( parábola

( = 10.cos (
( circunferência

( = 4.sen 3(
( rosácea de 3 pétalas

( = 2(1 - cos( )
( cardioide

( = 3(
( espiral

5.4. Área: A = (1/2) 
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5.5. Comprimento: L = 
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VI - Vetores no Plano - Retas - Distâncias 

6.1. Ponto: P(x,y)  ( unidimensional 

6.2. Vetor: v = [x,y] 

módulo =  |v|  = 
[image: image25.wmf]2
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direção = reta passando por O(0,0) e P(x,y) ou paralela 

sentido = de O para P 

2.a) Soma / diferença: [a,b] ± [x,y] = [a ± x , b ± y] 

2.b) Múltiplo (paralelo): k.[x,y] = [kx , ky], se k é escalar 

2.c) Produto escalar: [a,b].[x,y] = ax + by ( = escalar ) 

 v.w  =  v . w .cos ß 

6.3  Vetores Básicos:  i = [ 1 , 0 ] = unitário na direção OX 

j  = [ 0 , 1 ] = unitário na direção OY 

v = [ a , b ] = a.i + b.j 

6.4. Relação Ponto - Vetor: 

Mais geralmente, se v é o vetor que vai do ponto A(a,b) para o ponto B(x,y), então  

v = [x-a , y-b] = [x,y] - [a,b] = VB - VA  ( VB = VA + v 

6.5. Distância entre pontos A(x,y) e B(a,b): DAB = VB - VA
6.6. Reta R que passa pelo ponto P , na direção do vetor v: 

VR = VP + t.v , para todo t real (  infinitos pontos 

6.7. Interseção entre retas R1 e R2:   R = R1 = R2 (  t1 = ?        t2 = ? ( R = ? 

6.8. Paralelismo entre retas: v1 = k.v2 

6.9. Ângulo entre retas: cos ß = (v1.v2)/(|v1| .|v2| ) 

perpendicularismo: v1.v2 = 0 

6.10. Projeção de um vetor u na direção de outro v: Pv(u) = u.v / |v|
6.11. Distância entre ponto e reta e entre retas: 

11.a) Determina-se o vetor perpendicular w = [b,-a] 

11.b) Equaciona-se a reta perpendicular Rp 
11.c) Determina-se a interseção entre R e Rp 
11.d) Calcula-se a distância entre pontos. 

VII - Vetores no Espaço - Retas - Planos 

7.1. Vetor: v = [x,y,z] 

módulo =  |v|  = 
[image: image26.wmf]2
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direção = reta passando por O(0,0,0) e P(x,y,z) ou paralela 

sentido = de O para P 

1.a) Soma / diferença: 

[a,b,c] +/- [x,y,z] = [a +/- x , b +/- y , c +/- z] 

1.b) Múltiplo (paralelo): k.[x,y,z] = [kx,ky,kz], se k é escalar 

1.c) Produto escalar: [a,b,c].[x,y,z] = ax + by + cz ( = escalar ) 

 v.w  = | v| .| w| .cos ß 

1.d) Produto Vetorial: entre dois vetores u e v = u x v 

é o vetor perpendicular a ambos, com módulo igual à área do paralelogramo formado por u e v, e sentido obedecendo à regra da mão direita: Fazendo os dedos maiores indicarem a rotação de u para v, o polegar apontará o sentido de u x v. 

Observação: se u e v são paralelos, então u x v = 0. 

1.e) Produto misto: entre três vetores u , v e w = u.(v  x  w) = (u x  v). w 
é o escalar, com módulo igual ao volume do paralelepípedo que tem as três arestas concorrentes u , v e w.

Observações:   se u , v e w são coplanares, então u . (v  x  w) = 0. 

u.(v  x  w) = (u x  v). w = [u , v , w] = - [v , w , u]
7.2  Vetores Básicos:  i = [1,0,0]        i x j = k = - j x i 

j = [0,1,0]        j x k = i = - k x j 

k = [0,0,1]       k x i = j = - i x k 

v = [a,b,c] = a.i + b.j + c.k 

	7.3. Regra Prática para 

u x v = [a , b , c] x [x , y , z] = det
	i   j   k
a   b   c

x   y   z
	= (bz-cy)i - (az-cx)j + (ay-bx)k

 = [(bz-cy),(az-cx),(ay-bx)].


7.4. Reta R que passa pelo ponto P , na direção do vetor v: 

VR = VP + t.v , para todo t real (  infinitos pontos 

7.5. Plano P que passa por A, na direção dos vetores u e v: 

VP = VA  + t.u + s.v , para todos os reais t e  s ( infinitas retas coplanares 

u x v será o vetor perpendicular ao plano P. 

VIII - Derivadas Parciais 

8.1. Funções de duas Variáveis z = F(x,y), tem como representação gráfica uma superfície formada pelos pontos (x,y,z) que satisfazem à equação F. 

8.2. Derivada Parcial em relação a x: 
[image: image27.wmf]x
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 =  Fx  =    lim     F(x+h,y) - F(x,y) , 

h ( 0           h 

que se obtém derivando F(x,y), como se só x fosse variável, e representa a taxa de  crescimento de  z  =  F(x,y)  quando  x  cresce e y permanece constante. 

Observações:

- Usamos o símbolo 
[image: image28.wmf]¶

 e o nome  parcial para lembrar que F não depende só de x. 

- analogamente em relação a y. 

8.3. Diferencial de z = F(x,y):  dz = dF = 
[image: image29.wmf]x
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Representa o acréscimo da função z = F(x,y) quando x e y sofrem pequenas variações dx e dy respectivamente. 

8.4. Exemplos: 

4.a) F(t,z) = 2t²z + 5t + 3z³ 


[image: image31.wmf]t
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 = 2t² + 9z² 

dF = (4tz +5)dt + (2t² + 9z²)dz 

se dt = 0,2 ;  dz = 0,1 ; t = 10 ; então 

dF = (40z + 5).0,2 + (200 + 9z²).0,1 = 8z + 1 +20 + 0,9 z² = 0,9z² + 8z + 21. 

4.b) F(x,y) = 4xy².sen(2x³y) 

Fx = 4xy².6x²y.cos(2x³y) + 4y².sen(2x³y) = 24x³y³.cos(2x³y) + 4y².sen(2x³y). 

8.5. Máximos e Mínimos: 

Ocorrem nos Pontos em que as derivadas parciais são zero. 

IX - Equações Diferenciais 

9.1. Introdução 

1.a) Definições: 

a.1) Equação Diferencial  ( R(x,f,f',f") = k 

Equação que relaciona as variáveis independentes, com a função f e suas derivadas. 

a.2) Solução   (  y = f(x) tal que satisfaça a equação. 

	 a.3) Problema   (
        1ª Ordem
	y' = F(x,y) 

y(x0) = y0
	( Equ. difer. de primeira ordem

( Dado inicial


	a.4) Problema   (
       2ª Ordem
	y” = F(x,y,y')

y’(x0) = V0
y(x0) = y0
	( Equ. difer. de segunda ordem

(Velocidade inicial

( Dado inicial


1.b) Origem: 

b.1) Massa radioativa em decomposição: m(t) = ? 

	Velocidade de decomposição proporcional à massa (
	m' = k.m 

m(0) = Mo 


b.2) Perfil de uma pilastra: R(h) = ? 

	Seção proporcional à carga do peso total (
	R' = k.p.R/2

R(H0) = R0 


b.3) Perfil do corte de uma tesoura: y(x) = ?

	Ângulo de corte constante (
	y' = (k.x + y)/( x - k.y)

y(d) = 0


b.4) Movimento massa / mola / amortecedor: h(t) = ? 

	Força da mola prop. ao deslocamento  (
Força do amortec. prop. à velocidade  (
	FM = k.h (
FA = c.h'
	m.h" + c.h' + k.h = -m.g 

  h'(0) = V0 

  h(0) = H0


9.2. Resolução Analítica 

2.a) Primeira Ordem: Com y' = dy/dx ( G(y) dy = F(x) dx  (  Variáveis Separadas 

Integrando ambos os membros, obtemos a solução. 

(por exemplo, os problemas da Massa e da Pilastra) 

( G(x,y) dy = F(x,y) dx ( Mudança adequada de variáveis para transformá-la em variáveis separadas. (por exemplo, o problema da Tesoura, com z = y/x) 

2.b) Segunda Ordem Linear: A.y" + B.y' + C.y = D 

Solução: y(x) = C1.eax + C2.ebx + p, onde p = D/C  e  a  e  b são as raízes da

 Equação característica: A.r2 + B.r + C = 0. 

(por exemplo, o problema da massa / mola / amortecedor) 

9.3. Resolução Numérica 

	3.a) Primeira Ordem (
	y'= f(x,y)

y(x0) = y0
	x1 = x0+h; x2 = x1+h; ... ; y(xk+1) = ? 

Com espaçamentos  h  pequenos.


a.1) Euler ( y(x+h) = y(x) + h.y'(x) ( yk+1= yk + h.f(xk,yk) 

	a.2) Runge-Kutta de Ordem 2 ( yk+1= yk + h.(I1 + I2)/2, onde 
	I1 = f(xk,yk) 

I2 = f(xk+h,yk+h.I1)


	a.3) Runge-Kutta de Ordem 4 ( 

yk+1= yk + h.( I1+2.I2 +2.I3+I4 ) / 6
	I1 = f( xk , yk )

I2 = f( xk+h/2 , yk+h/2.I1 )

I3 = f( xk+h/2 , yk+h/2.I2 )

I4 = f( xk+h , yk+h.I3 )


	3.b) Segunda Ordem (
	y" = f(x,y,y')  
	com a mudança 
	de variável  V = y', teremos:

	
	y’(x0) = V0
y(x0) = y0
	V' = f(x,y,V)

y' = V 
	V(x0) =Vy0
y(x0) = y0


e usamos um método acima para yk+1 e para Vk+1 simultaneamente: 

	L1 = f(xk , yk , Vk) 

L2 = f(xk +h , yk +h. I1 , Vk +h. L1) 
	I1 = Vk
I2 = Vk + h. L1
	yk+1 = yk + h.(I1+ I2)/2

Vk+1 = Vk + h.(L1+ L2)/2 


Observação: O resultado final será sempre uma tabela de valores x,y,V, 

com a qual podemos fazer os respectivos gráficos 

	x  (   x0   x1   x2   x3   x4   x5 ... xk ... xn
	

	y  (   y0   y1   y2   y3   y4   y5 ... yk ... yn
V  (  V0   V1   V2   V3   V4   V5 ... Vk ... Vn
	Calculados
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